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[zvlecek:

V nalogi analiziramo kazino igro Craps in pogledamo (ne)mogoce nacine oz. sisteme,
s katerimi bi lahko prednost hise spremenili v prednost igralca. Dolzina igre Craps, v
kateri zaporedoma mecemo dve kocki, je nakljuéna. 7 verjetnostnimi orodji opisemo
dolzino igre. Pri izracunih uporabimo pogojno pricakovano vrednost, teorijo martin-
galov in markovskih verig. Pricakovana dolzina igre oz. metalceve roke je priblizno
8.5 metov, kjer pri izracunu uporabimo Waldovo identiteto. Pricakovana dolzina po-
samezne runde oz. pass-line odlocitve znasa 3.375 metov. Definiramo prednost hise,
tj. dolgorocno razmerje igral¢eve izgube na stavljeno enoto. Izracunamo prednost hise
v stavah igre Craps. Predstavimo martingalov sistem in pokazemo, da ne deluje kot
posledica izreka o optimalnem ¢asu ustavljanja. Na koncu predstavimo teorijo kontrole
kock - gre za tehniko meta, s katero postene kocke vrzemo kot nepostene. Glede na
izbrano strategijo in nivo kontrole metalca, vplivamo na verjetnost vsote padlih pik.
Poslediéno vplivamo na verjetnost zmage in prednost hise v stavah. Ta vpliv najprej
opisemo s teoreticinm modelom. Nato se Se sami preizkusimo v ves¢ini kontrole kock in

s statisticnimi testi preverimo svojo uspesnost. Ugotovimo, da kock nismo uspeli stati-

sti¢no znacilno kontrolirati. Mozno pa je, da obstajajo bolj talentirani metalci od nas.
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game in which we repeatedly throw a pair of dice is random. We give the probability
description of game length. We use conditional probability, martingales and Markov
chains for our calculations. Expected length of the shooter’s hand (number of throws
in a game) is approximately 8.5. We apply the Wald’s identity to get this result. The
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We define a house advantage as a long term ratio between gambler’s loss and amount
bet. We calculate the house advantage for bets in the game of Craps. We present the
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control. We show that the result obtained, does not significantly differ from random.

However, more skilled shooters might exist.
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1 UVOD

V nalogi predstavimo in analiziramo kazino igro Craps. Igra se odvija v diskretnem
casu, saj vse dogodke definiramo na osnovi zaporednih metov dveh postenih kock,
ki predstavljajo nas osnovni izvor nakljuénosti. OpiSemo potek in pravila igre, ter
obvezne in neobvezne stave z verjetnostmi zmag. Definiramo in izracunamo prednost
hise v posameznih stavah. Izracunamo pricakovano dolzino posamezne runde v igri in
pricakovano dolzino celotne igre. Zadnje poglavje namenimo razpravi o sistemih, ki
jih igralci uporabljajo z namenom, da iznic¢ijo prednost hise. Predstavimo martingalov
sistem in pokazemo zakaj ne deluje. Drugi sistem je zanimiv koncept kontrole kock,
vescina, s katero vplivamo na vsoto padlih pik. Je kontrola kock mogoc¢a? Predstavimo
hipoteti¢en vpliv kontrole kock na igro in se sami preizkusimo v vescini kontrole kock,
ter s statisticnimi testi preverimo naso uspesnost. Kaj je zlata roka in ali gre le za mit?
Tudi na to poskusimo odgovoriti v zadnjem poglavju.

V uvodnem poglavju vpeljemo potrebno teorijo. Povdarek je na verjetnostnih orod-
jih, kot so pogojna pricakovana vrednost in martingali, omenimo pa Se markovske ve-
rige. Za veC informacij o obravnavanih pojmih v prvem poglavju, si lahko bralec za
podrobnosti ogleda knjigi [3,5]. Predvsem knjiga [5] nam je v oporo tudi v veliko
drugih poglavjih in razdelkih.

1.1 VERJETNOST IN KOMBINATORIKA

V magistrski nalogi veckrat obravnavamo izjave oblike: “Verjetnost dogodka A je p.”
S postavljanjem takih izjav se ukvarja matematicna disciplina verjetnost. Da lahko
tako izjavo razumemo, moramo najprej uvesti nekaj pojmov in definicij.

Vse se zacne z nakljuénim eksperimentom oz. poskusom. Rezultat takega
eksperimenta imenujemo izid. Eksperiment je nakljucen, zato izida ne moremo z go-
tovostjo napovedati. Lahko pa navedemo nabor, oz mnozico vseh moznih izidov,
ki jo bomo oznacevali z €. Posamezne elemente (izide) iz {2 bomo oznaéili z w. Do-
godek, ki ga zapiSemo z velikimi tiskanimi ¢rkami, npr. A, B, ... je podmnozica €2,
ki je sestavljen iz enega ali ve¢ izidov. Pravimo, da se dogodek zgodi, ce je izid
naklju¢nega eksperimenta element dogodka. V nasprotnem pravimo, da se dogodek
ne zgodi. Po opravljenem eksperimentu tocno vemo, ali se je dogodek zgodil ali ne.

Preden opravimo naklju¢ni eksperiment, pa ne moremo z gotovostjo trditi, ali se bo
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dogodek zgodil, ali ne. Zato uvedemo pojem verjetnosti, ki nam pove v kakSnem delezu
izvajanj poskusa, se dogodek zgodi. Verjetnost zavzame vrednosti p iz intervala [0, 1].

Vprasati se moramo Se, kako dolo¢iti parameter p (glej knjigo [3]). Dolo¢imo ga na
podlagi opazavanj veckrat izvajanega slucajnega eksperimenta, pri cemer opazujemo
pojavnost dogodka A. Predpostavimo, da poskus opravimo N-krat, kjer zacetne pogoje
ohranjamo kar se da enake. Z N(A) oznac¢imo stevilo pojavitev dogodka A. 1z izkusen]
vemo, da razmerje N(A)/N konvergira h konstantni vrednosti p, ko se N povecuje.
Tej limiti pravimo verjetnost dogodka A (verjetnost, da se bo dogodek zgodil pri
kateremkoli poskusu). V nadljevanju bomo verjetnost dogodka A oznacevali s P(A),
kjer bo P preslikava imenovana verjetnostna mera. Prvi trije odstavki sluzijo kot
motivacija definicijam in izrekom v nadaljevanju.

Naj bosta A in B dogodka. Ker so dogodki mnozice, lahko govorimo tudi o dogod-
kih: AUB :={w € Q:w e Aaliw e B} (zgodi se dogodek A ali B), ANB:={we A
inwe B} (Ain B)in A ={weQ:w¢ A} (ne Aoz Qbrez A). Dogodka sta
disjunktna, ce AN B = ().

Definicija 1.1. Druzini podmnozic F mnozice {2 pravimo o-algebra, ce velja:
1.0eF
2. Ce A€ F, potem A € F
3. Ce Ay, Ay, ... € F, potem UL A; € F
Elementom druzine F pravimo dogodki.
Sledi definicija verjetnostne mere.

Definicija 1.2. Naj bo F druzina dogodkov (c-algebra) na Q. Verjetnostna mera

P : F —[0,1] je preslikava, ki zados¢a naslednjim lastostim:

2. Ce so dogodki Ay, As, ... € F disjunktni, t.j. 4; N A; = 0 za vsak i # j, potem
i=0 i=0

Trojici (Q, F, P) pravimo verjetnostni prostor.

Trditev 1.3. Naj velja {w} € F za vsak w € Q. Potem lahko verjetnost koncénega
dogodka 1z F, zapisSemo z vsoto verjetnosti izidov, ki ga sestavljajo. T.j., ¢e je A =
{wi,...,wn} CQ dogodek, potem je P(A) =3,y .y P({wi}) verjetnost dogodka A.
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Pri izvjanju nakljucnega eksperimenta, veckrat opazujemo obnasanje razlicnih objek-
tov/predmetov (npr. kock, kovancev, itd.). Pravimo, da je objekt posten, ¢e generira
enako verjetne izide. Sledi izrek, ki nam poda verjetnost dogodka, ko so vsi izidi enako

verjetni.

Izrek 1.4 (glej izrek 1.1.1., knjigo [5]). Naj bo (0, F, P) verjetnostni prostor, tako da

verjetni. Naj bo A C Q dogodek. Potem je P(A) = % verjetnost dogodka A, kjer je

|A| 0z. || moc (stevilo elementov) mnoZic A oz €.

V primeru, ko ) sestavljajo enako verjetni izidi (kot v izreku 1.4), si pri Stetju vseh

izidov v A in 2 pomagamo z uporabo kombinatorike.

Izrek 1.5 (Pravilo produkta, glej izrek 1.1.2.; knjigo [5]). Predpostavimo, da imamo
nalogo, ki zahteva, da resimo k neodvisnih podnalog. Ce obstaja ny nacinov, na ka-
tere lahko resimo prvo podnalogo, obstaja ns nacinov, na katere lahko resimo drugo
podnalogo, obstaja nz nacinov, na katere lahko resimo tretjo podnalogo,. .., obstaja ny
nacinov, na katere lahko resimo k-to podnalogo, potem je vseh nacinov, na katere lahko

resimo nalogo natanko ning - - - ny.

Izrek 1.6 (glej izrek 1.1.8., knjigo [5]). Stevilo nacinov, na katere lahko n nelocljivih

n+sfl) n+k71) )

Zogic razvrstimo v k razlicnih skatel, je ( el

02. (
Nadaljujmo s pojmi neodvisnih dogodkov in pogojno verjetnostjo.

Definicija 1.7. Pravimo, da sta dogodka A in B neodvisna, Ce velja:
P(ANB)= P(A)P(B).
Naj bo I kon¢na ali Stevno neskon¢na mnozica. Pravimo, da je druzina dogodkov

{A; : i € I} neodvisna, ce velja:

P< ﬂAz) =[P4,

e e

za vse konéne mnozice J C I.

Definicija 1.8. Verjetnosti, da se zgodi dogodek A, pri pogoju, da se zgodi dogodek
B, za katerega velja P(B) > 0, pravimo pogojna verjetnost dogodka A glede na dogodek
B. Definirana je kot

P(A|B)_%

V primeru, ko sta dogodka A in B neodvisna, je pogojna verjetnost dogodka A
glede na dogodek B kar P(A).

Sledita izrek o pogojni verjetnosti in Bayesov izrek.
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Izrek 1.9 (glej lemo 1.4.4, knjigo [3] ali izrek 1.2.6., knjigo [5]). Naj bo A dogodek na
mnoZzici izidov Q. Naj bo {B; | i € I} koncna ali Stevno neskonéna particija mnoZice

izidov Q0. Ce je P(B;) > 0 za vsak i, potem velja P(A) = >",., P(B;)P(A | B;).

Izrek 1.10 (Bayesov izrek, glej izrek 1.2.7., knjigo [5]). Naj bosta A, B dogodka na €
za katera velja P(A) > 0 in P(B) > 0. Potem velja:
P(A)P(B | A)

POA|B) = =5

1.2 SLUCAJNE SPREMENLIJIVKE

Naj bo (2, F, P) verjetnostni prostor. Slu¢ajna spremenljivka X je taka funkcija iz Q2
v R, za katero velja X~!(U) € F za vsako odprto mnozico U v R. Vsakemu izidu w
priredi neko Stevilsko vrednost z. Slucajna spremenljivka X ni nujno injektivna, vec¢
izidov lahko zavzame isto vrednost x. Vsi tej izidi tvorijo dogodek {w € Q | X (w) = z}.
V nadaljevanju bomo tak dogodek pisali kot {X = x} (ali kar X = z). Po kon¢anem
eksperimentu, poznamo izid, in poznamo vrednost z, katero mu dodeli funkcija X. A
tako kot pred izvajanjem eksperimenta ne vemo kateri izid se bo zgodil, ne vemo niti,
katero vrednost x bo zavzela slucajna spremeljivka X. Zato govorimo o verjetnosti, da
slucajna spremenljivka X zavzame vrednost x: P(X = x). To pa je ravno verjetnost do-
godka, sestavljenega iz izidov, ki jih X slika v z: P(X =2) := P{w € Q | X(w) = x}).

Obstajata dva pomembna razreda sluc¢ajnih spremenljivk; diskretne slucajne spre-
menljivke in zvezne sluc¢ajne spremenljivke. Diskretne so oblike X : Q@ — D C R,
kjer je D stevna mnozica. V magistrski nalogi bomo imeli opravka zgolj z diskretnimi
slu¢ajnimi spremenljivkami, v kolikor ne bo povdarjeno drugace. Za slu¢ajno spremen-
ljivko X velja, da je {w € Q | X(w) < ¢} = {X < ¢} € F dogodek za vsak ¢ € R, ne
glede na to, ali je c € D ali ¢ ¢ D.

Kot opombo dodajmo, da v primeru, ko je X zvezna, raje kot o verjetnosti

P(X = x), govorimo o verjetnosti, da X zavzame vrednost iz neke mnozice A C R, tj.
P(XeA)=PH{we | X(w) e A}).

Primer 1.11. Zaporedoma dvakrat vrzemo posteno Seststrano kocko, kjer sta a; in
as rezultata prvega oz. drugega meta. Mnozica vseh izidov tega eksperimenta je
Q = {(a1,a2) | ar,a2 € {1,2,3,4,5,6}}. Naj bo X vsota padlih pik obeh metov; t;j.
X je slucajna spremenljivka, ki vsakemu izidu w = (a1, as) priredi vsoto prve in druge
koordinate: X : Q — {1,2,...12}, X : w > a; + as. Kaksna je verjetnost, da je vsota
obeh metov 47

P(X =4) = P({(a1,02) €9 |+ 0 = 4}) = P({(1,3), (2,2), (3, )}) = 2> = .

Za tretjo enakost smo uporabili dejstvo, da je kocka postena ter izreka 1.4 in 1.5. 2
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1.2.1 Porazdelitvene funkcije

S primerom 1.11 smo pokazali verjetnost, da slucajna spremenljivka X zavzame neko
konkretno vrednost. Pogosto pa zelimo prikazati verjetnost, da X zavzame neko po-

ljubno vrednost x, v ta namen definiramo porazdelitev slucajne spremenljivke X.

Definicija 1.12. Porazdelitev diskretne sluc¢ajne spremenljivke X je funkcija
fx : R —[0,1], kjer
fx(x):=P(X =1z), v €R.

Opomba 1.13.
e Porazdelitev diskretne slucajne spremenljivke X lahko zapisemo kot PDFx.
e Naj bo D = Im X. Potem velja fy(x) =0 Vo € R\ D. V primeru, ko je

D = {x1,25...2,} konéna, lahko funkcijo fx predstavimo v obliki dvovrsti¢nega
T Ty ... Tp .
matricnega zapisa: X ~ b , kjer p; = P(X = ).
b1 P2 ... Dn
d ZLL‘ER fX(Jf) - ZxEImX fX(I) = 1.

e Pri navajnju funkcije fx ponavadi navedemo le vrednosti fx(z), ki so nenicelne.

Drugi nacin prikaza porazdelitve slucajne spremenljivke X je z uporabo porazdeli-

tvene funkcije, ki jo oznac¢imo z Fy ali CDFy.

Definicija 1.14. Porazdelitvena funkcija slucajne spremenljivke X je preslikava
Fx : R — [0, 1], definirana kot Fx(z) := P(X < z).

Lema 1.15. Ce je X diskretna slucajna spremenljivka, relacijo med CDFx in PDFy
opiSemo kot:

Fx(r)= Y fx(x).

Dokaz. Dogodek X < x lahko zapiSemo kot:
{weQ| X(w)<z}= U {weQ| X(w) =1} = U {X; = x;},

z;€Im X z;€lm X
z; <z z;<w

kjer so {X; = x;} disjunktni dogodki (saj X vsakemu izidu w priredi natanko eno

vrednost z). Uporabimo 2. lastnost iz definicije 1.2 in dobimo Zeljeno enakost. O]
Lastnosti funkcije CDF x povzamemo z naslednjo lemo, glej lemo 2.1.6., knjigo [3].
Lema 1.16. Za porazdelitveno funkcijo veljajo naslednje lastonosti:
1. lim, o Fix(z) =0, lim, o Fx(z) =1;
2. Ce je x <y, potem je Fx(x) < Fx(y);

3. Fx je desno zvezna, tj.: limy o Fx(z + h) = Fx(z).
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1.2.2 Nekatere znane diskretne porazdelitve

V tem poglavju definiramo nekatere znane tipe diskretnih slu¢ajnih spremenljivk. Naj-

preprostejsa je indikatorska slucajna spremenljivka.

Definicija 1.17. Naj bo A nek dogodek, ki se zgodi z verjetnostjo p. Slu¢ajnemu eks-
perimentu, pri katerem opazujemo pojavnost dogodka A, pravimo Bernoullijev poskus.
Ce se dogodek A zgodi, pravimo rezultatu poskusa uspeh, ¢e se A ne zgodi, pa neuspeh.
Bernoullijev poskus opisemo s t.i. bernoullijevo ali indikatorsko slucajno spremenljivko

14:Q — {0,1}, ki zavzame le dve vrednosti; 1, ¢e se dogodek A zgodi in 0 sicer:

0 cewe A°,
La(w) =
1 cewe A

Bernoullijeva porazdelitev s parametrom p (pisSemo 14 ~ Bernoulli(p)) je

P(A%) ¢ex =0,
fis(x)=< P(A) cex=1, ;=

0 sicer,

p(1—p)t—* ze€{0,1},

0 sicer.

Njena porazdelitvena funkcija je:

0 ce x <0,
Fi(r)=%1-p ce0<z<]l,

1 cex > 1.

Primer 1.18. Nadaljujemo primer 1.11. Izvajamo isti eksperiment, le opazujemo
ga kot Bernoullijev poskus. Zaporedoma vrzemo dve kocki. V primeru 1.11 nas je
zanimala verjetnost dogodka, da je vsota padlih pik X obeh metov 4, tj.: {X = 4}.
Sedaj pa opazujemo pojavnost oz. indikatorsko slucajno spremenljivko tega dogodka
l{x=4y. Njena porazdelitev je 1{x—4y ~ Bernoulli(1/12). Porazdelitev in porazdelitveno

funkcijo prikazemo Se graficno na slikah 1 in 2. yid

Definicija 1.19. Naj bo Ay, As, ..., A, zaporedje neodvisnih dogodkov, kjer se vsak
zgodi z verjetnostjo p. Zaporedoma n-krat izvajamo Bernoullijeve poskuse, kjer pri
i-tem poskusu opazujemo pojavnost dogodka A;, za vsak i € {1,2,...,n}. Najbo X
slucajna spremenljivka, ki presteje uspehe teh poskusov: X = >  1,4,. Potem pra-
vimo, da ima X binomsko porazdelitev s parametroma n in p (pisemo X ~ Bin(n, p)),
ki je definirana kot: fx(z) = (2)p*(1 —p)"™", € {0,1,...,n}.

Bernoullijeva porazdelitev je poseben primer binomske (porazdelitvi Bernoulli(p)

in Bin(1, p) sta enaki).
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frpea(®)
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[ ] - 0.08

Slika 1: PDFy ., (7).

Fl(x:4)(x)

00 02 04 06 08 10

- 0.92

-1.0 -05 0.0 0.5 10 15

Slika 2: CDFy_,, (z).

20

Primer 1.20. Nadaljujemo primera 1.11 in 1.18. Izvajamo isti Bernoullijev poskus

kot v primeru 1.18, a 10-krat, pri cemer so izvedbe neodvisne. Za porazdelitev slucajne
spremenljivke Y = 1%, Lix=ay velja Y ~ Bin(10,1/12). Na slikah 3 in 4 prikazemo

porazdelitev in porazdelitveno funckijo slucajne spremenljivke Y Se graficno. Vidimo,

da je najvecja verjetnost - ve¢ kot 40%, da se dogodek X = 4 ne bo zgodil niti enkrat.

Iz grafa porazdelitve vidimo, da je P(Y < 3) skoraj 1.

< [® - 0.419
<] ° — 0.381
@
o
S
< S 7
L) — 0.156
—
2
° — 0.037
2 ® o o o o o o[ 0006
T T T T T I
0 2 4 6 8 10

Slika 3: Binomska PDFy (y).

Fy(y)

00 02 04 06 08 10

- 0.956

— 0.419

Slika 4: Binomska CDFy (y).

&

Definicija 1.21. Pravimo, da ima slucajna spremenljivka X geometrijsko porazde-

litev s parametrom p (piSemo X ~ Geom(p)), ¢e presteje dolzino zaporedja samih

neuspesnih, neodvisnih Bernoullijevih poskusov, do vkljuéno prvega uspeha (p je ver-

jetnost uspeha). Porazdelitev slu¢ajne spremenljivke X je fx(x) = (1—p)* !p, v € N.

Primer 1.22. Nadaljujemo primera 1.11 in 1.18. Izvajamo isti Bernoullijev poskus

kot v primeru 1.18, a ga izvajamo veckrat - dokler ne dobimo prvega uspeha (tj. prvi¢

dobimo vsoto obeh metov X = 4). Naj bo Y stevilo izvajanj tega poskusa. Potem velja

Y ~ Geom(1/12). 1z grafa porazdelitve na sliki 5 vidimo, da je najvecja verjetnost, da
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bomo prvi uspeh videli ze v prvem poskusu. Iz grafa na sliki 6 vidimo, da je verjetnost,

da dosezemo prvi uspeh prej kot v osmih poskusih priblizno 50%.

8 |- oos3 S -]
S — 0076 _'_,_..—'-"""-"'-—7 0.92
- o007 «© ot
g | - 0064 o e
g o e e
3 E oo 2 -
2 3 TR -
-— (— 0353
N o | - - 0294
=T e, - o
\ T T T T T i ° T T T T T r
0 5 0 15 20 25 3 0 5 0 15 2 25 30
y y
Slika 5: Geometrijska PDFy (y). Slika 6: Geometrijska CDFy (y).

&

Definicija 1.23. Slucajna spremenljivka X, ki ima konc¢no zalogo vrednosti, ima

enakomerno porazdelitev, ¢e velja fx(v) = — = p, za vsak z € ImX. Pisemo

ImX|
X ~ Uniform(p).

Primer 1.24. Enkrat vrzemo posteno Seststrano kocko. Naj bo X stevilo padlih pik.
Potem je X ~ Uniform(1/6). it

1.2.3 Slucajni vektorji

Naj bo (2, F, P) verjetnostni prostor. Naj bodo X1, Xs, ..., X, slucajne spremenljivke,
definirane na istem prostoru izidov {2 in se torej nanasajo na isti slucajni eksperiment.
Slu¢ajni vektor X = (Xy,...,X,) je funkcija iz Q v R", ki vsakemu izidu w priredi
vektor x := (z1,...,,). Pri tem mora veljati X~}(U) € F za vsako odprto mnozico
U v R™. Slucajni vektor X ni nujno injektivna funkcija, ve¢ izidov se lahko preslika v

isti vektor x. Vsi taki izidi tvorijo dogodek:

{weQ | Xw)=x}={we | (Xy,...,X,)(w) = (z1,...,2,)}
={weQ| (Xi(w),...,Xn(w)) = (z1,...,2,)}
={we| Xj(w)=a1,...,X,(w) = x,}
={Xi=x}n...n{X, =xz,}

Tak dogodek bomo na kratko pisali kot X = x (0z. (Xi,...,X,) = (21,...,2,) ali

Xy =xq,..., X, = z,). Po koncanem eksperimentu vemo, kateri izid se je zgodil, in
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katere vrednosti zy, ..., x, so zavzele slucajne spremenljivke X7, ..., X,,. Ko poznamo
zavzete vrednosti, poznamo tudi dogodek X = x. Preden izvedemo eksperiment, pa
lahko govorimo le o verjetnosti, da se bo dogodek X = x zgodil, tj. P(X = x).

Ce je Xi,..., X, zaporedje diskretnih slu¢ajnih spremenljivk, potem je
X = (Xy,...,X,) diskretni sluc¢ajni vektor. V magistrski nalogi bomo delali z diskre-

tnimi slucajnimi vektorji.

Definicija 1.25. Skupna porazdelitev slu¢ajnih spremenljivk X7, ..., X,, (0z. porazde-
litev slucajnega vektorja X = (X1,...,X,,)), definiranih na istem verjetnostnem pro-
storu (£, F, P), je funkcija fx : R™ — [0, 1],

Ix(x) = fx,.x,((x1,.. . 2)) == P((X1,..., Xy) = (21,...,2,)).

Definicija 1.26. Naj bo X = (X3,..., X,), kjer je n > 2, slucajni vektor na 2. Robna
porazdelitev sluc¢ajne spremelnjivke X;, i € {1,...,n} glede na skupno porazdelitev
X1, ..., X, je definirana kot:

fx.(@)=P(X; =) = > P((X1,...,X,) = (21,...,2,)).

(L1500 )i 1,44 15000, T )ERN L

V posebnem, ko je n = 2, lahko verjetnosti posameznih parov skupne porazdeli-
tve slucajnih spremenljivk X; in X5 prikazemo v dvodimenziolni tabeli. Vsota vrstic
predstavlja robno porazdelitev za X5 in vsota stolpcev predstavlja robno porazdelitev
zZa Xl.

Definicija 1.27. Skupna porazdelitvena funkcija slu¢anih spremenljivk X1,..., X, , je
funkcija Fx : R" — [0, 1], definirana kot:

Fx(x) = Fx, . x,(z1,...,2,) = P(Xg <z, ..., X, <x).
Lema 1.28. Za diskreten slucajni vektor X = (X,...,X,) velja:

Fx(x1,...,2,) = Z Ix(z, ..., 2)).

) <z1,es2), <Thy
zielm Xi,...,xp,€Im Xn

Dokaz. Dogodek {X; < z1,...,X,, <x,} lahko zapisemo kot:

{WGQ|X1(W)§x1,...,Xn(W)§1'n}: U {wGQ|X1(w):m§,...,Xn(w)::U;1}
x/lelm Xl,...,z;elm Xn
mggm,,,...,mngmn
U Xy =2,.... X, =2}

xllelm Xl,...,z;elm Xn
&) <iyernsh, <m
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Pokazati moramo, da so {X; =z, ..., X,, = 2/, } v zgornji uniji disjunktni dogodki.

Naj bo k € {1,...,n} poljuben in z}, x} € Im X}, x} # z} poljubna. Potem

/ / / / / / /! /
{Xi=a, Xo=0ab,.... Xy =a},... . Xp=2,}0{X1 =2, Xo=2b,...,. Xy =2,.. X, =2

n

= ( ﬂ {Xi:x;}ﬂ{Xk:x;})ﬂ( ﬂ {X; =2} n{Xy=2]}) =0.
z} € ImX,, zielmX;,

ie{l,...n}\{k} ie{l,...n}\ [k}
Zadnja enakost sledi iz dejstva, da sta X = z}, in X} = z} disjunktna dogodka.

Uporabimo 2. lastnost iz definicije verjetnostne mere 1.2 in dobimo zeljeno enakost. [

Lastnosti skupne porazdelitvene funkcije povzamemo z naslednjo lemo, ki je po-

splositev leme 2.5.5 iz knjige [3].

Lema 1.29. Za CDFx = CDFx, . x,, kjer je X slucajni vektor na §2, veljajo naslednje

lastonosti:
1. hmml,...,mn—>—oo FX1,...,Xn (ZEl, s 7‘7371) - 07 hmxl,...,mn—mo FXl,...,Xn (Il, v 7xn) =1
2. Naj bosta (x1,..., T4 ...,xy) in (1,...,2, ..., 2,) slucajna vektorja, ki se raz-
likujeta le v i-ti koordinati, kjer je i = 1,...,n poljuben. Ce x; < x,, potem
Fx,. . x, (@1, .. mi .0 x) < Fxyoxo (@1, 000,20, 00 x)

3. Fx je desno zvezna, tj.: limp o Fx, . x,(x1+h,...,zo+h) = Fx,  x,(z1,...,2,)

.....

Definicija 1.30. Slucajne spremenljivke X1, ..., X, so neodvisne natanko tedaj, ko je

njihova skupna porazdelitev enaka produktu robnih porazdelitev, tj.:

Ixixa () = fx, () - fx, (@)

Drugace povedano: slucajne spremeljivke X7, ..., X,, so neodvisne, ¢e so dogodki

{X1 =m1},...,{X, = x,} neodvisni za vse x1,...,z, € R.

Primer 1.31. Dvakrat vrzemo Seststrano posteno kocko. Verjetnosti prostor za ta
eksperiment je (2, F,P) = ({(a1,a2) | a1,a2 € {1,2,3,4,5,6}}, P(Q2), P), kjer je
P(w) = 1/36 za vsak w € Q. Definirajmo slucajni spremenljivki X in Y na tem pro-
storu kot X = mazx(ay,as), Y = ged(ayg, az), kjer X, Y : Q — {1,2,3,4,5,6}. Skupno
porazdelitev fxy vidimo v notranjosti tabele 1, na spodjem in desnem robu te tabele
pa vidimo robni porazdelitvi za Y in X (kot vsote vrstic oz. stolpcev). V notranjosti
tabele 2 vidimo Se skupno porazdelitveno funkcijo Fx y sluc¢ajnih spremenljivk X in Y.

Na sliki 7 in v splosnem, ponavadi prikazemo porazdelitev samo tistih vektorjev (v
nasem primeru parov (z,y)), ki imajo nenicelno verjetnost. Vsi ostali pari (z,y); =,y €
R, ki “nimajo pikice”na sliki, imajo verjetnost 0. Najverjetnejsa je kombinacija metov,
katerih najvecji skupni delitelj bo 1 in najvecje stevilo padlih pik 5.

Na sliki 8 vidimo nekatere lastnosti porazdelitvene funkcije. Je odsekoma kon-

stantna, v naSem primeru na pravokotnikih z;x; 1y;11y;, kjer sta x;, x;11 in vy, yina
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Tabela 1: Skupna porazdelitev za X Tabela 2: Skupna porazdelitvena
in Y, fxy, ter robni porazdelitvi za funkcija Fxy slucajnih spremenljivk
XinY. XinY.

X Y 1 2 3 4 5 6 fx < v 1 2 3 4 5 6
1 1/36 0 0 0 0 0 1/36 1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36
2 2/36  1/36 0 0 0 0 3/36 2 3/36 4/36 4/36 4/36 4/36 4/36
3 4/36 0 1/36 0 0 0 5/36 3 8/36 8/36 9/36 9/36 9/36 9/36
4 4/36  2/36 0 1/36 0 0 7/36 4 13/36  15/36 15/36 16/36  16/36  16/36
5 8/36 0 0 0 1/36 0 9/36 5 24/36  24/36  24/36  24/36  25/36  25/36
6 4/36  4/36  2/36 0 0 1/36 | 11/36 6 20/36  33/36  35/36  35/36  35/36  36/36
fy 23/36  7/36  3/36  1/36  1/36  1/36

(X, y)
Fxv(X, y)

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
00.2 04 06 08 1.0

0

X X

Slika 7: Skupna porazdelitev fxy(x,y) Slika 8 Skupna porazdelitvena funkcija

prikazana grafi¢no. Fxy(x,y) prikazana graficno.

zaporedna para vrednosti iz Im X oz. Im Y (tj. ne obstaja nek 2’ oz. y' iz Im X oz.
Im Y, da bi veljalo: z; < 2/ < @41 0z. y; <y’ < y;11). Porazdelitvena funkcija Fx y
je narascujoca funkcija parametrov z in y in ima “stopnicaste skoke” iz pravokotnika
na pravokotnik. Vsak pravokotnik je zvezen v dveh robovih, v nasem primeru tistih,
ki sta blizje izhodis¢u (0,0). Ne pa tudi v bolj oddaljenih dveh robovih (tj. Fxy je
desno zvezna).

Slucajni spremenljivki X in Y nista neodvisni, saj velja npr. fyy(4,2) =2/36, kar

ni enako kot fx(4)fy(2) = (3_76)2 = %36' =

1.3 PRICAKOVANA VREDNOST TER MERE RAZPRSENOSTI
IN KORELIRANOSTI SLUCAJNIH SPREMENLJIVK

Denimo, da zelimo nekaj povedati o obnasanju izidov slucajnega eksperimenta na dolgi
rok. Ce eksperiment, ki ga opazujemo z diskretno slu¢ajno spremenljivko X vecktat
ponavljamo - npr. N-krat - in pri tem opazujemo zavzete vrednosti, ki jih X zavzame:
Z1,...,TyN, potem je povprecje teh poskusov definirano kot: % oo @i S tem lahko

opisemo, kaksen je “povrecen dogodek,” ki se je zgodil.
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Preden izvajamo eksperiment, lahko povemo kaksno pricakujemo, da bo povprecje.
To opisemo s pricakovano vrednostjo. Preden jo formalno definiramo, dodajmo $e nekaj
motivacije. Predpostavimo kot zgoraj, da bomo N-krat opazovali obnasanje slucajne
spremenljivke X pri izvajanju nekega eksperimetna, zavzete vrednosti slucajne spre-
menljivke X pa bomo oznalcili z x4, ..., zy. Najbo fx porazdelitev za X. Potem lahko
za poljuben x € R pricakujemo, da se bo zgodil priblizno N - fx (z)-krat. Povprecje bo
torej priblizno enako + > px - Nfy(z) = > pafx(x).

Definicija 1.32. Pricakovana vrednost diskrtetne slucajne spremenljivke X je defini-

rana kot:

BX]:=> afx(z)= Y  afx(x),

z€eR z€lm X

kadar vrsta absolutno konvergira (tj. > .. v [2][fx(x) < 00).

Definicija 1.33. Pricakovana vrednost slucajnega vektorja X = (Xy,...,X,,) je defi-
nirana kot: E[X] = (E[Xq],..., E[X,]).

Primer 1.34. Naj bo A dogodek in 14 ~ Bernoulli(p). Potem je
Ela]=0-f1,00)+1- fi,(1) = fr,(1) = P(la=1) = P(A) = p. &

Trditev 1.35. Naj bo X nenegativna celostevilska diskretna slucajna spremenljivka.
Potem velja: E[X] =Y ,", P(X > z).

Primer 1.36. Naj bo X ~ Geom(p). Tedaj je njena pricakovana vrednost enaka

E[X] = ;P (X > 2) ; Z Flp) = ; (11:(1;)_;)9. - ;(1 = %.

&

Lema 1.37 (glej izrek 1.4.4., knjigo [5]). Naj bo X diskretna sluc¢ajna spremenljivka
in g:Im X — R funkcija. Potem je tudi g(X) sluc¢ajna spremenljivka in velja

= > g(@)fx(@)
zelmX
ce je vrsta absolutno konvergenta (tj.: Y .« |9(z)|fx(z) < 00).

Lema 1.38 (glej izrek 1.4.10., knjigo [5]). Naj bo X diskreten slucagni vektor in g :
Im X — R funkcija. Potem je g(X) slucajna spremenljivka in velja

ElgX)]= ) 9(X)fx(x),

x€lm X

ce je vrsta absolutno konvergentna (tj.: Y ...« [9(x)]fx(x) < o0).
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Trditev 1.39. Naj bodo Xy,..., X, in X diskretne slucajne spremenljivke s koncno
pricakovano vrednostjo absolutne vrednosti. Naj bo a € R. Potem velja linearnost

pricakovane vrednosti:
1. ElaX]=aE[X];

Primer 1.40. Slucajno spremenljivko X ~ Bin(n, p) lahko zapisemo kot X = 1,4, +
-4 14, kjer je A; dogodek, da uspeh docakamo v i-tem poskusu. Velja

EX]=Ella, + -+ 1a,] = Ela] + -+ Bl ] =p+---+p=mnp.

Za izra¢un smo uporabili linearnost pricakovane vrednosti (trditev 1.39) in primer 1.34.

&

Definicija 1.41. Naj bo X diskretna slu¢ajna spremenljivka. Ce je k € N, potem

vrednosti E[X*] pravimo k-ti moment slu¢ajne spremenljivke X.

Definicija 1.42. Naj bo k € Z". V magistrskem delu bomo rekli, da ima diskretna

slucajna spremenljivka X koné¢ni k-ti moment, kadar velja E[|X|*] < oco.

S pricakovano vrednostjo napovemo torej, kaksno vrednost pricakujemo, da bo X
zavzela. Seveda pa v realnosti lahko pride do odstopanj in X zavzame kako drugo
vrednost v okolici pricakovane. Zato vpeljemo posebno funkcijo, varianco, ki nam
meri kvadrat pricakovanega odstopanja sluc¢ajne spremenljivke od njene pricakovane
vrednosti. Bolj intuitiven je standardni odklon, ki je koren variance in v grobem meri
pricakovano oddaljenost X od E[X].

Definicija 1.43. Varianca diskretne slucajne spremenljivke X s konénim drugim mo-

mentom je definirana kot
Var(X) := E[(X — E[X])?.
Standardni odklon od X je definiran kot

SD(X) :=y/Var(X).

Definicija 1.44. Pravimo, da ima sluc¢ajna spremenljivka X koncéno pricakovano vre-
dnost, kadar ima konc¢en prvi moment, tj.: E[|X|] < co. Pravimo, da ima slucajna

spremenljivka X konéno varianco, ko ima koncen drugi moment, tj.: E[X?] < oo

Izrek 1.45 (glej izrek 1.4.6., knjigo [5]). Naj bo X diskretna slucajna spremenljivka s
konénim drugim momentom. Potem velja: Var(X) = E[X?] — E[X]*.
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Primer 1.46. Naj bo A dogodek, izra¢unajmo varianco za 14 ~ Bernoulli(p). Izracunali

smo ze E[14] = p (glej primer 1.34).
E[1A2] = 0% f1A<O) + 12 flA(1> = flA(l) =D
Var(la) = E[15] = E[14]* = p — p* = p(1 - p)
Za izracun drugega momenta smo uporabili izrek 1.37. yid

Primer 1.47. Izracunajmo varianco za X ~ Geom(p). Prvi moment smo ze izracunali:

E[X] = % (glej primer 1.36). Izrac¢unajmo Se drugi moment za X.

EX?) =) 2’ (1-p) 'p=>) alz—1)(1—p)" 'p+ Y x(1-p)"'p
=1 r=1 r=1
0? & P?1—p 1
=p(1=p)—> (1—=p)*+E[X] = p(l—p)=——"+=
p( p)a2p;( p) [(X] = »( p)agp e
7”1 1 l—p 1 2—p
=p(l—p - +-=2 + - =
( >@2pp p ¥ p P
Varianca je torej Var(X) = F[X?] — E[X]? = &£ — z% = %. 51

Izrek 1.48 (glej izrek 1.4.14., knjigo [5]). Naj bodo Xi,...,X, neodvisne diskretne
slu¢agne spremenljivke s koncéno pricakovano vrednostjo. Potem ima tudi Xy --- X,
konc¢no pricakovano vrednost in velja: E[X; ---X,| = E[X1]--- E[X,].

Nekaj smo ze povedali o odvisnosti 0z. neodvisnosti slu¢ajnih spremenljivk. Ni¢ pa
nismo povedali, o vplivu ene sluc¢ajne spremenljivke na drugo, v primeru odvisnosti. V
ta namen definiramo kovarianco, funkcijo dveh slucajnih spremenljivk, ki nam pove, na
kaksen nacin sta “povezani” (kako kovarirata - se skupno spreminjata). Ce je kovarianca
negativna, povecanje ene slucajne spremenljivke tezi k zmanjsanju druge. Ce pa je
pozitivna, potem povecanje ene tezi k povecanju druge. Kovarianca ni omejena in

lahko zasede vrednosti vse od —oo pa do oc.

Definicija 1.49. Naj bosta X in Y diskretni sluc¢ajni spremenljivki s kon¢no varianco.

Kovarianca slucajnih spremenljivk X in Y je definirana kot:
Cov(X,Y) := E[(X — E[X])(Y — E[Y])].

Izrek 1.50 (glej izrek 1.4.16., knjigo [5]). Naj bosta X in'Y skupno porzdeljeni dis-
kretni slucajni spremenljivki s koncéno varianco. Potem velja: Cou(X,Y) = E[XY] —

E[X]E[Y].

Opomba 1.51. Ce velja Cov(X,Y) = 0 potem pravimo, da sta slucajni spremenljivki

X in Y nekorelirani.
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V naslednjem izreku, izpeljemo ga iz izrekov 3.3.11 in 1.4.17. iz knjig [3] in [5],
pokazemo, kaj je varianca konstante in povzamemo lastnosti variance vsote sluc¢ajnih

spremenljivk.

Izrek 1.52. Naj bodo X1,...,X, in X slucajne spremenljivke s koncnim drugim mo-

mentom in naj bo a € R. Potem velja
1. Var (a) =0,
2. Var (aX) = a*Var(X),
3. Var (Xi+---+X,) = Var (Xy)+---+ Var (X,,), ¢e so Xy,..., X, nekorelirane,
4. Var (Xo+ -+ X,) =370, Var (Xa) +230 37 i j<, Cov (X3, X).

Primer 1.53. Naj bo X ~ Bin(n,p). Potem lahko X zapisemo kot X = 14,+---+14,,

kjer je A; dogodek, da uspeh docakamo v i-tem poskusu. Zaradi neodvisnosti velja
Var(X) = Var(1a,) +--- + Var(la,) = p(1 —p) + - p(1 — p) = np(1 — p).
Pri izracunu smo za prvo enakost uporabili izrek 1.52, za drugo pa primer 1.46. if

Izrek 1.54 (glej izrek 1.4.17., knjigo [5]). Naj bodo X in Xy, ..., X, terY inYy,...,Y,,
skupno porazdeljene slucajne spremenljivke s koncno varianco in a,b € R konstantu.

Potem velja
1. Cov (aX,bY) = abCov (X,Y),

2. Cov (321, Xi, ZT:I Yi)=>", Z;n:1 Cov (X;,Yj).

Naslednja mera odvisnosti je korelacijski koeficient. Da nam podobno informacijo o
vplivu ene slucajne spremenljivke na drugo kot kovarianca; a pove nam tudi ve¢ - kako
mocno sta slucajni spremenljivki korelirani. Korelacijski koeficient zavzame vrednosti
na intervalu [—1,1]. Vrednost 1 pomeni maksimalno linearno koreliranost, tj., ko se
ena spremenljivka poveca, se tudi druga poveca za konstanten faktor. Vrednost —1
pomeni obratno, ko se ena poveca, se druga zmanjsa za konstantni faktor. Vrednosti
iz intervala (0,1) (iz intervala (—1,0)) pomenijo, da lahko mo¢ vpliva spremebe ene
slucajne spremenljivke na pricakovano vrednost druge slucajne spremenljivke le pri-
blizno opisemo s premico pozitivnega (negativnega) naklona. Vrednost 0 pomeni, da

sta spremenljivki nekorelirani.

Definicija 1.55. Naj bosta X in Y diskretni sluc¢ajni spremenljivki s kon¢no, neni¢elno

varianco. Korelacijski koeficient slucajnih spremenljivk X in Y je definiran kot:

Cov(X,Y)
Corr(X, Y) = SD(X) SD(Y)"
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Opazimo, da sta obe obravnavani meri za pri¢cakovano razprsenost vrednosti slucajne
spremenljivke X, Var(X) in SD(X), definirani na osnovi pricakovane vrednosti. Enako
velja za meri medsebojne povezanosti slu¢ajnih spremenljivk X in Y, Cov(X,Y) in
Corr(X,Y).

Vcasih pa pricakovana vrednost ni najboljsi opis za obnaSanje slucajne spremen-
ljivke. Denimo, da Im X zavzame relativno majhne vrednosti, vsako z relativno majhno
verjetnostjo in le nekaj zelo velikih vrednosti, vsako z veliko verjetnostjo. 7 dru-
gimi besedami, ko imamo zelo asimetricne porazdelitve, je boljsa napovedna vrednost

“sredisénosti” slucajne spremenljivke mediana.

Definicija 1.56. Mediana slucajne spremenljivke X, median(X), je tista vrednost m,
za katero velja P(X <m) >1/2in P(X >m) > 1/2.

Opomba 1.57. Mediana ni vedno enoli¢no dolocena. Pri metu postene kocke na primer,
vse vrednosti iz intervala [3, 4] ustrezajo zgornji definiciji. V takem primeru bomo v

tej nalogi za mediano vzeli kar sredino intervala, tj. 3.5 v primeru meta poStene kocke.

Primer 1.58. Izraénajmo mediano za X ~ Geom(p) in njeno zgornjo mejo. Velja

1 = 1
P(X <m)>= < 1—p)'p>=
( _m)_2 ;( p) p=y
[e%¢] oo 1
z—1 z—1
= — — - 25
D A=p)lp= Y (1-p)Tp =
r=1 r=m-+1
1_ m
) pzl
P 2
1
= (1—p)m§§
in
P(X > )>1<:>§:(1 )af‘1>1
m) > = _ -
=" =5 LT =y
m—1 1
— (1-p) 25-
Posledi¢no je
1
Median(X) = m < (1—p)m§§§(1—17)m71
In 2 e < In2 1
>m >
[ In(1 = p)| [ In(1 — p)|

Ce zahtevamo, da m € Z, sledi:
In2 In 2 In 2
Median(X) = {—-‘ = { -‘ _ [ —‘
(=)l Ty, B | 110 =p—gp® = g9 =]

FBZ-‘
S R E
p
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kjer smo za drugo enakost uporabili Taylorjev razvoj funkcije In(1 — p) = f(p) okoli
tocke 0. Poglejmo e razmerje Median(X) : E[X] < In2:1 & 0.69 (za izracun E[X]
glej primer 1.36). s,

1.4 POGOJNA PRICAKOVANA VREDNOST

1.4.1 Pogojevanje glede na slucajno spremenljivko

V poglavju 1.1 smo definirali pogojno verjetnost dogodka A glede na dogodek B. (glej
definicijo 1.8). Naj bo (€2, F, P) verjetnostni prostor, ter X in Y diskretni slu¢ajni spre-
menljivki na njem. Bolj v splosnem, lahko definiramo pogojno porazdelitev slucajne

spremenljivke Y, glede na vrednost x neke druge slucajne spremenljivk X.

Definicija 1.59. Pogojna porazdelitev slucajne spremenkjive Y glede na dogodek
X =z je funkcija fy|x( - | ), ki je definirana kot

frix(yle) = P(Y =y | X = x)
za vsak z, za katerega je P(X = x) > 0. Ce P(X =1z) =0, fy|x za ta z ni definirana.

Pogojno porazdelitev si lahko predstavljamo kot fxy/fx. Slucajni spremenljivki

X in Y sta neodvisni, natanko tedaj ko velja fyx = fy.

Definicija 1.60. Naj bo X = z tak dogodek, da velja P(X = z) > 0. Potem je pogojna

pricakovana vrednost slucajne spremenljivke Y glede na dogodek X = x definirana kot:
y(x) = EY|X =2l = Y yfvix(ylo).
yelmY

To je pricakovana vrednost porazdelitve fy|x(y|x) (ki je funkcija od y), glede na dogo-

dek X = z. Zato na pogojno pricakovano vrednost gledamo kot na funkcijo od x.
Slucajni spremenljivki v(X) = E[Y|X] pa pravimo pogojna pricakovana vrednost
slucagne spremenljivke Y glede na X.

Izrek 1.61. Za pogojno pricakovano vrednost v(X) = E[Y|X] velja E[y(X)] = E[Y].

Dokaz. 1z leme 1.37 sledi

EN(X)) = Y @) fx(@) = Y ENY|X =alfx(x)=

rzelmX rzelmX

= > > ulvixle)fx@) = Y Y nyY fx(x) =

z€lmX yelmY z€lmX yelmY

— Z Z yfxy(x,y) = Z yfy(y) = E[Y].

z€lmX yelmY yelmY
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Posledica 1.62. Naj bosta Y in X slucajni spremenljivki in E]Y | X = x| pogojna
pricakovana vrednost Y glede na dogodek X = x. Potem velja
ElY]= Y E[Y|X=2P(X =ux).
zelmX
Definicija 1.63. Pogojna porazdelitvena funkcija slu¢ajne spremenljivke Y glede na

dogodek X = x je funkcija Fy|x( - | «), ki je definirana kot
Fyix(ylz) =PY <y | X =x)

za vsak z, za katerega velja P(X = z) > 0. Ce P(X = 1) =0, Fy|x za ta x ni defini-

rana.

1.4.2 Pogojevanje glede na slucajni vektor

Naj bo (92, F, P) verjetnostni prostor. Naj bo Y slucajna spremenljivka, X pa sluc¢ajni
vektor na tem prostoru.

Podobno kot v prejsnjem podrazdelku definiramo pogojni porazdelitvi slucajne
spremenljivke Y glede na dogodek X = x (tj. dogodek (Xi,...,X,) = (z1,...,2,))

ter pogojno pricakovano vrednost slucajne spremenljivke Y glede na dogodek X = x.

Definicija 1.64. Pogojna porazdelitev slucajne spremenkjive Y glede na dogodek
X = x je funkcija fyx (- | x), ki je definirana kot

frx(y|x) =P =y | X =x)
za vsak x, za katerega je P(X = x) > 0. Ce P(X =x) = 0, fy|x za ta x ni definirana.

Definicija 1.65. Pogojna porazdelitvena funkcija slu¢ajne spremenljivke Y glede na

dogodek X = x je funkcija Fy|x( - | x), ki je definirana kot
Fyx(ylx) =P(Y <y | X =x)

za vsak x, za katerega velja P(X = x) > 0. Ce P(X = x) = 0, Fyx za ta x ni defini-

rana.

Velja fyx = fx,y/fx. Slucajni vektor X in slucajna spremenljivka Y sta neodvisna

natanko takrat, ko velja fyx = fy. Sledi definicija pogojne pricakovane vrednosti.

Definicija 1.66. Pogojna pricakovana vrednost slucajne spremenljivke Y glede na
dogodek X = x, je definirana kot
V(x) = EY[X =x] = Z yfrx (y[x).

yeImY
Pogojna pricakovana vrednost E[Y|X = x| je odvisna od dogodka X = x, zato nanjo
gledamo kot funkcijo od x. Slucajni spremenljivki v(X) = E[Y|X] pa pravimo pogojna

pricakovana vrednost slucajne spremenljivke Y glede na slucajni vektor X.
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Izrek 1.67. Naj bo v(X) = E[Y|X]. Potem velja E[y(X)] = E[Y].

Dokaz. Velja

ElY1x—x)]

EEYX]] = > BYX=xlfx(x)= ) P(1{X:x}:1)fX(X)
= Y Ellx—x] = E[Y].

O
Posledica 1.68. Naj bosta X in'Y slucajni vektor in slucajna spremenljivka. Velja

EY]= ) E[Y|X=x]P(X=x).

xeImX

Izrek 1.69. Naj bodo X, Y, Z in Yiy,...,Y, diskretni skupno porazdeljeni slucajni
vektor in slucajne spremenljivke s koncéno pricakovano vrednostjo. Naj bo a € R in
f:Im X — R funkcija. Naj bo f: Im X — R" preslikava in Y := £(X). Potem velja

1. ElaY | X] = aE[Y | X];
2. EYi+--+Y, | X] = EY, | X] +--- + E[Y, | X];
3. Blf(X)Y | X] = f(X)E[Y | X];

J. E[E|Z | X]|Y]=E[Z|Y].

Dokaz.

1. Naj bo x € Im X poljuben. Potem velja

ElaY|X =x] = Z ay fyix(y[x) = a Z yfrix(y[x) = aB[Y|X = x].

yelmY yelmY

2. Naj bo x € Im X poljuben. Potem velja

B[Vt +Ya)lixeg] _ EVilix—sg £+ + Yalix—x]

EYi+ - +Y,|X=x|= _
A | ] P(lixex; = 1) P(lixex} = 1)

L ElYilx—x]

PR —x) = EYi|X =x] + -+ E[Y,|X = x].

i=1
3. Naj bo x € Im X poljuben. Potem velja
BIfx)Y]X = x] = f(x)E[V|X = x].

Za dokaz tocke 3. smo uporabili tocko 1. tega izreka.
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4. Najboy € Im Y poljuben. Potem veljaY =y & f(X) =y & X € f(y) in

EEZ|X]|Y=y]=EB[E[Z Xt (y)|{X)=y] =E[Z|Xecf\(y)]
—E[Z|Y =yl

Za drugo enakost smo uporabili prvo tocko tega izreka 1.69. O
Opomba 1.70. V posebnem, ko za Y iz izreka 1.69 velja Y = 1, lahko 3. tocko izreka
preoblikujemo v E[f(X) | X] = f(X).

Sledi definicija pogojne variance slucajne spremenljivke Y glede na sluc¢ajni vek-

tor X.

Definicija 1.71. Naj bosta slucajna spremenljivka Y s konc¢no varianco in sluc¢ajni
vektor X skupno porazdeljena. Pogojna varianca slucajne spremenljivke Y glede na

sluc¢agni vektor X je definirana kot:
Var(Y|X) := E[(Y — E[Y|X])}X].

Izrek 1.72. Naj bosta Y in X skupno porazdeljena sluc¢ajna spremenljivka (s koncéno
varianco) in sluéajni vektor. Potem velja Var (Y|X) = E[Y?|X] — E[Y|X]%

Dokaz. Velja

Var(Y|X) = E[(Y — E[Y[X])? | X]
Y? —2YE[Y|X] + E[Y|X]* | X]

[
[
[Y*X] = 2B[YE[Y[X] | X] + E[E[Y|X]* | X]
[
[

VZX] - 2E[Y|X] - E[Y|X] + E[Y|X]*- E[1|X]
v2X] - 2E[Y|X]* + E[Y | X]*
V*IX] - E[YIX]”.

E
E
E
E
E
E

Za tretjo enakost smo uporabili 1. tocko izreka 1.69, za Cetrto enakost pa 3. tocko. [

Izrek 1.73 (Pogojni zakon varianc). Naj bosta Y in X skupno porazdeljena slucajna

spremenljivka (s koncéno varianco) in sluéajni vektor. Potem velja
Var (Y) = E[Var (Y | X)] + Var (E[Y | X]).
Dokaz. Velja

E[Var(Y|X)] + Var(E[Y|X]) = E[E[Y?|X]] — E[E[Y|X]]
E[E)Y|X]’] - E[E[Y]X]]2 = E[Y?] - E[Y]? = Var(Y).

Za prvo enakost uporabimo izrek 1.69 tocko 1. in izrek 1.72. Za tretjo enakost upora-

bimo izrek 1.45. Za drugo enakost uporabimo izrek 1.67. O]
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1.5 RODOVNE FUNKCIJE

Definicija 1.74. Rodovna funkcija nenegativne celostevilske slucaje spremenljivkje X
je definirana kot G(z) := E[z¥], kjer je z poljubno kompleksno stevilo za katerega
vista y_ oo 2" P(X = z) konvergira.

Rodovno funkcijo nenegativne celostevilske slucajne spremenljivke X lahko oznacimo

tudi kot Gx, vrsta pa konvergira vsaj za tiste z, za katere velja |z| < 1.

Trditev 1.75. Naj bo X nenegativna celostevilska slucajna spremenljivka. Tedaj velja

E[X] = 11%1 G's(s) in E[X?) — B[X] = hgl G’%(s).

Ce je konvergencni radij vrste Gx(s) vecji od 1, potem velja
E[X] =G (1) in E[X?] — E[X] = G%(1).

Posledica 1.76. Naj bo X nenegativna celostevilska slucajna spremenljivka. Tedaj

velja
Var(X) = lim G% (s) + lim G (s) — lim G’y (s)*.
sT1 sT1 sT1
Ce je konvergencni radij vrste Gx(s) vecji od 1, potem velja

Var(X) = G% (1) + G4 (1) — G’y (1)*.

1.6 MARTINGALI

Martingal je zaporedje diskretnih sluc¢ajnih spremenljivk, indeksiranih glede na ¢asovni
parameter, z lastnostjo, da je pricakovana vrednost prihodnjega clena z ozirom na

predhodnje in sedanji ¢len, sedanji clen (glej knjigo [5]).

Definicija 1.77 (glej knjigo [5]). Naj bo {X,},>0 zaporedje skupno porazdeljenih
diskretnih sluc¢ajnih spremeljivk, indeksiranih s ¢asovnim parametrom. Pravimo mu
filtracija in je nas§ osnovni izvor nakljuénosti. Pravimo, da je zaporedje diskretnih
slucajnih spremenljivk {M,},>0 martingal z ozirom na filtracijo {X,, },>0, Ce za vsak

n € N velja:

1. Obstaja neko zaporedje nenaklju¢nih funkcij {f,}.>0, tako da velja: M, :=
fn(XO7 s 7Xn)7

2. E[|M,]] < oo,

3. E[Mpy1 | Xo,..., Xn] = M,.
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Opomba 1.78.

e Clen X, v filtraciji {X,,}n>0 velikokrat smatramo kot konstanto.

e Ce v 3. tocki definicije 1.77 “=" zamenjamo z “<”, potem pravimo, da je

{M,}n>0 supermartingal.

e Ce v 3. tocki definicije 1.77 “=” zamenjamo z “>”, potem pravimo, da je

{M, }n>0 submartingal.

e Iz 3. tocke definicije 1.77 in izreku 1.67 sledi, da je E[M,] = E[M,+1] v pri-
meru, ko je {M,},>o martingal, E[M,] > E[M, 1] v primeru, ko je {M,}.>0
supermartingal in F[M,]| < E[M,1] v primeru, ko je { M, },>o submartingal.

V kazino igri z ve¢ rundami, lahko z martingalom definiramo zaporedje igralcevega

kapitala po posameznih rundah. Vec¢ o tem predstavimo v razdelku 4.1.

Trditev 1.79. Ce je {M,},>0 martingal glede na filtracijo { X, }n>0, potem je { My, }n>0
martingal glede na {M,},>0.

Dokaz. Naj bo {X,},>0 tako zaporedje slucajnih spremenljivk in {f,}.>0 zaporedje
funkcij, da velja M, = f,(Xo,...,X,), za vsak n € Ny. Naj bo f : R" — R", funkcija,

definirana kot

£.(Xo, X1,..., Xpn) = (fo(Xo), f1(Xo, X1), ., fu(Xo, .., Xi))

za vsak n € Ny. Za poljuben n € N definirajmo slu¢ajno spremenljivko Z in slucajna
vektorja X, Y kot Z = M1, X = (Xo,...,X,), Y = £,(X). Iz tock 3. in 4. izreka
1.69 sledi

M, = E[M, | My,...,M,] = E[E[M, 1 | Xo,...,X,] | Mo, ..., M,]
= E[E[Z | X]| Y] =E[Z | Y] = E[Myy1 | My, ..., M,)].

O

Opomba 1.80. Dejstvo, da je { M, },>o martingal tudi glede na filtracijo { M, },>0, lahko
uporabimo tako, da recemo samo, da je {M,},>o martingal. To storimo, ko filtracija
{X, }n>0 ni bistvenega pomena. Izrek 1.79 velja tudi, ko je M,, submartingal ali super-

martingal.

Definicija 1.81. Naj bo {X,,},,>o filtracija. Pravimo, da je slu¢ajna spremenljivka N,
Im N =N, ¢as ustavljanja z ozirom na filtracijo { X, },,>0, ¢e obstaja zaporedje { g, }n>0

nenakljucnih funkcij, tako da velja

Lin<n} = gn(Xo, ..., Xy), za vse n > 0.
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Definicija 1.81 nam pove, da je pojavnost dogodka { N < n} dolo¢ena s slu¢ajnimi
spremenljivkami Xj, ..., X,.

Sledi izrek o optimalnem ¢asu ustavljanja. Da nam pogoje, ki nam zagotovijo, da
velja E[My]| < E[My], ko je {M,},>o supermartingal in N cas ustavljanja, glede na
filtracijo {X,}n>0. V igralniskem jeziku to pomeni, da ne obstaja igralniska strate-
gija, ki bi zaporedje ni¢nih ali negativnih pricakovanih dobickov iz stav, spremenila v

pozitivne pricakovane dobicke, ko je zadoSc¢eno pogojem izreka.

Izrek 1.82 (Izrek o optimalnem ¢asu ustavljanja, glej izrek 3.2.2., knjiga [5]). Naj
bosta {M,}n>o supermartingal in N ¢as ustavljanja glede na filtracijo {X,}n>0. Ce

velja ena 1zmed naslednjih predpostavk:
1. PIN <o0)=11in M, >0 za vsen >0,
2. P(N <o00) =1, E[|[My|] < o0 in lim,_,e E[|My,|1{n>ni13] =0,

3. E[N] < oo in obstaja konstanta C, da velja E[|M,1 — M,| | Xo,...,X,] <C
na {N >n+ 1} za vsak n > 0,

potem je E[|My|] < oo in velja E[My] < E[Mjy).

Opomba 1.83. Izrek 1.82 velja pod pogojema 2. ali 3. tudi, ko je { M, },>0 submartingal
ali martingal, v tem primeru je “<” v zakljucku izreka: “E[My] < E[M,]”, zamenjana

w__»

z “>7 0z. 7

Naslednja posledica izreka o optimalnem casu ustavljanja je znana kot t.i. Waldova
identiteta (ki smo jo nekoliko modificirali in dodali zaporedje slu¢ajnih spremenljivk

Y1,Ys, ... zaradi potreb v nadaljevanju).

Posledica 1.84 (glej knjigo [5]). Naj bo (X1,Y1),(X2,Y3),... zaporedje neodvisnih
enako porazdeljenih slucajnih vektorjev in naj velja E[|X;1]] < oo. Naj bo Sy := 0 in
Sy = X1+ -+X, zavsakn € N. Najbo N ¢as ustavljanja z ozirom na {(X,, Yy) }n>1
in E[|N|] < oco. Potem je E[|Sy|| < oo in velja E[Sy] = E[N]E[X,].

Dokaz. Naj bo M, := Sy + > (X — E[X;]) = S, — nE[X;] za vsak n € NU {0}.
Potem trdimo, da je {M,},>¢ martingal z ozirom na {(X,,Y,)}n.>0, ki zadosca 3.
predpostavki izreka 1.82 o optimalnem zaustavljanju. Apliciramo izrek 1.82 in dobimo
E[My]| = E[M,] = 0. Sledi, E[My| = E[Sy] — E[N]E[X;] = 0, iz tega pa posledica.
Da bomo povsem korektni pokazimo Se, da velja nasa trditev. Slucajna spremen-

ljivka M, 11 je martingal, saj

E[Myar | (X0, Y0, (X, )] = E[Xns1 — E[Xnat] + M, | (X0, Y2, ..., (X0, Y2)]
=M,.
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Za drugo enakost uporabimo linearnost pogojne pricakovane vrednosti in izrek 1.69,
tocko 3.

Zadosceno je tudi pogojem tocke 3 izreka 1.82, saj po predpostavki te posledice
velja E[N]| < oo in

E[|Myi1 — M| | (X0,Y1), ., (X0, V)] =

Za drugo enakost smo uporabili predpostavko o neodvisnoti vektorjev (X;, Y;), (X;,Y;),
za vsak par i # j. O

1.7 MARKOVSKE VERIGE

Markovska veriga je nakljucnen proces - tj. zaporedje diskretnih sluc¢ajnih spremen-
ljivk indeksiranih s ¢asovnim parametrom - z lastnostjo, da je verjetnost prihodnjega
dogodka, pogojno na podano trenutno stanje in zgodovino, neodvisna od zgodovine.

Teorija za ta razdelek izhaja iz knjig [5], [3], [6].

Definicija 1.85 (Markovska veriga). Naj bo {X,,},>0 ¢asovno indeksirano zaporedje
diskretnih slucajnih spremenljivk, ki zavzamejo vrednosti iz neke Stevne mnozice S.
Mnozici S pravimo prostor stanj. Pravimo, da je zaporedje {X,, }n,>0 markovska veriga,

ce zanjo velja markovska lastnost, tj.
P(Xn+1 :] ’ X():?;O,...,Xn:in) :P(XnJrl :] ‘ Xn:Zn)a
za vse n > 0 in vse j,1g,...,0, € 5.

Opomba 1.86. Ce razmisljamo o ¢asu n kot o sedanjosti, potem nam markovska lastnost
v definiciji 1.85 pove, da je pogojna verjetnost stanja en korak v prihodnost, ko imamo
podano sedanjo stanje in preteklost, neodvisna od preteklosti. Markovski verigi iz
definicije 1.85 pravimo tudi diskretna Markovska veriga, saj je indeksirana glede na
diskreten casovni parameter (tj. slu¢ajne spremenljivke si sledijo v Stevnem zaporedju).
Mnozica stanj S je lahko tudi neskonéna. To, da slucajna spremenljivka X,, zavzame
vrednosti iz S pomeni, da je v ozadju verjetnosti prostor (2, F, P), inso X, : Q@ — S

F-merljive funkcije. Mnozica stanj S ni nujno podmnozica R ali R”.

Definicija 1.87. Casovna homogenost markovske verige {X,},>0 s prostorom stanj

S, je lastnost

PXpmi=j|Xa=9)=PX1=j| Xo=1),zavsei,j€Sinvsen>0.
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Nasa pozornost bo usmerjena na ¢asovno homogene markovske verige.

Definicija 1.88. Naj bo {X,,},>0 markovska veriga s prostorom stanj S. Prehodna
verjetnost je stevilo Py := P(X,+1 = j | X,, = 4), ki je definirano za vse i,j € S in
n > 0.

Prehodna matrika P je |S| x |S| matrika prehodnih verjetnosti, P = (P;;); jes, ki ima

vrstice in stolpce indeksirane z elementi iz mnozice stanj S.

Opomba 1.89. Casovna homogenost nam pove, da so prehodne verjetnosti neodvisne

od casa n.

Lema 1.90. Za prehodno matriko veljata naslednji lastnosti
1. Pj >0 zavsakn ini,j €8,
2. Y jesPij=1zai€s.

Porazdelitvi Xy pravimo zacetna porazdelitev, tj. porazdelitev P(Xy = i), i € S.
Markovsko verigo lahko opisemo s prostorom stanj, prehodno matriko in z zacetno

porazdelitvijo. Zacetna porazdelitev pogosto ne igra bistvene vloge.

Lema 1.91. Naj bo { X, }n>0 markovska veriga v prostoru stanj S s prehodno matriko
P. Naj bo P(X,, =iy) > 0. Potem za vsakn >0, m > 1 inig,i1,...,1, € S velja

P<Xn+m = Zm ’ X = Zo Z Z 1011 1112 e Pim—u'm'

i1€S im—1€S

Dokaz. Najbo {X,,},>0 markovska veriga, ki zadosca predpostavkam leme 1.91. Potem

velja

P(Xpi1 =01, Xopm = im | X = ig) =

= P(Xps1 = i1 | Xp = i0)P(Xpso =i | Xpn = i0, X1 = i1) -
o P( X = i | X = 0y Xps1 =1, -+ Xntmo1 = im_1)
=P . P . P

i9i14 4110 * 7 tm—1%m )

Ce je katera izmed pogojnih verjetnosti nedolocena, je lahko definirana poljubno. Sledi,

da je
= Z Z n+1 .17 <. 7Xn+m—l = Z.m—b)(n—‘,—m = 2m | Xn = ZO)

11ES im—1€S

- E § 1011 1112 e ‘Pimflim'

i1€8 Im—1€S
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Sledi definicija prehodne verjetnosti/matrike n-tega koraka.

Definicija 1.92. Naj bo {X,},>¢ markovska veriga s prostorom stanj S. Za m €
N definiramo prehodno verjetnost m-tega koraka, ozna¢imo jo s Pi(jm)7 kot verjetnost
PI = P(Xpim=j | Xp=1),zavsei,j€Sinn>0.
Prehodna matrika m-tega koraka P(™ je | S| x |S| matrika prehodnih verjetnosti m-tega
koraka, P(™) = (Pi(]m)>i,j657 ki ima vrstice in stolpce indeksirane z elementi iz mnozice
stanj S.
Izrek 1.93. Naj bo {X,,}n>0 markovska veriga v prostoru stanj S. Naj bosta i,j € S.
Potem wvelja
(m) _ (m—1)
Py =2 Pabg T,
kes

kjer definiramo Pi(jo) = 0,5, in je 0; ; Kronackerjev delta.

Dokaz. Velja

PV = P(Xpym =3 | Xo = 1)
=N PN = Xuir =k | X, =)
kesS
=Y P(Xpp1 =k | Xy =i)P(Xpsm = | Xp =i, X1 = k)
keS

=Y P(Xpp1 =k | X =) P(Xpim =j | Xns1 = k)
keS

=S PP,
kesS

O

Posledica 1.94. Prehodno matriko m-tega koraka lahko zapisemo kot m-to potenco

prehodne matrike enega koraka, tj. P(™ = P™

)

Dokaz. 1z teorije matrik, lahko na formulo za Pz(Jm iz izreka 1.93 gledamo kot mnozenje

(m—1

i-te vrstice matrike P in j-tega stolpca matike P ). Zato lahko zapisemo P =

P - P~ 7 iteracijo te formule, dobimo P(™ =P . .... P =Pm™. O

7 drugimi besedami, posledica 1.94 pove, da so prehodne verjetnosti m-tega koraka

Pi(jm) elemeti matrike P™, tj. [P(m)]ij = [Pm]ij = Pi(jm) za vsak i,j € S.

1.8 OSTALE DEFINICIJE

Definicija 1.95. Naj bo X poljubna mnozica, Y linearno urejena mnozica in f : X —

Y neka funkcija. Potem je arg max funkcije f na mnozici X definiran kot

argmee}%f(x) ={reX : f(s) < f(z) zavse s € X}.
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Naslednja definicija je povzeta iz knjige [1].

Definicija 1.96 (Digraf). Digraf ali usmerjen graf D sestoji iz para mnozic, D =
(V, A), kjer velja A C V x V. Mnozici V, pisemo tudi V (D), pravimo mnozica vo-
usmerjeni povezave (u,v) € A(D) poimenujemo rep (vozlisce u) in glava (vozlisée v);

usmerjeni povezavi (u,v) pa lahko re¢emo tudi povezava od u do v.

Definicija 1.97. Naj bo Xy, Xs, ... zaporedje skupno porazdeljenih diskretne sluc¢ajnih
spremenljivk, ki so skupno porazdeljene s slucajno spremenljivko X. Pravimo, da X,

konvergira skoraj gotovo proti X, pisemo X,, — X s.g., ¢e velja P(lim,,_,o, X,, = X) = 1.

Izrek 1.98 (Zakon velikih stevil, glej izrek 1.5.5. v knjigi [5]). Naj bo X1, Xa, ... zapo-
redje neodvisnih enako porazdeljenih slucajnih spremenlyivk, ki imajo koncéno pricakovano
vrednost. Naj bo S, := X1+ -+ X,, za vsak n > 1 in definirajmo pu := E[X]. Potem
velja S, /n — u skoraj gotovo.
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2 PRAVILA IGRE IN OPIS STAV

Craps je igra pri kateri igralec zaporedoma mece dve kocke hkrati, ki sta obic¢ajno

identi¢ni. Pri vsakem metu nas zanima vsota padlih pik obeh kock.

2.1 MET POSTENIH KOCK

Eksperiment socasnega meta dveh postenih Sestrstranih kock lahko opisemo s slucajnim
vektorjem iz R2. Izvedemo lahko dva razli¢na eksperimenta: met razliénih ali met dveh
identicnih kock. V prvem primeru kocki lo¢imo med seboj, v drugem pa ne.

Met dveh razlicnih kock, npr. modre in rdece, opiSemo s slu¢ajnim vektorjem
(I,J) na (', F,Q), kjer slucajna spremenljivka I predstavlja stevilo padlih pik rdece,
J pa modre kocke. Vseh moznih izidov (a,b) € € je po izreku 1.5 toliko, kot je
razlicnih nacinov (St. padlih pik), da vrzemo prvo kocko in neodvisno od tega Se
drugo, tj. || = 6 -6 = 36. Pri tem so vsi izidi enako verjetni, torej po izreku 1.4
je verjetnost vsakega izida (a,b) enaka Q((I,J) = (a,b)) = 1/36. Verjetnostni prostor
tega eksperimenta (Q', F', Q) je torej enak ({(a,b) | a,b € {1,2,3,4,5,6}}, P(Q), Q).
Z fr.s(a,b) = Q((1,J) = (a,b)) oznacimo skupno porazdelitev za I in J. Potrebno pa je
nekaj previdnosti: nas verjetnostni prostor smo definirali na osnovi predpostavke izreka
1.5, ki predvideva, da kocki vrzemo zaporedoma in da sta torej slucajni spremenljivki
I in J neodvisni. Nas eksperiment pa je socasen met dveh kock. Prepric¢ati se moramo,
da smo verjetnostni prostor (€', F', Q) dobro definirali oz., da neodvisnost med I in J

res velja za na$ eksperiment.

Primer 2.1 (Odvisnost slu¢ajnih spremenljivk I in J). Definirali smo verjetnosti pro-
stor meta dveh razliénih kock in ugotovili, da je skupna porazdelitev za I in J enaka
fr.y(a,b) =1/36 za vsak (a,b) € €. Zanimata nas Se robni porazdelitvi za I in J, f;
in f;. Naj bo a € Im I. Potem f;(a) = >, 5 fr.(a,0) = 6 5= = ¢. Podobno za

vsak b € ImJ dobimo f;(b) = % (glej definicijo 1.26). Torej res velja neodvisnost, saj

je fro=fifs. i

Met dveh identi¢nih kock, npr. dveh rdecih, opisemo s sluc¢ajnim vektorjem (Io, Jy)
na prostoru (2, F, P), kjer slucajna spremenljivka I, predstavlja min{a,b}, Jy pa
max{a, b} za vsak par padlih vrednosti a,b € {1,2,3,4,5,6}. Ko kock ne lo¢imo med

seboj, iz izreka 1.6 sledi, da je vseh moznih izidov toliko, kot je razli¢nih nacinov, da

2+671) — (7

0 2) = 21. A tu posamezni izidi

dve kocki razvrstimo v Sest skatel, tj. [Q] = (
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niso enako verjetni (uporaba izreka 1.4 ne pride v upostev). Poljuben izid (x,y) € Q se
zgodi na natanko 2 — d,, nacinov, pri cemer so vsi nacini enako verjetni. Izmed vseh
21 izidov, je natanko 6 takih, kjer je = y. Stevilo nacinov, na katere se zgodi vseh

21 izidov, je torej

> (2-06,)=(21-6)-2+6-1=36.

z,y€{1,2,3,4,5,6}
z<y

Verjetnost izida (z,y) € 2 lahko zapisemo kot P((Iy, Jo) = (z,y)) = %.
Verjetnostni prostor (£2, F, P) tega eksperimetna je torej ({(min{a, b}, max{a,b}) | a,b €
{1’2737475’6}}’ P(Q)7 P) Oznacimo s f[mJO(xvy) = P(‘[O = Z, JO = y) Skupno po-

razdelitev za Iy in Jj.

Primer 2.2 (Koreliranost slu¢ajnih spremenljivk I in Jy). Definirali smo verjetnostni
prostor meta dveh identicnih kock. Pokazimo, da sta Iy in Jy odvisni in izracunajmo

koreliranost.

2—0uy
36

f1, za Iy in Jy dobimo z uporabo definicije 1.26 in ju prikazemo v spodnjih tabelah

Skupna porazdelitev spremenljivk je fr, s, (z,y) = . Robni porazdelitvi fj, in

. 1 23 4 5 6, 1 2 3 4 5 6
* " \11/36 9/36 7/36 5/36 3736 1/36) 0 \1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36)

Porazdelitev produkta je

1 2 3 4 5 6 8 9 10 12 15 16 18 20 24 25 30 36
oo~ | 5 5 3 2 4 2 1 2 4 2 1 2 2 2 1 2 1
3

36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
Neodvisnost: [y in Jy o¢itno nista neodvisni. Naj bo npr. Iy = 1 in Jy = 4, potem

velja Py = 1,Jy = 4) = *5¢ = 5 < 135 = 535 = P = D)P(Jo = 4).

Izracunajmo Se kovarianco Cov(Iy, Jy) in korelacijski koeficient Corr(Iy, Jo):
E[lo) = 135 + 255 + 355 + 435 + 555 + 635 = 5,
E[Jo] = 145 + 2% + 3% + 455 + 55 + 63 = 2,
E[I§] = 1755 + 2%45 + 3%55 + 4755 + 5°55 + 6°55 = 53,
Bl =17% +223 + 322 4+ 2L 4522 + 624 = DL
Vrednost E[Iy.Jy] lahko izra¢unamo na ve¢ nacinov.

1. naé¢in: Iz definicije pricakovane vrednosti sledi

ElloJo) = Y aP(IoJo=x)=

x€lmlpJo

=(14+9+16+25+36)2 + (2+3+5+8+10+ 15+ 18 +20+ 24 +30)2 + 43 + (6 + 12)

— 87,270, 12 , 72 _ 441
= 361736 T36 36— 36 -

2. nacin: Opazimo, da lahko produkt IyJy zapisemo s pomocjo Bernoullijevih slucajnih
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spremenljivk

6 6
EllyJ)) = E[ ) ablyp—aynps=iy) = Y abP(Iy=a,Jo=0)=> Y abfy.s(a,b)

a€lmlp, a€lmly, a=1 b=1
belmJy belmJy a<b

= (1+4+9+16+25+36)% +(2+3+4+5+2-6+8+10+2-12+ 15+ 18+ 20+ 24+ 30) 2

— 91 350 441
+ 36 -

3.nacin:

Naj bo g : (o, Jo) = R, g((a,b)) = ab funkcija. 1z leme 1.38 sledi

6 6
EllyJo) = Elg(Io, Jo)l = > Y gla,b)P(Iy=a,Jo=b) =Y > abfi,(a,b),

a€lmly belmJy a=1 b=1
a<b

kar je enako kot zgoraj.

Kovarianca slucajnih spremenljivk I in J; je enaka

441 91161 15876 — 14651 1225
Covilo, Jo) = ElloJo} = EUIELO] = 56 = 5656 = =556 = Ta96°

Korelacijski koeficient pa znasa

Cov(ly, Jo) Cov(1y, Jo) 35 048
SD(10)SD(Jo)  /E[IZ] — E[LPEJE — B[ T3

Corr(1y, Jo) =

Vidimo, da gre za neko srednje moc¢no korelacijo. V primeru, ko je minimum padlih pik
6, je maksimum enoli¢no dolo¢en, ko pa je minimum 1, o maksimumu ne vemo nicesar.
Na sliki 9 prikazemo vse izide meta identi¢nih kock in premico najboljSega prileganja

tem izidom (tj. regresijska premica Jy = %IO + 3).

@_
m_
< —
o
]
™M — e [ ] [
N —H e [
- 4 e

lo

Slika 9: Premica najboljSega prileganja mnozici izidov (2.
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Ugotovili smo, da sta slucajni spremenljivki I in J, ki opisujeta met razlicnih kock
neodvisni. Slu¢ajni spremenljivki Iy in Jy, s katerima opisemo met identi¢nih kock pa
sta odvisni, s korelacijskim koeficientom 0.48.

V kazinojih je pogostejsa praksa uporaba dveh identi¢nih kock, zato bomo v na-
daljevanju uporabljali model meta identi¢nih kock. Sicer pa bo pri analizi igre Craps
za nas pomembna predvsem vsota padlih pik obeh kock, ki pa ni odvisna od seta
kock, ki ju uporabljamo. Ne glede na to, ali uporabljamo razli¢ni ali identi¢ni kocki, je

porazdelitev vsote padlih pik enaka, kar pokazemo z naslednjo trditvijo.

Trditev 2.3. Porazdelitev vsote padlih pik pri metu dveh razlicnih kock je enaka po-
razdelitvi vsote padlih pik pri metu dveh identicnih kock.

Dokaz. V dokazu uporabljamo oznake, kot smo jih uvedli tekom tega podpoglavja.
Eksperiment: met dveh kock. Izid: padeta stevili a,b € {1,2,3,4,5,6}.

Ce sta kocki razliéni, je vsota padlih pik I+ J = a + b.

Ce sta kocki identiéni, je vsota padlih pik Iy + .Jy = min{a, b} + max{a,b} = a + b.
Zato velja Im(I + J) = Im(Ip + Jy) = {2,3,...,12}.

Ampak mnozici izidov €' in  sta razliéni, kot tudi verjetnostni meri ) in P. Zato
moramo pokazati se enakost Q(I+J =) = P(Ip+Jo = z) za vsak = € {2,3,...,12}.

To storimo spodayj.

Velja

QU+J=2)=> QU=iJ=z—i)=Y> QUI=0)Q(J=x—1

i€Iml i€Iml
1 L1 [{ie{1,2,...,6} |z —i>1inz—i<6}
52, QUsrmi =g ;
i€lml
6|z -1
36
ter
P(ly+Jo=x)= Y Plo=iJy=x—i)= 270 _
0 0 — —A 00— 6J0 — - ' 36 -
retm! z<Z§:I—n;l£6

2~‘ {iEIm I : 1<z—iin x—i§6} ‘—{ {iEIm I : i=x—i in x—i§6}‘

36
_ 23— 550)) = (54 =[5 ]) _ (6=2[]*F"[}) = (& +1 (mod 2))
36 36
B 6_|x3_67|_0 ¢e je x lih, B 6— |z —7|
= olz=Tl_1y_ =5
(6=2( 25 2) ¢e je x sod 36
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V tabeli 3 prikazemo vse mozne izide meta dveh razli¢nih in dveh identi¢nih kock,

ter porazdelitev vsote padlih pik.

Tabela 3: Vsi mozni izidi ter porazdelitev vsote padlih pik dveh razliénih in dveh
identi¢nih kock.

P([0+J0:a+b)

(a,b) € Q (a,b) € Q a+b QU +J=ath)
(1,1) (1,1) 2 1/36
(1,2),(2,1) (1,2) 3 2/36
(1,3),(2,2),(3,1) (1,3),(2,2) 4 3/36
(1,4),(2,3),(3,2),(4,1) (1,4),(2,3) 5 4/36
(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(1,5) (1,5),(2,4),(3,3 6 5/36
(1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1)  (1,6),(2,5), (3, 7 6/36
(2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2) (2,6),(3,5), (4, 8 5/36
(3,6), (4,5), (5,4), (6,3) (3,6), (4,5) 9 4/36
(4,6), (5,5), (6,4) (4,6), (5,5) 10 3/36
(5,6), (6,5) (5,6) 11 2/36
(6,6) (6,6) 12 1/36

Za igro Craps, bomo uporabljali slede¢i model, ki je povzet iz knjige [5]. Naj
bo (11, J1), (I3, J2), . .. zaporedje neodvisnih enako porazdeljenih sluc¢ajnih vektorjev s
porazdelitvijo enako porazdelitvi od ([, Jy), kjer ({,,J,) predstavlja n-ti met obeh
kock. Definirajmo vsoto padlih pik dveh kock v n-tem metu s T,, = I,, + J,, n > 1.
Naj bo § = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}. Potem je T3, T5,... zaporedje neodvisnih
enako porazdeljenenih slucajne spremenljivk, ki so porazdeljene enako kot Ty = Iy + Jy
in zavzamejo vrednosti iz S (glej tabelo 3). Porazdelitev vsote T, bomo oznacevali s

my = P(Ty = j) = S,

2.2 POTEK IGRE IN ANALIZA OBVEZNIH STAV

Igralcu sta dodeljeni dve kocki, ki ju zaporedoma mece. Zaporedje metov bomo
oznacevali s slucajnimi spremenljivkami 77,75, ... (za porazdelitev slu¢ajne spremen-
ljivke T; glej konec razdelka 2.1). Mnozici igraléevih metov od prvega pa do zadnjega,
ko se igra zanj zakljuci, pravimo metalceva roka. Metalceva roka je sestavljena iz ene
ali ve¢ pass-line odlocitev. Ko igralec v neki pass-line odlo¢itvi vrze 7, a ne v prvem
metu te odloc¢itve, se metaleva roka zanj zakljuci. Pass-line odlo¢itev (v povezavi z
metacevo roko) opisemo v naslednjem podrazdelku 2.2.1.

V podrazdelku 2.2.2 spoznamo dve stavi, ki sta za igralca obvezni: pred pri¢etkom

vsake pass-line odlocitve mora izbrati eno izmed njiju; imenujeta se pass-line in don’t
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pass-line stava.

Sicer pa obstjajo Se druge, neobvezne stave: come/don’t come stavi sta zelo
podobni obem obveznim stavam, m-times odds in my4-ms-mg-times odds stavi
postaneta na voljo, po prvem metu vsake pass-line odlo¢itve in se koncata socasno s
pass-line odlocitvijo, v kateri sta bili stavljeni; place bet je stava, da pade neko stevilo,
preden pade 7. Te in Se nekatere druge neobvezne stave opisemo v razdelku 2.5.

Nekatere neobvezne stave se lahko opravijo pred vsakim metom. Iz tega vidika je za
igralca pomembna pricakovana dolzina metal¢eve roke, saj predstavlja stevilo stavnih
priloznosti. Izracunamo jo v razdelku 2.4. V tem poglavju izracunamo tudi varianco
in mediano in izpeljemo formulo za porazdelitev ter porazdelitveno funkcijo dolzine

metalceve roke. V pomo¢ nam je knjiga [5].

2.2.1 Pass-line odloc¢itev in metalceva roka

Spomnimo: § = {2,3,...,12}, slu¢ajna spremenljivka T; predstavlja stevilo padlih pik
v i-tem metu. Za podrobnosti glej konec razdelka 2.1. Za potrebe v nadaljevanju defi-
nirajmo Se t.i. point Stevila, to so stevila, ki pripadajo mnozici P := {4,5,6, 8,9, 10}.

Igralcu sta dodeljeni dve kocki. Prvi met v igri, 77, je prvi met metaléeve roke in
hkrati tudi prvi met prve pass-line odloc¢itve v metalcevi roki. Pass-line odloc¢itev
se pricne s come-out metom (dogodku, da je naslednji igraléev met come-out met,
pravimo “metalec prihaja ven”). Zakljuci se lahko Ze s come-out metom, ¢e ta pripada
mnozici {2,3,7,11,12} (v primeru prve pass-line odlocitve se to zgodi, ko T} € § —P).
Ce rezultat come out meta lezi v mnozici {4,5,6,8,9,10} (v primeru prve pass-line
odlocitve se to zgodi, ko T} € P), potem se pass-line odlocitev nadaljuje z nizom
metov. Vsak met, ki ni come out met, imenujemo point met. Ta niz point metov, oz.
preostanek pass-line odlocitve, se konca, ko igralec prvi¢ vrze 7, ali prvi¢, ko ponovi
svoj zacetni, come-out met. Ce se pass-line odlo¢itev konéa s ponovitvijo izida iz come-
out meta, potem se v tistem trenutku zacne nova pass-line odloc¢itev - metalec prihaja
ven. Ce se pass-line odlo¢itev konéa z metom 7ih pik potem se s tem zakljuéi tudi
metal¢eva roka (konec metalCeve roke pomeni tudi konec igre za igralca). Dogodku, da

igralec konca metalcevo roko pravimo, da “igralec 7-outa.”

2.2.2 Pass-line in don’t pass-line stavi

S pass-line odlocitvami so povezane tudi edine obvezne stave v igri. Pravila zahtevajo,
da igralec opravi stavo pred vsakim zac¢etkom nove pass-line odlocitve (torej pred vsa-
kim come-out metom). Na voljo ima dve mozni stavi. Ena stava je t.i. pass-line
stava, druga pa don’t pass line stava. Gre za skoraj komplementarni stavi, zmaga

v eni, bi ob enakem nizu metov pomenila poraz (ali push) v drugi.
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Pass-line stavo igralec dobi, ¢e v come-out metu vrze 7 ali 11. V tem primeru
pravimo, da je vrgel t.i. natural Stevilo. V primeru, da v come-out metu vrze katero
izmed t.i. craps Stevil, to so: 2, 3 ali 12, pass-line stavo izgubi (lahko bi rekli, da
ni preckal érte). Ce igralec v come-out metu vrze kako izmed vsot, ki ni natural ali
craps Stevilo, torej, e come-out met pripada mnozici P, potem nadaljuje z metanjem.
Zadnji met pass-line stave potem dolo¢i njegov izplen. Ce je le ta 7, pass-line stavo
izgubi, ¢e pa ponovi svoj come-out met, potem stavo dobi.

Skoraj diametralna je don’t pass line stava. Ce igralec vrze craps stevilo v come-
out metu, potem igralec don’t pass-line stavo zmaga, razen, ¢e je craps stevilo Stevilo
12. V tem primeru, se igralcu stava vrne (torej ni¢ ne zasluzi z njo, niti ni¢ ne izgubi).
Takemu dogodku re¢emo push ali izenacenje. Ce v come-out metu vrze natural stevilo,
potem stavo izgubi. Ce je njegov come-out met point stevilo, torej ée pripada mnozici
P, potem nadaljuje z metanjem. Ce je zadnji met pass-line odlo¢itve 7, potem igralec
stavo dobi. Ce je zadnji met pass-line odlo¢itve ponovitev point tevila, ki ga je vrgel
v svojem come-out metu, potem stavo izgubi.

Igralec v primeru zmage v pass/dont’t pass line stavah osvoji toliko kot je zastavil.
Ce pa izgubi, izgubi svoj polog (razen v primeru pusha pri don’t pass line stavi, takrat

se igralcu vrne zastavljena vsota).

Primer 2.4 (Verjetnost zmage v pass-line stavi). Naj bo W dogodek, da igralec zmaga
v pass-line stavi. Verjetnost zmage je odvisna od izidov veckratnega ponavljanja
slucajnega eksperimenta, meta dveh kock. Oznac¢imo zaporedje metov s 1,75, ...,
kier T; € S, in P(T; = j) = m; za vsak ¢ € N (glej konec razdelka 2.1 in tabelo
3). SP =1{4,5,6,8,9,10} oznac¢imo point stevila. Verjetnost zmage bomo izracunali

pogojno na prvi met, 7. Velja

P(W) =Y mP(W |Ti =)

JES
oo k—1
= > mel+ > w04y mP (U ﬂ{TiES\{j,?}}ﬂ{Tk:j}>
je{r,11} j€{2,3,12} JEP k=2 i=2
o) k—1
=m+m+ Yy my P (ﬂ (T, € S\ {5, 7}} N {T} :j}>
JEP k=2 i=2

:7T7+7T11+Z7sz ﬁP({ﬂES\{j,?}})P({Tij})

JEP k=2

= 7T7—|-7T11 +Z7Tj Z(l —7Tj —7T7)k727Tj

jeP k=2
Ty
=77+ 7+ E uy

JjeEP

T+ 77
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244 _
=105 = 0.492.

Za prvo enakost uporabimo izrek 1.9. Za tretjo enakost uporabimo definicijo 1.2,
saj so dogodki v uniji disjunktni. Meti so med seboj neodvisni, s tem pa tudi dogodki iz
preseka, zato za éetrto enakost uporabimo definicijo 1.7. Verjetnost poraza je P(W®) =
1 - P(W)= 2L =507 yid

495
Primer 2.5 (Verjetnost zmage v don’t-pass-line stavi). Naj bo W dogodek, da igralec
zmaga v don’t pass-line stavi. Pri don’t-pass-line stavi lahko pride do t. i. pusha - v
primeru, da je 77 = 12 - to pomeni, da igralec niti ne zmaga niti ne izgubi. Oznacimo
s p = P(W) verjetnost zmage, s ¢ verjetnost poraza in z r verjetnost pusha. Velja
p+q+r = 1. Push se zgodi z verjetnostjo r = P(T} = 12) = m5 = 1/36 (glej tabelo

3). Verjetnost zmage je (izrac¢un je podoben kot zgoraj, zato podrobnosti izpustimo)

PW)= > 7Tj-0+Z7rj-1+Z7TjP<Gﬂ{ﬂES\{j,'?}}ﬂ{Tk:'?})

je{7,11,12} je{2,3} JEP k=2 i=2
7
= Ty + 73 + Z 7Tj
jep Tt
949 __
= —— =04792.
1980
Verjetnost poraza je torej g =1—p—1r = % = 0.492 in je enaka verjetnosti zmage v
pass-line stavi. yig]

2.3 DOLZINA PASS-LINE ODLOCITVE

Pass-line odlocitev smo opisali v podrazdelku 2.2.1. Dolzina pass-line odlocitve se
ujema z dolzino od pologa do razreSitve pass-line in don’t pass-line stav, ki smo ju
opisali v podrazdelku 2.2.2. V primeru 2.6 izracunamo pricakovano dolzino pass-line

odlocitve.

Primer 2.6 (Pricakovana dolzina pass-line odlocitve). Dolzino prve pass-line odlo¢itve

opisemo s slucajno spremenljivko X, kjer je

1 ce Tl esS— P,
X; =
m1n{k22|Tk:T1 ath:7} éeTleP.
Prvo pass-line odlocitev sestavljajo meti 77, ...,Tx,, drugo pass-line odlocitev se-
stavljajo meti T'x, 11, Txy+2, - - - I'xy4+X5, - - -, 2-t0 pass-line odloc¢itev sestavljajo meti

TX1+---+X¢71+17TX1+---+X1~,1+27 . 7TX1+---+Xi- Zan € NU {O} deﬁnirajmo Sn = X1 +
-4 X, kjer Sg = 0. V splosnem lahko torej za ¢ € N dolzino i-te pass-line odlocitve

X; zapisemo kot

Xi = l{TSi_1+1€S_7D} + 1{TSZ__1+1€73} mln{k’ Z 2 | TSi—1+k = TS¢_1+1 ali TSi—1+kf = 7}
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Ker so slucajne spremenljivke X3, Xs, ... enako porazdeljene, velja F[X;] = E[X;] za

vsak 7. Izracunajmo pri¢akovano dolzino pass-line odlocitve. Velja

EX\)= ) E[X)|Ti=tP(T =1

telmTy
=Y 1m+ > EBX | T =t
teS\P tepP
:Zﬂ't—i—z Z xP(Xlzx\let)ﬂ't
teS\P teP zelmX;
=Y m+ Y mY aP({min{k>2| Ty =tali T =7} =z}
teS\P teP  z=2

- > ﬂt+2ﬂthP<ﬁ<m=t}Cm{Tk=7}C>m<{Tz=t}u{n=7}>

teS\P teP x=2 k=2
00 z—1
=S m+ > > a[[PUTe = )¢ N {1 = 1)) P({T, =t} U{T, = T})
teS\P teP =2 k=2
= 2 M my a(l = m o m) ()
teS\P teP x=2
= Z T + Z?Tt Z(CL’ + 1)(1 — T — 7T7)$_1(7Tt + 7T7)
teS\P teP =1
= 1
P
eS\P teP
Tt
=14+
557 __
=— =3375
165

Za prvo enakost smo uporabili posledico 1.62. Za 6. enakost smo uporabili defini-
cijo 1.7 za neodvisnost dogodkov. Za enakost 9 smo uporabili pricakovano vrednost

geometrijske porazdelitve (glej primer 1.36). it

Primer 2.7 (Varianca dolzine pass-line odlocitve). Za izracun variance dolzine pass-
line odlocitve oz. dolzine pass in don’t-pass-line stav X; uporabimo pogojni izrek za
variance, tj. izrek 1.73. Zato potrebujemo pogojni pricakovani vrednosti E[X; | T1]
in B[X? | Ty]. Velja

éeT1€S\7D,
1+ 1L ce T, € P.

Ty +77

EXy | Th] =

Utemeljitev za zgornjo enakost lahko bralec najde iz izracuna pricakovane dolzine pass-

line odlo¢itve v primeru 2.6. Drugi moment dolzine pass-line odloc¢itve pogojno na

)
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come-out met pa je

E[X?|T)] = 1 ceT) ¢ P,
A s (e (T e S\ N T e (7)) ceTie P

_ )1 ceTy e S\P
S g x?(1 =gy — mp)* (7, +77) Ce Ty €P

1 ceTy e S\'P
Zx 1(SL’+ 1) (1 — Ty — 71'7)95—1<7TTl —|-7T7) cely e P
{ 1 ce T1 ES\P, }
= 2—7p —77 1 -

(mp, +m7)? + T, 77 +1 ceTieP
1 ceTy €8 \ P,
- 2+mp, +77 .
1 + W ce T1 - P

Za Cetrto enakost zgoraj uporabimo vrednost drugega in prvega momenta geometrijske
porazdelitve Geom(7p, + 77). Za izracun drugega momenta geometrijske porazdelitve

glej primer 1.47, za izracun prvega pa primer 1.36. Iz izreka 1.72 sledi

0 ceTy € S\ P,
Var(X, | Ty) = E[X? | T - E[x, | ThP=¢q, \
m ce T1 eP.

Za izracun pricakovane vrednosti zgornje variance lahko uporabimo lemo 1.37, saj je
Var(X; | T1) funkcija od T, tj.

1—m—m
EVar(X, | )] = Y Var(X? | i = t)P(Ty = 1) = ) (7T+7T)27P(T1 =1).
tes tep VT OT

V izracunu Var (E[X 1] Tl]) za prvo enakost uporabimo prvo in tretjo tocko izreka 1.52.
Za drugo enakost uporabimo izrek 1.45. Za tretjo enakost uporabimo lemo 1.37, saj
sta (E[X; | Ty] — 1)? in E[X; | Ty] — 1 funkciji od T;. Velja

Var(E[X; | T1]) = Var(E[X; | 1] — 1) = E[(E[X; | T3] — 1)?| — E[E[X; | T1] — 1]2
=N (BIX | Ti=1-1)"P(Ty=t)— (D _(E[X: | Ty = 1] - )P(Ty = 1))’

teS teS
2 1 2
= s — T .
() (S

Uporabimo izrek 1.73 in dobimo varianco dolZine pass-line odlocitve

1—m — 7y 2 245672
Var(X;) — ~ 9.02.
ar(X1) Zﬂt (¢ + 77)2 Zﬂt (my + 77)2 (ZW e +7r7) 27225

teP teP teP

&
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24 DOLZINA METALCEVE ROKE

Oznac¢imo z L dolzino metaléeve roke.

2.4.1 Pricakovana dolzina metalceve roke

Metalceva roka je sestavljena iz ve¢ zaporednih pass-line (ali don’t-pass-line) odlocitev.
Zakljuéi se, ko igralec prvi¢ izgubi pass-line stavo z metom 7 pik (ali prvi¢, ko zmaga
don’t pass-line stavo z metom 7 pik).

Naj bo Xy, Xs, ... zaporedje dolzin pass-line odlocitev. Prva naloga pri izracunu
pricakovane dolzine metalceve roke bo, da ugotovimo, iz koliko pass-line odlocitev
pricakujemo, da je sestavljena metalCeva roka. V ta namen bomo definirali zaporedje
(zaporedji) pomoznih slu¢ajnih spremenljivk Y7, Y5, ... (in Z;, Zs, .. .), tako, da bomo
v kombinaciji s slu¢ajnimi spremenljivkami X; dobili zaustavitveni pogoj oz. Cas usta-
vljanja igre (glej definicijo 1.81).

Naj bo Y slucajna spremenljivka, ki ima vrednost 1, ¢e igralec prvo pass-line
odlo¢itev dobi, in —1, ¢e jo izgubi. (Glede na to, da je v primeru zmage razmerje
zasluzek:vplacilo v pass-line stavi 1 : 1, si lahko Y; interpretiramo tudi kot zasluzek v
prvi pass-line stavi pri vplacilu ene enote denarja.) Velja

v 1 ; ce Ty € {7,11} aliTy € Pin Tx, =Tj,
1=

—1 ; sicer.

Podobno lahko vidimo v primeru don’t pass-line stave. Naj bo Z; sluc¢ajna spre-
melnjivka, ki ima vrednost 1, ¢e igralec don’t-pass-line stavo dobi, —1, ¢e jo izgubi in
0, v primeru pusha. (Tudi pri tej stavi je razmerje zasluzek:vplacilo v primeru zmage
1: 1, v primeru pusha, nam vplacilo vrnejo, torej ni¢ ne zasluzimo niti ne izgubimo, ¢e
pa stavo izgubimo, izgubimo vplacilo. Torej si Z; lahko interpretiramo tudi kot izplen

pri enotski don’t-pass-line stavi.) Velja

1 ;ceeTief{23aiThePinTyx, =17,
Z1: =40 ; ce Ty =12,
-1 s ¢ceTye{7, 11} aliTy € Pin Tx, = T;.
Zan € NU{0} definirajmo S, := X +---+ X, kjer je Sy := 0. Zaporedje {5, }n>0

je submartingal glede na filtracijo {X,}n>1. V splosnem definiramo za vsak i € N
dolzino i-te pass-line odloc¢itve X; in njen izid Y;, v primeru pass-line stave, ter Z;, v
primeru don’t-pass-line stave kot
Xi=lrg  es—py+ Yz epymin{k > 2| T, 1 =Ts, 41 ali Ts, 4 =T},

Y = 1{Tsi_1+16{7,11}}+1{Tsi_1+1€7’}1{TSZ-=T51~_1+1}_1{Tsi_1+1€{273712}}_1{Tsi_1+1€7’}1{TSi=7}7
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Zi = Yrg,  efeany T s, nerylirs, =y — Yz, oetrany —lrs,  epylims =15, 11}

Definirajmo slucajno spremenljivko NV, ki bo nas ¢as ustavljanja (glej definicijo 1.81),
za prenehanje izvajanj pass-line odlocitev in konc¢anje metal¢eve roke. Slucajna spre-
menljivka N predstavlja tudi stevilo pass-line odlocitev v metalcevi roki, torej:
N:=min{fneN | X,>2inY,=-1}=min{neN| X, >2in Z, =1}.

Dogodek {N = n} je dogodek, da se v v n-tem Bernoullijevem poskusu prvi¢ zgodi
naslednji sestavljen dogodek: Ts 41 = t € P, sledi niz metov pripadajo¢ mnozici
S\ {t, 7} dolzine S,, — S,_; — 2 in na koncu pade 7 v S,-tem metu.

Torej, ker ¢akamo na najmanjsi n, za katerega bo vse to veljalo, je N porazdeljen

geometrijsko (glej definicijo 1.21):

N ~ Geom(p) = Geom ( > om iu — - m)x—?m)

teP =2
7 196
= Geom< s ) = Geom(—).
teZP e + 7 495
Pricakovano stevilo pass-line odlocitev je torej: E[N]| = Il) = 12 (za izracun
pricakovane vrednosti geometrijske porazdelitve glej primer 1.36).

Dolzino metalceve roke lahko zapisemo kot Sy = X1+ --+Xy. Zaizracun E[Sy] si
bomo pomagali z modificirano Waldovo identiteto (oz. s posledico 1.84). Da zadostimo

njenim predpostavkam, pokazimo trditev 2.8.

Trditev 2.8. Naj bo X; dolzina i-te pass-line odlocitve, Y; pa £1, ce igralec i-to
odlocitev dobi/izgubi. Zaporedje (X1,Y1), (X2, Ys),. .. je sestavljeno iz neodvisnih enako

porazdeljenih slucajnih vektorjev.

Dokaz. Enaka porazdelitev slucajnih vektorjev sledi iz definicije. Pokazati moramo, da
so slucajni vektorji med sabo neodvisni. Naj bo T} = t;, Ty = ts,... zaporedje metov
in n € N poljuben. Dogodek {(X1,Y1) = (x1,11), ..., (Xn, Yn) = (s, yn)} je dolocen s
prvimi S, meti. Za k € NU{0} definirajmo s := x1 + - - - + ;. Definirajmo zaporedji
funkcij {fi}, in {g:},, kjer fi,g; : R® — R ter fi : (s, ,41,...,ts;) — x; in g; :
(ts,_y+1s---,ts;) = y;. Najbo {f;}", zaporedje vektorskih funkcij (vektor slikajo v vek-
tor), kjer f; : R — R? in £(ts, ,11,---,ts;) = (filts, yu1s---sts;)s Gilts, 141, ts))-
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Naj bosta 7,7 € N razli¢cna in manjsa ali enaka n, ter predpostavimo ¢ < 7. Potem

P((X3,Yi) = (ziym), (X3,Y)) = (25,5) | i =t,... T, =t,,) =

= P((XZ-,Yi) = fits 1o ts)s (X5, Y5) = fi(ts, 1,0 ts)) =
P(Ty i1 =ts 1, Toy =t To, yi1 =1ts, 111,..., T, = ts,) =
P(To 141 =ts, 141, -, T, =ts,) P(Ts,_ 111 =ts;_141,..., Ts; = t5;) =

P((X3,Y) = fi(tsi i1, - 6s) P((X5,Y)) = §5(ts, 141,00 8s))) =
P( X, ;) = J:Z,y,)|T1—t1,...,Tsn:t5n)-

P( 5 Y;) = (x,95) |T1:t1,...,TSn:t5n).

Ker zgornja enakost velja za poljubno zaporedje prvih S,, metov, iz izreka o pogojni
verjetnosti 1.9 sledi P((X;,Y;) = (zi,v:), (X;,Y;) = (zj,y;)) = P(X,Y;) = (zi,u:)) -
P((X;,Y;) = (xj,y;)), kar pomeni, da sta slucajna vektorja (X;,Y;) in (X}, Y;) paroma
neodvisna. Splosno neodvisnost slu¢ajnih vektorjev (X1,Y7), (Xz,Ys), ... pokazemo na

podoben nagcin. O

Trditev 2.8 velja tudi, ¢e Y; zamenjamo z Z;, ter zaporedje (X1,Y7), (X2, Y2),... za
zaporedje (X1, Z1), (X, Z2), ... Prav tako trditev velja, ¢e samo nekatere izmed drugih
koordinat v zaporedju vektorjev iz zgornje trditve zamenjamo z Z-ji. Dokaz je skoraj
identicen.

Sedaj lahko izracunamo pricakovano dolzino metalc¢eve roke, saj nam trditev 2.8

zagotavlja, da je Waldova identiteta (posledica 1.84) pripravljena za uporabo. Dobimo

495 557 1671
E[L] = E[Sy] = E[N]|E[X,] = 06 165 = Tog ~ 8526

Za izracun FE[X7] glej primer 2.6.

2.4.2 Varianca dolzine metaléeve roke

Oznacimo z Xy, Xy, ... dolzine pass-line odlocitev in z N stevilo pass-line odlocitev

v metalcevi roki. V prejSnem podrazdelku 2.4.1 smo pokazali da je N porazdeljen

.. o 7 _ 196 - .
geometrijsko s parametrom ¢ = >, p 7t = ;5. Dolzino metalceve roke lahko

zapisemo kot

Li=X + -+ Xu.

Definirajmo zaporedje slucajnih vektorjev, ki predstavljajo zaporedje metov v posame-

zni pass-line odlocitvi

X1 = (Tl e 7TX1); Xg = (TX1+17‘ .. 7TX1+X2>7‘ ..

Dimenzije teh vektorjev so nakljuéne. Vektor (Xy,...,Xy) je metalceva roka.



Sabadin T. Igra Craps - med mitom in realnostjo zlate roke.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2021 41

Naj bo A mnozica vseh moznih zaporedij metov, ki rezultirajo v taki pass-line

odlocitvi, ki se ne konca z 7-out metom. To je torej mnozica vseh zaporedij
A= U {(jlaj?v cee ajk—hjl) |.]1 € Pa j2a s 7]k’ 1 ¢ {j177}}u{ (11) (12)}

in naj bo B mnozica vseh moznih zaporedij metov, ki sestavljajo tako pass-line odlocitev,

ki se konca s 7-outom. Potem je B mnozica vseh zaporedij
B = U{(j17j27 s ajk7177) ‘ jl € P;j% s 7jk71 §é {jh 7}}

Verjetnost, da neka pass-line odlo¢itev pripada mnozici A, je verjetnost, da come-out
met bodisi ni point stevilo, bodisi pa je point stevilo, potem (k — 1)-krat ne ponovimo

come-out meta (za vse k > 2) in na koncu ponovimo come-out met. Torej

P(X; € A) Zﬂ't +Z ﬂtz (1— 7Tt—7T7 2, =1- Zﬂ't—l-z ﬂ-tﬂ't +7T7 =1—q.

teP tepP k=2 teP teP

Verjetnost, da neka pass-line odloc¢itev pripada mnozici B pa je ravno g, tj.
P(X; € B) =q.

Stevilo pass-line odlocitev lahko izrazimo kot N = min{k > 1 : X, € B}.
Prvi moment metalceve roke smo ze izracunali s pomocjo Waldove identitete v
% ~ 8,526. Za izracun variance po-

trebujemo Se drugi moment dolzine metalceve roke, ki ga bomo izra¢unali s pomocjo

prejsnjem podrazdelku 2.4.1 in dobili F[L] =

rodovne funkcije, za to pa potrebujemo se nekaj izracunov. Rodovno funkcijo dolzine
metalceve roke bomo izracunali s pomocjo rodovnih funkcij slu¢ajne spremenljivke X;
glede na dogodek X; € A oz. glede na dogodek X; € B. Najprej zapisimo pogojno
porazdelitev dolzine pass-line odlocitve X; glede na mnozico kateri pripada zaporedje
metov te odloc¢itve (A ali B).

Pogojna porazdelitev X; glede na dogodek X; € A je

P(X, =k X; € A)
P(X; € A)
Zopeamn G k=1,
o Z(jl,jQ,m,jk,l,jl)eA“j17rj2"‘7rjk_17rj1
1—q

P(X;=k|X, €A =

ce k> 2

1-3>". P T -

e cek=1
— 1—q ’
X ep s Ammy —mr)t 2

- ce k> 2.
q
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Pogojna porazdelitev X; glede na X; € Bje P(X; =k | X; € B)=0,¢e k=1in

P(Xy =k,X1 €B) 2o jprneB T Wi 1T

P(X, € B) B q
k—2
_ Zjlep 7Tj1<1 - T — 7T7) 7T7; o k > 2.
q

Rodovni funkciji dolzine metalc¢eve roke X; pogojno na X; € A oz. na X; € B sta

Ga(z) :=E[z¥ | Xy € A=) #P(X;=k|X €A4)
k

=1
=(1-q) 1= m)z+ Y F-g D w1 —m—m)h
teP k=2 teP
= (1—q)_1 (1—Z7rt)z+z(1_7r g 2ZZk 1—7Tt—7T7)k]
L teP tep t 7) k=2
T TP SR S
B 1 & 1—(1—m—m7)z
L teP tepP
n
Gp(z) = E[z"" | X, € Bl =Y *P(X; =k | X, € B)
k=2
2
o T 72
q Z Zﬂ-tl_ﬂ-t_ﬂ-7) T = (¢ 1—<].—7Tt—7r7)2.
= teP teP

S pomocjo rodovnih funkcij G4 in G lahko izpeljemo rodovno funkcijo metalceve
roke G,

Gp(z) == E[z"]| = E[E[z" | N]] = Y _E[zX""""X" | N = n]P(N = n)

n=1

ﬁ 2%k | N =n]P(X, € A)"'P(X, € B)

M8 ||M8

Ga(2)" 'Gp(2)(1—q)" g = 1— (?CiB;)C)?A( )’

kjer smo za prvo enakost uporabili definicijo 1.74, za drugo in tretjo enakost izrek 1.61

3
I

in posledico 1.62, za cetrto enakost pa izrek 1.48.
Zaizracun drugega momenta dolzine metalceve roke potrebujemo drugi odvod njene

rodovne funkcije, dobimo

i) = 90HC) 21 - G ()T

1= (1=q)Ga(2) (1-9)Ga(2))?

(
(1 - 9)G4(2) 201 —q)*G4(=)?
a6 ((1 R TN E) A P CDGA(Z))?’)

+
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Pri z = 1 in ob upostevanju G4(1) = Gg(1) = 1, dobimo

(1 —q)GA(1) + qG%(1) N 2(1 —q) (1 = q)G"4(1) + qG'R(1)

GII
L) = q q q

G(1)  (2.1)
Upostevamo naslednje enakosti. Prvi¢

G ()(1 = q) + Gy(1)g = E[X: | Xy € A|P(X, € A) + E[X, | X € BIP(X, € B)
= BX;] = o

(vrednost E[X;] smo izracunali v primeru 2.7). Drugic,

GL(1)(1—-q)+GE(1)g = (BIX? | Xy € A] - E[X, | X, € A])P(X; € A)
+(E[X? | X, € Bl - E[X, | X, € B])P(X; € B)
= E[X{] - E[X4].

V primeru 2.7 smo zapisali formulo za E[X? | T}] iz katere dobimo pri¢akovano vrednost

za X7, E[XT] =Y, s E[XT | T =t] = §32. In tretjic Gy (1) = B[X; | Xy € 4], kjer je
pogojna pricakovana vrednost dolzine pass-line odlo¢itve Xy pri pogoju, da zaporedje

metov te odloc¢itve X; pripada mnozici A enaka

E[X, | X, € A] —ZkPXlzk]XleA)

=(1-q) (1 Zﬂt—i—Zl{:Zwtl—m—m) )
teP k=2 teP
=(1—-q) (1 Zwt+ZWt1_7T_7T Zkl—wt—m 1)
teP teP ¢ 7) —2
1
=1-gq) (1— T+ ( +1>)
;t ;Wt+7r7 7Tt+7T7

=(1-ay (1—q+z 7Tt+27T7) )

teP
42457
=1
i Z ( +7r7> (1—q) 16445

Oznacimo z y; = 1 — 7Tt — m;. Za 4. enakost zgoraj uporabimo naslednjo opazko

oo k—1 _ — w2y
k 5% Ek 2 Yt = (I—-y¢)?

Na osnovi teh treh opazanj pora¢unamo do konca (2.1) in dobimo

E[X2 - E[X]  2(1—q)E[Xi] 2116713
E[X, | X, € 4] = .
p * e X X €Al = =508

Sedaj po trditvi 1.75 dobimo

Gr(1) =

2116713 n 1671 2280471
19208 196 19208 °

E[L*) = G7(1) + E[L] =
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Varianca dolzine metalc¢eve roke torej znasa

~ 46.041.

VaI-(L) — E[LQ] . E[L]2 o 2280471 B 1671 2 B 1768701
a ~ 719208 196 ) ~ 33216

2.4.3 Mediana dolzine metalceve roke

Primer 2.9 (Mediana dolzine metal¢eve roke). Mediano dolzine metalceve roke lahko

izratunamo s pomocjo markovske verige {W,,},,>0. Prostor stanj verige je S := {>} U
P U{*k}, kjer so P point stevila (glej konec podrazdelka 2.2.2). Zapisimo kdaj je n-ti

¢len verige v nekem stanju iz prostora stanj

>, ¢e je naslednji met metalceve roke come-out met
W, =14 j , e je vzspostavljeno Stevilo j Se nerazreseno ,J €P.

% , Ce je igralec T-outal

Spodaj izracunamo koeficiente prehodne matrike P
To + g + 77 + 711 + T2 ce j =D,

P|>j: T éejEP, s
0 e ] =%
Yy éej:|>,
1—m— ce j=i, ] 1 ,¢ej=
Py = ! ! . i€P o, Pyj= ! *
0 ce j € P\ {i}, 0 ,cej=5\{xk}
7 ce j = %k;

Rezultate dobljenih prehodnih verjetnosti zapiSemo v matriko spodaj

stanja > 4 5 6 8 9 10 %
> [12 3 4 5 5 4 3 0]
4+ |3 2070 0 0 0 0 6
5 4 0 26 0 0 0 0 6
—_— 5 0 0 250 0 0 6
s 5 0 0 0 2 0 0 6
9 4 0 0 0 0 2 0 6
w |3 0 0 0 0 0 27 6
*x L0 0 0 0 0 0 0 36

Digraf na sliki 10 ima vozlis¢a oznac¢ena z moznimi stanji iz prostora stanj. Usmer-

jena povezava iz vozlista u € S v vozlisée v € S predstavlja mozen prehod iz stanja u

v stanje v v enem koraku (tj. P,, > 0). Utezi na povezavah so prehodne verjetnosti

enega koraka.
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Slika 10: Digraf markovske verige, ki prikazuje mozne prehode med stanji igralceve

roke v enem koraku.

Prehodna verjetnost é’:) je verjetnost, da pridemo iz stanja > v stanje % v najvec

m korakih. 7 drugimi besedami, je to verjetnost P(L < m), da se metal¢eva roka konca

v najve¢ m metih. Za mediano L is¢emo m € Z, za katerega bo veljalo P(L > m) > %

in P(L <m)> 1. Velja

(5) _ 657
P>* = 1m0 ~ 0.424,

p6) _ 164494
>k T 327163

P(L>6)=1-P") >1in
P(L<6)=P > 1.

Sledi, da je mediana dolzine metalceve roke Median(L) = 6. i)

~ 0.503; oziroma

2.4.4 Porazdelitev dolzine metaléceve roke

Primer 2.9 je zanimiv Se iz enega vidika. Z markovsko verigo in s pomocjo tranzicij-
ske matrike enega koraka lahko dolo¢imo tudi porazdelitev in porazdelitveno funkcijo

dolzine metalceve roke L.

Primer 2.10. Naj bo P prehodna matrika enega koraka markovske verige {W,,},>0
definirane v primeru 2.9. Potem velja f.(z) = P(L < z)—P(L <x—1) = P[S)(—PS:I)
in Fr(x) = PS;)(. e

Drugi, morda preprostejsi nacin je, da izpeljemo funkciji f7 in F}, rekurzivno.
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Primer 2.11 (Rekurzivna izpeljava funkcij fr in Fp). Definirjajmo funckcijo h kot
h(z) :== P(L > x). Metalceva roka se pri¢ne s come-out metom, s katerim se zagotovo
ne konca (v jeziku primera 2.9 lahko recemo, da ni direktnega prehoda, oz. prehoda
enega koraka med stanjem > in % ). Sledi A(1) = h(2) = 1.

Najti moramo 8e verjetnost dogodka {L > 2} za > 3. Pri tem si bomo pomagali
z rezultatom prvega come out meta. Ta je lahko bodisi koncal pass-line odlocitev, ali

pa smo z njim vspostavili point Stevilo.

e Ce je met koncal pass-line odlocitev, potem igralec ne sme 7-outat v nasjednjih

x — 2 metih.
e Ce smo z njim vspotavili point Stevilo t € P, lo¢imo dva primera.

— Point stevilo je do meta x Se zmeraj nerazreseno, tj. Ts,...,T,—1 ¢ {t,7}.

— Prva pass line odlocitev se je koncala v k-tem metu, kjer k € {2,...,2}. Za

tem metom igralec ne sme 7-outat Se v vsaj naslednjih x — k& — 1 metih.

Na osnovi zgornjega razmisleka, lahko sedaj zapisemo funkcijo h za z > 3:

T

hz)= > mh(z -1+ ml-m—m)">+> m _ (1—m —m) 2mh(z — k).

teS\P teP teP k=

Sedaj lahko porazdelitev in porazdelitveno funkcijo dolzine metalceve roke zapisemo s
pomocjo funkcije h. Velja fr(x) = P(L<z)—P(L<z—-1)=(1—-h(z+1))— (1 -
h(z))=h(z) —h(zx+1)in Fr(x) = P(L<z)=1-h(z+1). o0

V tabeli 4 lahko za nekaj x-ov vidimo verjetnosti, da je metal¢eva roka dolga vsaj
x metov (to so vrednosti funkcije h(z), ki smo jo definirali v primeru 2.11). Vidimo
tudi nekaj vrednosti porazdelitve in porazdelitvene funkcije dolzine metalceve roke. Na
slikah 11 in 12 prikazemo porazdelitev oz. porazdelitveno funkcijo dolzine metalceve

roke Se graficno.
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Tabela 4: Tabela vrednosti funkcij

h, fr in FT.

v | h(x) | fo(z) | Fp(z)

1 | 1.000 | .000 | .000 .

2 | 1.000 | .111 | .111 ° ] - i

3] .889 | 117 | .228 g4

4] 772 | 105 | 333 g 2]

5| .667 | .091 | .424 7

6 | .576 | .079 | .503 sl Tt - oo

7 | 497 | 068 | 571 c s omos oo s ow s

8 | .430 | .059 | .630 N

9 | .370 | .051 | .681

10 | .319 | .044 724 Slika, 11: Porazdelitev dolzine metalceve

11| .276 | .038 | .762 roke.

12| 238 | .033 | .795

13| 205 | .028 | .823 i

14| 177 | 024 | 847 o T

15| .153 | 210 | .868 P

16 | .132 | .018 | .886 el T

17 | 114 | 016 | .902 8] -

18| .098 | .013 | .916 ed-
0 5 10 15 20 25 30 35

331 011 | 001 | 991 Slika 12: Porazdelitvena funkcija dolzine

34| .009 | .001 | .992 metalceve roke.

Porazdelitev dolzine metalceve roke spominja na geometrijsko porazdelitev. Podob-
nost med obema porazdelitvama nakazuje tudi podobnost med razmerjema Median(X) :
E[X] in Median(L) : E[L], kjer je X geometrijska slucajna spremenljivka, X ~
Geom(p). Spomnimo, Median(X) : E[X] ~ 0.69 (glej primer 1.58), Median(L) = 6,

E[L] = 80 Torej Median(L) : E[L] ~ 0.704.

Rekord v dolzini metalceve roke je bil postavljen 25. maja 2009, ko je v Borgata
Hotel & Spa-ju v Atlantic Cityu, Patricia De Mauro v 4 urah in 18 minutah 7-outala
po 154. metu. Verjetnost, za tako ali daljso dolzino metalceve roke, je h(154) ~
1.788824 - 10719 (za vec glej npr. [4]).
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2.5 OPIS NEOBVEZNIH STAV

Definicija 2.12. Izplacilo v stavi je razmerje profit:velikost stave v primeru, da igralec

zmaga v stavi (tj. v primeru, da se zgodi dogodek, na katerega je stavil).

2.5.1 Come in don’t come stavi

Come stava (don’t come stava) je skoraj enaka kot pass-line (don’t pass-line stava),
ki smo jo (ju) ze opisali v podrazdelku 2.2.2. Razlikujeta se zgolj v dveh pogledih. Prva
razlika je v tem, da je pass-line (don’t pass-line) stava obvezna, medtem ko je come
stava (dont’t come stava) neobvezna. Druga razlika je trenutek, ko stavi postaneta raz-
polozljivi: pass-line stavo (don’t pass-line) stavo metalec naredi pred come-out metom,
come stavo (don’t come stavo) lahko metalec naredi pred point metom.

Da natancneje predstavimo razliko med pass-line stavo in come stavo (0z med don’t
pass-line stavo oz. don’t come stavo), definirajmo slucajno spremenljivko V,. To je
tisti met, po katerem se razresi pass-line ali come stava (oz. don’t pass-line ali don’t

come stava), ki jo igralec naredi pred metom n. Z matemati¢nim zapisom je to

n éeTn:S\P,
min{k >n | T, =7ali T, =T,} ¢ceT, € P.

N, =

S pomocjo slucajne spremenljivke N,, rekurzivno definiramo zaporedje come-out
metov
Cy:=1,C,:=N¢, , +1zan>2.

Pred come-out meti C1,Cy, ..., igralec naredi pass-line/don’t pass-line stavo. Ostali
meti, T;, T; ¢ {C1,Cy, ...} so point meti, pred katerimi ima metalec na voljo opcijo,
da naredi come ali don’t come stavo.

Verjetnost zmage v come stavi je enaka kot verjetnosti zmage v pass-line stavi,
ki smo jo ze izracunali v primerih 2.4 iz podrazdelka 2.2.2. Prav tako so verjetnosti
zmage, poraza in pusha v don’t come stavi enake kot verjetnost zmage, poraza in pusha

v don’t pass-line stavi. Tudi te vrednosti smo ze izracunali v primeru 2.5.

2.5.2 Free odds stavi v m-times free odds kazinoju in m4-ms-

mg-times free odds stava
2.5.2.1 Free odds in my-ms-mg-times free odds stavi, povezani s pass-
line/come bet stavo

Free odds stava, ki je povezana s pass-line ali come bet stavo, je stava, ki

postane razpolozljiva, ko je vzpostavljeno point stevilo. Free odds stava je stava, da
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metalec zmaga v z njo povezani originalni stavi (torej v pass-line ali v come stavi). Gre
za posteno stavo, tj. stavo, katere pricakovan dobicek je 0. Ker je stava postena, so
izplacila v primeru zmage naslednja: 2 proti 1, ¢e je vzpostavljeno point stevilo 4 ali 10,
3 proti 2 ¢e je vzpostavljeno point Stevilo 5 ali 9 in 6 proti 5, ¢e je vzpostavljeno point
stevilo 6 ali 8. Igralec lahko v m-times odds kazinoju stavi najve¢ m-krat toliko, kot
je bila njegova originalna pass-line/come stava. V kazinojih je obicajno m € {1,2,3}.
Pravimo tudi, da kazino ponudi enojne, dvojne ali trojne oddse.

V povezavi s pass-line/come stavo lahko definiramo tudi m4-ms-mg-times free
odds stavo, ki je enaka kot m-times odds stava, povezana s pass-line/come bet stavo.
Razlika je zgolj v maksimalni dovoljeni stavi, ki je my-kratnik pass-line/come bet stave
v primeru, da je vzpostavljeno point Stevilo 4 ali 10, ms-kratnik originalne stave v
primeru, da je vzpostavljeno point Stevilo 5 ali 9 in mg-kratnik originalne stave v
primeru, da je vzpostavljeno point Stevilo 6 ali 8. Obicajno kazino ponudi 3-4-5-times

free odds stavo.

2.5.2.2 Free odds stava, povezana z don’t pass-line/don’t come stavo

Free odds stava, ki je povezana z don’t pass-line ali dont’t come stavo, je
stava, ki postane razpolozljiva, ko je vzpostavljeno point stevilo. Metalec zmaga v free
odds stavi, ¢e zmaga v z njo povezani originalni stavi (torej don’t pass-line ali don’t
come stavi). Gre za poSteno stavo, tj. stavo, katere pricakovan dobicek je 0. Ker je
stava postena, so izplacila v primeru zmage naslednja: 1 proti 2, ¢e je vzpostavljeno
point stevilo 4 ali 10, 2 proti 3, ¢e je vzpostavljeno point stevilo 5 ali 9 in 5 proti 6, ce je
vzpostavljeno point Stevilo 6 ali 8. Igralec lahko v m-times odds kazinoju stavi najvec
toliko, da v primeru zmage zasluzi najve¢ m-krat toliko, kot je bila njegova originalna
don’t pass-line/don’t come stava.

V my-ms-mg-free odds stavi povezani z don’t-pass-line/don’t come bet stavo lahko
stavi najvec toliko, da njegov zasluzek ne preseze my-kratnika originalne stave, ce je
vzpostavljeno point Stevilo 4 ali 10, ms-kratnika originalne stave, ¢e je vzpostavljeno
point stevilo 5 ali 9 in mg-kratnika originalne stave, ¢e je vzpostavljeno point stevilo 6
ali 8.

Definicija 2.13 (Zadeta/zgresena tocka). Predpostavimo, da v come-out metu pass-
line odlocitve vrzemo Stevilo t € P. Pravimo, da je tocka t zadeta, ¢e v nadalnjih
metih pass-line odlo¢itve pade ¢ preden pade 7. Ce pade 7 preden znova pade ¢ pa

pravimo, da je tocka t zgreSena.

Primer 2.14. Verjetnost zmage v free-odds stavi v povezavi s pass-line/come bet stavo
je verjetnost dogodka, da je tocka t zadeta. Hkrati je to verjetnost poraza v free-odds

stavi povezani z don’t pass-line/don’t come bet stavo.
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Verjetnost poraza v free-odds stavi povezani s pass-line/come bet stavo pa je verje-
tnost dogodka, da je tocka t zgreSena. To je hkrati verjetnost zmage v free odds stavi
povezani z don’t pass-line/don’t come bet stavo.

Oznacimo z W; dogodek, da je tocka t zadeta, z L, dogodek, da je tocka t zgreSena, z
D rezultat come out meta in z W dogodek, da zmagamo v pass-line stavi. Potem velja
PW)=PW |D=t)=% 2 (1-m—m7)" 'mp=-"—in P(L;)=1—-—P(W | D=

T+77
) = =
w77’

Tabela 5: Verjetnost, da je tocka t v free-odds stavi zadeta oz. zgresena.

t PWi) | P(Li)
4 ali 10 | 330/990 | 660/990
5ali9 | 396/990 | 594/990
6 ali 8 | 450/990 | 540/990

2.5.3 Place bet stava

Place bet stave je stava, da izbrano point Stevilo ¢ € P pade preden pade 7. Izplacila
so 9 proti 5, ¢e t € {4,10}, 7 proti 5, ¢e t € {5,9} in 7 proti 6, ce t € {6, 8}.

Sicer pa ima metalec po vsakem metu, ki ne razresi stave, opcijo, da od stave od-
stopi. Zato je morda iz vidika matematicne analize, place bet stavo bolje definirati kot
stavo enega meta, ki se nanasa zgolj na naslednji met. Naj bo t € P izbrano point
stevilo. Definirajmo z W dogodek, da metalec zmaga v place bet stavi v naslednjem
metu, z T" dogodek, da pride do pusha oz. izenacenja, tj., v naslednjem metu meta-
lec niti ne zmaga niti ne izgubi in z L dogodek, da metalec izgubi pass line stavo v
naslednjem metu. Potem velja P(W) =m, P(T) =1—m — 77 in P(L) = 7.

2.5.4 Buy bet stava

2.5.4.1 Buy bet stava oz. buy bet stava s provizijo

Buy bet stava je enaka kot place bet stava, le da so izplacila skoraj postena. Skoraj
zato, ker mora igralec “kupiti” stavo tako, da placa provizijo na velikost stave, ¢ € (0, 1).

Ce je a : 1 posteno izplacilo, potem je izplacilo v buy bet stavi enako (a—c) : (1+c).
Namrec, pri velikosti stave 1 4 ¢ igralec kupi 1 efektivno enoto. Zato v primeru zmage
kazino placa a enot in vrne upostevano vplacano enoto. Profit je pri temu a — c. Glede
na to, da je v buy bet stavi na point Stevilo ¢ verjetnost zmage 7;, poraza pa w7, so
postene vrednosti za a naslednje: a =2 zat € {4,10},a=3/2zat € {5,9}ina=6/5
zat € {6,8}.
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Obicajno je provizija ¢ = 5%, izplacila pa so 39 : 21 za t € {4,10}, 30 : 21 za
te€ {59} in24:21 zat € {6,8}.

2.5.4.2 Buy bet stava s provizijo v primeru zmage

Ponekod se provizija ¢ € (0,1) v buy bet stavi placa na velikost stave le v primeru
zmage. Ce je posteno izplacilo a : 1, je izplacilo v buy bet stavi s provizijo v primeru
zmage enako (a — ¢) : 1. Pojasnilo je naslednje. Pri velikosti stave 1 igralec kupi eno
efektivno enoto. Ce zmaga, se mu placa posteno izplacilo a skupaj z vrnjeno stavo, od
katere se trga delez c velikosti stave. Profit je torej a — c.

Pri proviziji ¢ = 5% so izplacila sledeca: 39 : 20 za t € {4,10}, 29 : 20 za t € {5,9}
in 23:20 za t € {6,8}.

2.5.5 Lay bets

Lay bet na tocko t € P je v nasprotju z buy bet stava, da pade 7 preden pade t. Po
vsakem neodlo¢ujocem metu se lahko od stave odstopi, zato lahko stavo opisemo kot
stavo enega meta. Izplacila so skoraj poStena, placa se provizija ¢ € (0, 1) na velikost
izplacila postene stave - tj., ¢e je posteno izplacilo a : 1 se placa provizija ac. Postena
izplacila v lay bet stavi so obratna kot v place bet stavi: a = 1/2 za t € {4,10},
a=2/3zate {59} ina=>5/6zat e {410} Izplacilo v lay bet stavi je torej
(a —ac) : (1+ ac).

Za ¢ = 5% so izplacila 19 : 41 za t € {4,10}, 19 : 31 za t € {5,9} in 19 : 25 za
t € {6,8}.

2.5.6 Fire bet stava

Fire bet stava je stava, da bodo vzpostavljena in zadeta vsaj stiri razlicna point Stevila
pred iztekom metalceve roke. To pomeni, da mora metal¢eva roka vsebovati vsaj 4
pass-line odlocitve, v katerih mora igralec ob come-out metih vzpostaviti 4 razli¢cna
point Stevila in jih ponoviti, preden pade 7. Izplacila so a4 proti 1 za Stiri zadeta point
Stevila, as proti 1 za pet zadetih point Stevil in ag proti 1 za vseh Sest zadetih point
stevil. Obicajno kazinoji konstante a4, as in ag postavijo na ay = 24, a5 = 249 in
ag = 999.

Pri izracunu verjetnosti zmage v fire bet stavi, si pomagamo z naslednjo trditvijo.
Trditev 2.15 (glej knjigo [5]). Naj bo n > 2 neko celo Stevilo in Ey, ..., E, poljubni
dogodki. Definirajmo vsoto N :=>"""  1p,. Potem je verjetnost, da se zgodi natanko j

1zmed n dogodkov enaka

P(N =j) = i(—m’f—f (j) Sk, kjer so

k=j
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So:=1inS,:= > ---> PE,N---NE;,)zak=2,...,n

1< << <n

Dokaz. Veljavnost formule za P(N = j) pokazimo s pomoéjo rodovne funkcije od N,

velja

PN = )7 = E[]

gj

i=1

=FE (1+(z—D1g,)

—

I
_

=FEl+(z—1lg + -+ (z—1)1g,
+(z = 1)1 lp, + -+ (2 = 1)%1p,_,1g,

=E[l4+(z—1)(1p, + - +1g,)+ (z = 1)*(lg,lp + -+ 1g,_,18,)
+- (Z_ 1)nlE1 ]
=14 (2—-1) P(E (z—1)2 [ZZPEmE
=1 1<i<j<n

+(z—=1)"P(lg,N---Nlg,)

(Z - 1)’“Sk.

£ (s

0 7=0
n

0 L: (if)(—l)kjsk] 2.

Koeficienti znotraj oglatih oklepajev pred z* so ravno verjetnosti P(N = j). Za pred-

- 10

k

s |

j=

zadnjo enakost smo uporabili binomski izrek. O
V naslednjem primeru izra¢unamo verjetnost zmage v fire bet stavi.

Primer 2.16 (Verjetnost zmage v fire bet stavi). Naj bodo zaporedje vektorjev Xj,
X, ... ter mnozici A in B taki, kot smo jih definirali v podrazdelku 2.4.2. Zaporedje

dolzin pass-line odlocitev zapisemo kot X, Xs, ... Stevilo pass-line odlocitev je N :=
min{k > 1 : X, € B}.
Zanima nas porazdelitev Stevila zadetih tock ¢ € P v metalcevi roki (Xy,..., Xy).

Posamezne pass-line odlocitve X, Xs,... so med seboj neodvisne, vsaka pass-line
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odloc¢itev pa predstavlja poskus, v katerem lahko igralec vzpostavi in zadane novo

tocko.

Za t € P definiramo dogodka E;; := {vzpostavimo tocko ¢ v come out metu i-te
pass-line odlo¢itve in zadanemo to tocko} in E; := UN 1Et i = {tekom metalceve roke

vzpostavimo in zadanemo tocko t}. Naj bosta C'= 3", p1p, in D =3, 5 15c Stevili

Ey
zadetih oz. zgresenih tock v metalcevi roki.

Stevilo zadetih tock C, bomo izracunali pogojno na dolzino metaléeve roke N = n.
Pri tem bo kljuénega pomena, da opazimo naslednje. Pass-line odlocitev ¢ < n pripada
mnozici A. Sledi, da tocko t v i-ti pass-line odloc¢itvi zadanemo natanko tedaj, ko jo

vzpostavimo v come out metu. Na podlagi tega razmisleka definirajmo verjetnost

P(Tl =1,X3 GA)

pri=P(E,; | Xi€A)=PE, [ Xi€eA)=P(li=t|X,€A)=

P(X; € A)
™ S, (1 —m — )2, _ w2
1—(] (7Tt+7T7)<1—q>,
kjer smo za drugo enakost uporabili neodvisnost pass-line odlocitev Xy, X, ..., za

verjetnost P(X; € A) pa glej podrazdelek 2.4.2.

Preden lahko apliciramo trditev 2.15 za zapis porazdelitve stevila zadetih tock v
metalCevi roki, definirajmo naslednje vsote: So := 1, S 1= 3 cp. 1= P(NierEC | N =
n), k=1,2,3,4,5,6; kjer

P(NierEE | N =n) = P(Mier (UM E)C | N =n)
(Neer(MEZUES) | N =n)

(M (Mwer E) | N =n)
(
(
(

thIEt I Xi€eA, . X, ,€A4X,eB)"!
Mer B | Xy € A1
(UrerEe 1) | Xy € A
= (1 = P(UerEy1 | X € A))"*l
=(1=) P(E; | X € A)""

P
P
J2
P
P

Za tretjo enakost smo uporabili asociativnost preseka, za ¢etrto enako porazdeljenost
1g,,1g,,. .., za Cetrto in osmo neodvisnost dogodkov Fy, Fs, ..., za drugo in Sesto pa

De Morganov zakon.
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Verjetnost, da v metalcevi roki zadanemo j tock iz P je enaka

P(C=j)=P(D=6-j)=Y P(D=6-jN=n)

P(D=6—-j| N=n)P(N =n)
- - k k—6+j n—1
:;Q;_j(ﬁ—f)( 1 S><1—q> ’
:i 26: ( ' -)<_1)k+j Z P(MerBY | N=mn) | (1—¢)"'q
n=1 \ k=6—j 6—J ICP:|I|=k
- : k k+j n—1 n—1
> (6_j>(—1) Y A=Y -9
n=1k=6—j ICP:|I|=k tel
_ - Ko\, vk 1T -
py) (")) ' 3 (1 (- ;m) .

Numeri¢ne vrednosti te formule prikazemo v tabeli 6.

Tabela 6: Porazdelitev stevila zadetih tock v metaléevi roki

k P(C = k), to¢na vrednost P(C = k), priblizek
0 98/165 593 939
1 78 834/302 335 .260 750
1 970 803 095 086
2 19 459 848 690 711 101 275
1 308 430 204 936 495 236 340 268
3 39 134 473 632 501 557 375 602 251 033 434
4 397 827 275 553 303 559 561 275 300 153 332 123 008 798
45 217 004 661 600 798 203 395 811 871 070 645 620 '
5 | _205 475 014 116 867 547 145 317 940 818 694 649 261 505 001 640
125 204 750 887 234 054 523 209 013 860 064 832 861 616 986 ’
6 3 700 403 899 126 040 038 831 518 494 284 887 738 125 000 162
22 780 863 797 678 919 004 236 184 338 103 605 074 839 452 :

Verjetnost zmage v fire bet stavi, P(C' > 4), je priblizno odstotek: 0.010 601.

2.5.7 Any Craps

Any craps bet je stava enega meta. Zmago prinasa met, v katerem pade eno izmed
craps Stevil 2,3 ali 12. Verjetnost zmage je my + 73 + m2 = 1/9. Izplagcilo je 7 proti 1.
Prednost hise znasa (8/9) — 7(1/9) = 1/9 (glej primer 3.3).

2.5.8 Hardway bets

Obstajajo stiri hardway stave. Sodi vsoti padlih pik pravimo hard, ¢e pade na obeh
kockah enako Stevilo. V nasprotnem pravimo sodi vsoti easy. Za j = 2,3,4,5 defi-

niramo hard-2;5 wager stavo kot stavo, da pade hard 2j preden pade easy 2j ali 7.
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Mnozico hard-2;5 wager stav poimenujemo kot hardway bets. Razmerja profit:velikost
stave so 7 proti 1 za hard 4 in hard 10 ter 9 proti 1 za hard 6 in hard 8. Od hardway
stave lahko odstopimo kadarkoli, zato jo analiziramo kot stavo enega meta.
Spomnimo, v razdelku 2.1 smo zapisali porazdelitev slucajnega vektorja (I, Jy),
ki predstavlja met identi¢nih kock (I je minimum, Jy pa maksimum padlih pik obeh
kock) kot fr, s, (z,y) = %.
Naj bo py; verjetnost zmage v hard-2j wager stavi. Potem velja

P4 = P10 = Z(l - fIO:JO(17 3) - ro,J0(272) - W?)kilfIO,J()(Qa 2) = § mn
k=1
- _ 1
Po=ps = (1= fip00(1.5) = oo (24) = Fro0p(3:3) = 7)o (3,3) = =
k=1

Prednost hise v hard-4 in hard-10 stavi je (1 —py) — Tpy = (8/9) = 7(1/9) = 1/9, v
hard-6 in hard-8 stavi pa (1 — pg) — 9ps = (10/11) —9(1/11) = 1/11 (glej primer 3.3).
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3 PREDNOST HISE

Prednost hise je numericni indeks, ki pove koliksna je igralceva pricakovana izguba
glede na pricakovano velikost stave. Velikost stave ni nujno koli¢ina denarja, ki ga
igralec postavi na igralno povrsino, ampak del stavljenega denarja, ki je pod nevarnostjo
izgube.

Enostavna/enojna stava je stava, v kateri igralec le enkrat stavi neko koli¢ino de-
narja na nek dogodek A. Sestavljena/sistemska stava je tista, v kateri igralec na-
redi veC stav na razlicne dogodke. Prednost hise bomo definirali glede na tip stave:
enojna/sestavljena.

Za intuicijo pojmov iz prvih dveh odstavkov, lahko podamo naslednji primer, ki
zahteva osnovno poznavanje rulete. Igralec naredi naslednjo sestavljeno stavo, ki sestoji
iz 37ih stav: stavi po eno enoto denarja na vsako izmed 37 stevil na obi¢ajni ruleti (z
le eno niclo). Izplacilo v primeru zmage za posamezno stevilo je 35 proti ena. Izid take
stave je jasen, igralec dobi nazaj svojo vplacilo in Se 35 enot za zmagovalno Stevilo,
ostalih 36 enot, ki so stavljena na neizbrana stevila, pa izgubi. Ceprav je na igralno
povrsino polozenih 37 enot, je pod rizikom zgolj ena, zato je velikost stave v tem

primeru 1.

3.1 PREDNOST HISE ENOJNE STAVE

Definirajmo enostavno oziroma enojno stavo.

Definicija 3.1. Naj bosta velikost stave (oz. zastavljena koli¢ina pod rizikom izgube)
B in hazarderjev profit X skupno porazdeljeni slucajni spremenljivki. Potem je sluc¢ajni

vektor (B, X)) enojna stava.

Profit X iz definicije 3.1 je lahko pozitiven, negativen, ali pa ni¢. Sedaj podamo dve
sprejeti definiciji za prednost hise za enojno stavo, ki jih prevamemo iz knjige [5]. V
primeru izenacenja oz. pusha v enojni stavi, se igralcu zastavljen znesek vrne. Zato ena

definicija namesto velikosti stave B vkljucuje t.i. igralcevo koli¢ino akcije Blxo;.
Definicija 3.2. Naj bo (B, X) enojna stava. Zahtevamo

X~ <B, E[B<oco, E[Blixsyl>0 in E[X]] < oo,
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kjer je X~ := —min{ X, 0}. Prednost hise enojne stave Hy(B, X ) ima v Stevcu igraléevo

pricakovano izgubo, v imenovalcu pa pricakovano velikost stave

_E[X]

Ho(B, X) = 5]

Prednost hise enojne stave H(B,X) ima v Stevcu igralcevo pricakovano izgubo, v

imenovalcu pa pricakovano koli¢ino akcije

—E[X]

H(B,X) = -1
S E[Bl{xz0]

Prednost hise enojne stave predstavlja dolgorocno razmerje med igralé¢evo skupno
izgubo in skupno velikostjo stave oz. skupno kolicino akcije. Utemeljimo trditev.
Naj bo (B, X) nasa originalna enojna stava. Naj bo (B, X1), (Ba, X3), ... zaporedje
neodvisnih enako porazdeljenih slucajnih vektorjev, porazdeljenih enako kot originalna
stava. Predpostavimo, da igralec n-krat ponovi originalno stavo, in definirajmo S,, :=
X1+ + X, T, =By +---+ B, in U, := Bi1yx,20y + - + By1{x,+0. Potem po
zakonu velikih stevil (glej izrek 1.98) razmerje igralceve izgube in vsote velikosti stav
po n igrah konvergira k prednosti hise, saj

—(X1+-+X,)  —S./n —E[X]

= — g
B +---+B, T./n E[B] >8

in
Bilgx,zop + -+ Bulyx,zop - Un/n E[Blixzo

] S.g.

V naslednjem primeru izracunamo prednost hise v enojni stavi z le tremi moznimi izidi:
zmago, porazom in pushom. Z izracunom bomo hitro dobili prednost hise za kar nekaj

enojnih stav iz igre Craps v razdelku 3.3.

Primer 3.3 (Prednost hise enojne stave s tremi moznimi izidi). V enojnih stavah, kjer
so mozni zgolj trije mozni izidi: zmaga, push ali poraz, lahko prednost hise nekoliko
poenostavimo. Naj bodo p > 0, ¢ > 0 in r verjetnosti zmage, poraza in pusha v

enojni stavi (velja p + ¢ +r = 1). Naj bo izplacilo a proti 1 in naj bo velikost stave

b —b 0
B=b b>0.Sledi X ~ [ in P(B = b) = 1. Iz definicije 3.1 sledi
p q r
—FE[X] —abp+bq
in
—F[X] —E[X]  —abp+bg —ap+q

H(B,X) =

E[Blixzy OP(X#0) blp+q)  ptg
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V primeru 3.3, ima velikost stave B degenerirano porazdelitev (zavzame zgolj eno
vrednost). Vidimo, da v tem primeru velikost stave ne igra vloge v prednosti hise.

V literaturi (glej naprimer [2,5]) se pojavlja Se ena definicija za prednost hise enojne
stave, ki ni odvisna od velikosti stave B, imenovana rez. Preden ga definiramo, po-

glejmo definicijo bistvenega supremuma nenegativne diskretne slu¢ajne spremenljivke.

Definicija 3.4 (Bistveni supremum). Bistveni supremum nenegativne diskretne
slucajne spremenljivke X je definiran kot esssup(X) := inf{M > 0: P(X < M) = 1}.

Iz definicije bistvenega supremuma sledi, da ga lahko zapisemo tudi kot ess sup(X) =
sup{z >0 |z € Im X, P(X = z) # 0}.
Definicija 3.5 (Cut). Rez enojne stave (B, X) je definiran kot

Ho(X) = ess_suEp[()ig—) ’

kjer je X~ := —min{X,0}.
V naslednjem primeru potegnemo analogijo s primerom 3.3, le da za izracun pred-

nosti hise enojne stave namesto Hy in H uporabimo rez H..

Primer 3.6 (Prednost hise enojne stave, z uporabo reza). Naj bo (B, X) enojna stava,
z enakimi latnostmi kot enojna stava iz primera 3.3. Velikot stave B je konstanta b in
izplacilo a. Potem je Im X = {—b,0,ab} in Im X~ = {0, b}. Sledi esssup(X~) = b in

—abp + b
%:—ap%—q. s

Vidimo, da v enojni stavi z degenerirano porazdelitvijo B, Ho sovpada z H.

Ho(X) =

3.2 PREDNOST HISE SESTAVLJENE STAVE

3.2.1 Dvodelna sestavljena stava

Definicija 3.7. Dvodelna sestavljena stava je sestavljena iz zaCetne enojne stave
(B, X), potem pa v primeru, da se zgodi dogodek A, se naredi Se dodatna enojna stava
(B', X"), kjer velja B' = X' = 0, ¢e se zgodi A°. Zapisemo jo lahko kot (B, X), kjer
B:=(B,B)in X:= (X, X').

Definicija 3.8. Naj bo (B,X) = ((B, B), (X, X’)) dvodelna sestavljena stava. Potem

formuliramo prednost hise v dvodelni sestavljeni stavi, ki vkljuc¢uje pushe kot

—FE[X + X']
Hy(B,X):=Hy(B+B , X+X)= ————.
0( ; ) 0( + ) + ) E[B—i—B’]
Prednost hise v dvodelni sestavljeni stavi, ki ne vkljucuje pushov pa kot
—FE[X + X']

H(B,X):= Hy(B+ B, X +X') =

E[(B + B)lxsx+0)
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Interpretacija prednosti hise iz definicije 3.8 je sledeca: Hy(B,X) je dolgorotno
razmerje hazarderjeve izgube in njegove celotne velikosti stave (B + B’); H(B,X) pa
dolgorocno razmerje njegove izgube glede na celotno kolicino akcije ((B+B')1{x4x/0})-
V knjigi [5] so predstavljene e druge razlicice definicij prednosti hise, v tej nalogi smo

uporabili tiste, ki se nam zdijo smiselnejSe in se pogosteje uporabljajo.

3.3 PREDNOST HISE V STAVAH V IGRI CRAPS

V tem poglavju izracunamo prednost hise stav v igri Craps. V naslednji seriji primerov

poglejmo najprej prednost hise enojnih stav.

Primer 3.9 (Prednost hise v pass-line stavi). Ozna¢imo s p, ¢ in r verjetnosti zmage,

poraza in pusha v pass-line stavi v tem zaporedju. Verjetnost zmage p = % Smo ze

izracunali v primeru 2.4. Pass-line stava se nikdar ne kon¢a s pushom, lahko pa jo

izgubimo. Sledi ¢ =1—p = % in r = 0. Izplacilo v primeru zmage je 1 proti 1. Naj

bo velikost stave B = b za nek b > 0. Iz primerov 3.3 in 3.6 sledi
-p+q 7

7
Ho(B.X) = Ho(X) = — —_— in H(B.X)= _ — . @
o( B, X) c(X)=-p+q 105 0 (B, X) " PHa=ior

Prednost hise v pass-line stavi iz primera 3.9 sovpada s prednostjo hise v come bet

stavi.

Primer 3.10 (Prednost hise v don’t pass-line stavi). Oznac¢imo s p, ¢ in r verjetnosti

zmage, poraza in pusha v don’t pass-line stavi v tem vrstnem redu. Te vrednosti smo

949 976 i .. _ 55
1080 4 = 71980 ' 7 = Togo-

1 proti 1. Velikost stave naj bo B = b, za nek b > 0. Iz primerov 3.3 in 3.6 dobimo

ze izracunali v primeru 2.5, kjer smo dobili p = Izplacilo je

-p+q 27

= : sie
p+q 1935

27
Ho(B,X) = Ho(X) = —p+q =15 in H(B.X) =

Prednost hise v don’t pass-line stavi iz primera 3.10 sovpada s prednostjo hise v
don’t come stavi.
V naslednjih stirih primerih izracunamo prednost hise za pass-line oz. don’t-pass-

line stavi v kombinaciji z free odds stavami.

Primer 3.11 (Prednost hise v pass-line stavi skupaj z my-ms-mg-times free odds stavo).
Pass-line stava (B, X) je v kombinaciji z m4-ms-mg-times free odds stavo (B’, X') dvo-
delna sestavljena stava. Free odds stave smo opisali v podrazdelku 2.5.2, kjer so v
tabeli 5 zapisane verjetnosti zmage v free-odds stavi. Predpostavimo, da je velikost
stave v pass-line stavi B = 1 in da je velikost free odds stave B’ maksimalna mozna.
Stava my-ms-mg-times free odds postane razpolozljiva, ¢e se zgodi dogodek A =

{come out met pripada mnozici point stevil P}. Naj bo D rezultat come out meta.
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Potem je A = Ay U A5 U Ag, kjer so Ay = {D € {4,10}}, A5 = {D € {5,9}} in
Ag = {D € {6,8}}. Oznacimo z Z dogodek, da je tocka zadeta in z M dogodek, da
je tocka zgresena. Potem je P(Ay N Z) =2P(D = k)P(Z | D = k) = 2m,—"— in

T+77

podobno P(A, N M) = 2m,—"— za k € {4,5,6}. V primeru dogodka A®, free odds

TEe+77

stava ni na voljo. Vse potrebne podatke za izracun prednosti hise prikazemo v tabeli 7.

Tabela 7: Porazdelitev dvodelne sestavljene stave: pass-line z my-ms-mg-free oddsi.

Dogodek pass-line | mg-mg4-ms-times free odds | Verjetnost
(B, X) (B, X')
D e {7,11} (1,1) (0,0) 440/1980
D e{2,3,12} | (1,-1) (0,0) 220/1980
ANz (1,1) (my, 2my) 110/1980
AsnNZ (1,1) (ms, %m5) 176,/1980
AeNZ (1,1) (me, gm(;) 250/1980
AN M (1,-1) (myg, —my) 220/1980
AsnN M (1,-1) (ms, —ms) 264/1980
Ag N M (1,-1) (mg, —mg) 300/1980

Pricakovan dobicek v free-odds stavi je
EIX] = m4 (QP(A4 NZ) - P(Asn M)) +ms (%P(Ag) N Z) - P(As0 M))
+ mg (gP(A4 NZ)— P(AsN M))
-2 - 2 ) e (325 - )

+m 6 e 7
7T —_— —_—
676 57T6+7T7 e + 7

=0,

saj je stava postena.

Pricakovana vrednost igralCevega profita v pass-line stavi pa je
E[X]| = P({zmaga v pass-line stavi}) — P({poraz v pass-line stavi})
=P((ALN2)U(AsNZ)U(AgNZ)U (D € {7,11}))
—P((AANM)U(AsNnM)U (AsN M) U (D e {2,3,12}))

=Y P(A4nNZ)+PDe{7,11})+ Y P(A,n M)+ P(D € {2,3,12})
) k:47 k=4
o

Imamo E[X + X'] = E[X]+ E[X'] = —1, za prvo enakost uporabimo trditev 1.39.
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Pricakovana velikost dvodelne sestavljene stave je enaka pricakovani koli¢ini akcije te
stave in znasa E[B 4+ B'] = E[(B + B')lixixz20y] = 1 + muP(As) + msP(45) +
meP(Ag) =1+ m43¥66 + m53% + m6£.

Za izracun prednosti hiSe pass-line stave s my-ms-mg-times free odds stavo upora-

bimo definicijo prednosti hise dvodelne sestavljene stave 3.8 in dobimo

14
HoB+ B ,X+X)=HB+B,X+X)= . @
o(B+ B, X+X)=H(B+E,X+X) 55(18 + 3my + 4ms + 5mg)

V kazinojih je ponavadi na voljo 3-4-5-times free odds stava. V tem primeru je
prednost hise dvodelne sestavljene stave, ki jo sestavljata pass-line - (B, X) - in 3-4-5-

times free odds stava - (B, X') - enaka Ho(B+B', X+ X') = H(B+B', X+ X') = 1.

Primer 3.12 (Prednost hise v pass-line stavi skupaj z m-times free odds stavo). Pass-
line stava (B, X) je skupaj s m-times free odds stavo (B’, X') dvodelna sestavljena
stava (za opis m-times odds stave glej podrazdelek 2.5.2). Dogodki D, A, Ay, As,
Ag, Z im M imajo enak pomen kot v primeru 7. Za izrac¢un prednosti hise dvodelne
sestavljene stave uporabimo definicijo 3.8, potrebne informacije pa dobimo v tabeli 7
s to razliko, da konstante my4, ms in mg zamenjamo s konstanto m.

Podobno kot v primeru 3.11 dobimo E[X + X'] = —; in E[B + B'| = E[(B +
B')1ix+xrz01) = 1 +mP(A) =1+ 2m, prednost hiSe pa znasa

7
H(B+B . X+X)=HB+B . X+X)=—_" 5]
o(B+ B, X + X7) (B+B,X+X) 165(3 + 2m)

Kazinoji obicajno ponudijo m-times free odds stavo za m = 1,2,3. V teh primerih
prednost hise Hy kot tudi H v pass-line stavi skupaj z m-times free odds stavo znasa
7/825,7/1155 in 7/1485.

Primer 3.13 (Prednost hise v don’t-pass-line stavi skupaj z mgy-ms-mg-free odds
stavo). Don’t pass-line stava (B’, X’) skupaj z my-ms-mg-free odds stavo tvori dvo-
delno sestavljeno stavo. Naj bodo dogodki D, A, Ay, As, Ag, Z im M taki kot v

primeru 7. Potrebne podatke za izracun prednosti hise povzamemo v tabeli 8.

_3
220’

E[X'] = 0, pricakovan profit sestavljene stave je torej E[X + X'| =

Pricakovan profit v don’t-pass-line stavi je E[X] = v free odds stavi pa

_ 3
220"

velikost sestavljene stave znasa E[B+ B'] = 1+ z(m4+ms+mg), pricakovana velikost
akcije pa E[(B + B')1{xix20)) = 1+ Lipr12} + 2maP(As) + 3msP(As) + SmeP(Ag) =

% + %(m4 + mys + mg). Sledi, da prednost hise znasa

Pricakovana

! N 3 : ! N 3
Ho(B+B', X+X') = 220(1+ 2 (ma+ms-+me)) ali H(B+B, X+X') = 220(32 +1 (mat+ms+me))

i)

Kazino v dvodelni sestavljeni stavi, ki sestoji iz don’t-pass-line stave (B, X) in my-

ms-mg-free odds stave (B, X’) obi¢ajno ponudi 3-4-5-times free oddds stavo. V teh
primerih je prednost hise Hy enaka 3/1100, H pa je enaka 27/9845.
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Tabela 8: Porazdelitev dvodelne sestavljene stave: don’t-pass-line z my-ms-mg-free
oddsi.

Dogodek | don’t-pass-line | mg-my-ms-times free odds | Verjetnost
(B,X) (B, X)

D e {711} (1,-1) (0,0) 440/1980

D e {2,3} (1,1) (0,0) 165/1980
D =12 (1,0) (0,0) 55/1980
AyNZ (1,-1) (2my, —2my) 110/1980
AsNZ (1,-1) (%m5, —%m5) 176/1980
AsNZ (1,-1) (8mg, —2me) 250,/1980
Ay M (1,1) (2my, my) 220/1980
AsnN M (1,1) ( ms, ms) 264/1980
AsN' M (1,1) ( me, Mg) 300/1980

Primer 3.14 (Prednost hise v don’t-pass-line stavi skupaj z m-times free odds stavo).

Prednost hise dobimo na enak nacino kot v primeru 3.13, le da konstante my, ms in mg

iz tabele 8 zamenjamo s konstanto m. Dobimo Hy(B+B', X+X') = m oz. H(B+
_ 3
B X + X') = sxms7560m o

Kazino obi¢ajno ponudi don’t-pass stavo v kombinaciji z m-times free odds stavo
zam = 1,2 ali 3. V teh primerih je prednost hise Hy enaka 3/440,1/220 ali 3/880.
Prednost hise H znasa 27/3905,27/5885 ali 27/7865.

Primer 3.15 (Prednost hise v fire bet stavi). Fire bet stavo smo opisali v podrazdelku
2.5.6. Za velikost stave vzamimo B = b > 0. Sledi E[B] = E[Bl{xzoy] = b, saj push
ni mozen. Oznac¢imo z ay izplacilo na vplacano enoto v primeru zmage s k zadetimi
tockami, za k = 4,5,6 in s C Stevilo zadetih tock v metalcevi roki (glej tabelo 6 za
porazdelitev slucajne spremenljivke C'). Potem je prednost hise Hy = H = P(C' <
3) — 320 _,a,P(C = k) (sledi iz primera 3.3). V posebnem, ko so konstante ay = 24,

as = 249 in ag = 999 znasa prednost hise 12029%7832 = .2067275. g}

Primer 3.16 (Prednost hise v place bet stavi). Place bet stavo smo ze opisali v
podrazdelku 2.5.3. Verjetnost zmage, poraza in pusha v place bet stavi pri izbranem
point stevilut € Psop =m, ¢ =7m7inr =1—p—gq. Priizracunu H in Hy uporabimo

primer 3.3. Naj bo velikost stave B = b, b > 0.

Potem je izplacilo v place bet stavi z izbranim stevilom t € {4,10}, 2 £, prednost
hise pa
9 9 1
Hy(B,X) = —gp+q =T + = & %

—(9/5 —(9/5 1
H(B,X): (/)p+q: (/)W4+7T7:_
p+q Ty + 77 15
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Izplacilo v place bet stavi z izbranim Stevilom ¢ € {5,9} Je , prednost hise pa je

. 7 o 1 o —(9/5)7T4+7T7 . 1
Ho(B, X) = —gms+ 1 = o5 oz H(B,X) = T

Izplacilo v place bet stavi z izbranim Stevilom ¢ € {5,9} je ¢ T prednost hise pa je

7 1 —(9/5)7T4+7T7 1
Ho(B,X) =+ - oz H(B,X)= S
o(B, X) = —gms+mr =575 oz H(BX) 4+ 77 66

&

V igralniskem svetu se pogosteje pojavlja prednost hise v place bet stavi izracunana

z indeksom H, torej tistim, ki ne uposteva pushov.

Primer 3.17 (Prednost hise v buy bet stavi). Buy bet je enaka stava kot place bet,
le izplacila so drugacna (glej podrazdelek 2.5.4). Vrednosti H in Hy dobimo kot v
primeru 3.3.

Prednost hise buy bet stave s provizijo izracunamo pri upostevanju efektivnih
izplacil (2—¢) : (14¢), (2—c¢): (1+¢) in (£ —¢) : (1+¢) za stave na tocke ¢ € {4,10},
t€{5,9} in t € {6,8} v tem vrstnem redu; ¢ € (0,1) je provizija.

1+cﬂ—4+ﬂ—7

Za t € {4,10} dobimo H, = 1+C o —
V posebnem za ¢ = 5% dobimo H = & ~ 1.19% in Hy = 5+ ~ 4.76%.

7T4—|-7T71HH—

3/2—c
/ T5+77

za t € {5,9} dobimo Hy = — {+ 7r5+7r71nH—1;”fT-

V posebnem za ¢ = 5% dobimo H = 32 ~ 1.32% in Hy = 5 ~ 4.76%.

6/5—c
/ T +77

zat € {6 8} pa dobimo HO = {i_ ’/T6 + 7 in H= _ige 9777 17-:66+7r7

V posebnem za ¢ = 5% dobimo H = &= ~ 1.46% in Hy = 5 ~ 4.76%.

Prednost hiSe buy bet stave s provizijo v primeru zmage izracunamo z

efektivnimi izplacili (2 —¢) : 1, (3 —¢) : 1in (£ — ¢) : 1 za stave na tocke ¢ € {4,10},

t € {5,9}int € {6,8} v tem vrstnem redu.

Zat € {4,10} dobimo Hy = —(2 — c)7r4 + 7 in H = —dmadm

7r4+7r7

V posebnem za ¢ = 5% dobimo H = 55 ~ 0.42% in Hy = g5 ~ 1.67%.

za t € {5,9} dobimo Hy = —(3/2 — 0)71'5 4 in H = (3/2 cyms 7

7r5+7r7
V posebnem za ¢ = 5% dobimo H = 55 ~ 0.55% in Hy = & = 2%.
za t € {6,8} pa dobimo Hy = (6/5—0)7TG+7T7 in H= %.
V posebnem za ¢ = 5% dobimo H = 1z &~ 0.69% in Hy = 3; ~ 2.27%. i

Primer 3.18 (Prednost hise v lay bet stavi). Naj bo ¢ provizija. Zapisimo prednosti

hise za lay bet stave na tocke iz P. Vrednosti H in Hy dobimo kot v primeru 3.3.

Za t € {4,10} velja Hy = 5555 in H =55
V posebnem pri ¢ = 5% velja Hy = 5 ~ 0.20% in H = +~ ~ 2.44%,
Zat € {5,9} velja Hy = 52 in H = &5
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. . 5 ~ . . 1 _
V posebnem pri ¢ = 5% velja Hy = =z =~ 0.85% in H = 57 = 3.23%.
: _ 55¢ : __ _b¢c
Zat e {6,8} Vel_]a HO = 316+180c in H= 6+5c
V posebnem pri ¢ = 5% velja Hy = 555 ~ 1.22% in H = 5 = 4%. i
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4 TEORETICNI SISTEMI ZA
TRANSFORMACIJO PREDNOSTI HISE
V PREDNOST IGRALCA

Ocitno kazinoji poslujejo, ker se jim to izplaca. V ta namen smo uvedli pojem prednosti
hise v poglavju 3. A ¢e se igralnici splaca obratovati, to avtomoati¢no pomeni, da se
igralcu ne izplaca hazardirati. Na tem mestu lahko citiramo Einsteina: “On se ne
igra s kockami.” (glej [7]). Sicer se Einsteinov citat nanasa na podrocje kvantne
mehanike, pa vendar ga lahko apliciramo tudi na podrocje iger na sreco. To poglavje
namenimo razmisleku o (ne)mogocih nacinih/sistemih igranja igre Craps, s katerimi
igralec pricakuje pozitiven izkupicek. Za prvi tak nacin si pogledamo sistem variablilnih
stav oz. martingalov sistem. Martingalov sistem v splosnem je opisan v knjigi [5],

priredimo ga za nas primer. Za drugi nacin pa si pogledamo teorijo kontrole kock.

4.1 MARTINGALOV SISTEM

Definicija 4.1 (Martingalov sistem). Martingalov sistem je stavni sistem, v katerem

igralec v zaporedju rund podvaja velikosti stav do prve zmage.

Predpostavimo, da igramo Craps tako, da so nase edine stave don’t pass-line stave
(glej podrazdelek 2.2.2 za opis stave). Naj bo {Z,},>1 zaporedje slu¢ajnih spremen-
ljivk, kjer:

1 ; e zmagamo don’t pass line stavo v i-ti don’t pass-line odlocitvi,
Zi=40 ; Ce se don’t pass line stava konc¢a s pushom v ¢-ti don’t pass-line odlocitvi,

—1 ; ¢e izgubimo don’t pass line stavo v i-ti don’t pass-line odlocitvi.

10 -1 1 0o -1
Potem je Z; ~ (p r g ) = <& 55 ﬂ> (glej primer 2.5 iz podrazdelka 2.2.2

1980 1980 1980
za izracun verjetnosti p, ¢ in r).

Predpostavimo, da igralec neha igrati, ko se konc¢a metalceva roka. Naj bo X, X, ...
zaporedje slucajnih spremenljivk, ki predstavljajo zaporedje dolzin pass-line odlocitev
(za njihovo definicijo glej primer 2.6). Zaradi priroénosti definirajmo Se slucajni spre-
menljivki Xy := 0 in Zy := 0. Potem je N := min{n € N | X,, > 2 in Z, = 1} ¢cas
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ustavljanja glede na filtracijo {(X,, Z,) }»>0 in velja

1 ;¢e min{fk e N| X, >2in Z, =1} <n,
1{N§n} :g((XOaZO)a"'7(Xn7Zn)) = .
0 ; sicer
(glej definicijo 1.81). V razdelku 2.4 smo pokazali, da velja N ~ Geom(%), sledi
_ 495
Definirajmo stavni sistem kot zaporedje velikosti stav By, Bo, ..., ki jih igralec na-
redi pred vsako pass-line odlo¢itvijo. Naj bo {b,,},>1 zaporedje nenakljuénih funkcij, ki
predstavljajo strategijo dolocanja velikosti stav. Potem definiramo zaporedje velikosti

stav kot
By := by > 0 konstanta; B, := b,((Xo, Z0), ..., (Xn-1,Zn-1)),n > 2.

Naj bo My = ¢, ¢ € R" neka konstanta (zacetni kapital namenjen igranju). Za
n > 0 definirajmo slucajne spremenljivke M,, (kapital po n-ti igri) kot

min{n,N} n n
My =My+ Y BiZi=DM+Y lnsiyBiZi = Mo+ Y (1 — Linep1})BiZs.
k=1 k=1 k=1
(4.1)
Trditev 4.2. Zaporedje slucagnih spremenljivk {M,},>0 iz (4.1) je supermartingal
glede na filtracijo {(Xn, Zn) }n>o0-
Dokaz.
E[Myiy | (X0, Z0), -, (Xns Z0)] = E[My + (1= Lineny) Bui1Zns1 | (X0, Z0)s- - (X Z0)]
= Mn + E[BnJrlZnJrl - 1{N§n}Bn+1Zn+1 ’ (X07 ZO)7 ey (Xn7 Zn)]
= Mn + Bn+lE[Zn+1] - 1{N§n}Bn+1E[Zn+l]
= M, + Byy1(p— q) — Lyn<n} But1(p — q)
=M, + 1in>nt13Bryi(p — q)
<M,

V zgornjem izracunu smo uporabili 2. in 3. tocko izreka 1.69 in trditev 2.8. Zadnja

neenakost sledi, ker je p < q. O

Interpretacija trditve 4.2 je, da je neodvisno od stavnega sistema zaporedje { M, } >0

supermartingal.

4.1.1 Martingalov sistem 1

Definirajmo martingalov sistem 1 kot sistem, v katerem igralec stavi enoto v prvi
pass-line odloc¢itvi, potem pa v vsaki rundi od druge dalje podvaja stave do konca

sistema. Enota je lahko igralni minimum, ki ga postavi kazino, ali kaj drugega. Torej

B1 = 17 Bn = 2n—11{n§N} = 2n_11ﬂZ:1({Xk71=1}U{Zk71€{—1,0}})7 n Z 2
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Oziroma, ¢e stavni sistem zapiSemo rekurzivno, velja

B, = 2B, 1 1¢x, =130{Z,_1€{-1,0}}-

Kapital po n-ti rundi, opisuje supermartingal M,, v enacbi (4.1). Zapisimo igralcev
kapital po n-ti rundi v najslebSem primeru, t;j.
My— (142 - 42" ) = My +1-2" ,en+1<N
My— (14+2 - 42Ny 2N = My +1 cen>N '

min M,, =

V najslabsem primeru torej, ¢e igralec naredi n < N stav in izgubi prav vse, izgubi

2" — 1 enot denarja. Ob koncu metalc¢eve roke bi v najslabsem primeru veljalo
P(mlnMN:Mo+1) :1, 0Z. P(MNZMO—i—l) = 1.

Na prvi pogled deluje to kot zmagovalni sistem! A temu ni tako, zaradi dveh

razlogov.
1. Igralec ne more staviti tega, ¢esar nima.

2. Kazino postavi maksimalno velikost stave M.

)

Trditev 4.3. Ce vpeljemo vsaj enega izmed pogojev “igralec ne mora staviti éesar nima
in ‘kazino postavi maksimalno velikost stave’ v martingalov sistem (4.1) opisan v tem
razdelku, potem velja E[My] < M.

Dokaz. ‘Igralec ne mora staviti ¢esar nima’ pomeni, da velja pogoj: B, < M,_, za
vse n > 1. Ta pogoj je ekvivalenten pogoju M, > 0 za vsak n > 0. Ker velja
tudi P(N < o0) = 1, je s tem zados¢eno prvi predpostavki izreka o optimalnem ¢asu
ustavljanja 1.82; rezultat trditve sledi iz tega izreka.

‘Kazino postavi maksimalno velikost stave M’ pomeni, da velja B,, < M za vsak
n > 1. Sledi E[|[M,s1 — M,| | (X0, Z0),...,(Xn, Zy)] < M za vsak n > 0, kjer
n+1 < N. S tem je zadosceno tretji predpostavka izreka o optimalnem ¢asu ustavljanja

1.82, rezultat trditve sledi iz tega izreka. O]

Primer 4.4 (Profit po n pass-line odlocitvah). Predpostavimo, da odigramo n < N
pass-line odlocitev v nasem martingalovem sistemu 1. Naj bo {iy,ds,..., i}, k < n

mnozica pass-line odlocitev, v katerih dosezemo zmago. Definirajmo ig = 0.
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Slika 13: Lokacije k-tih zmag v prvih n pass-line odlocitvah.

Naj bo pw(i;) igralcev profit od zmage v i;-ti rundi, tj. M;, — M;,_,. Potem velja

i1—1

pwlin) == 2714207 =207 41427 =,
=1

i2—1 12—1 il
) == 37 2t aget o= (S -3 o

I=i1+1 =1 j=1
=— (277 -1 -2 1) 4227 =21

0z., ¢e povzamemo, velja py (i;) = 291 za j = 1,2,... k. Sledi
i k n

M, =My+) 24 in My=My+» 2= Y Bizaj=1,... k. i
=1 =1 I=k+1

Definicija 4.5 (Najslabsi scenarij z in brez zmage). Najslabsi scenarij z zmago
je, da igralec prvo zmago doseze v N-ti pass-line odloc¢itvi. Najslabsi scenarij je, da
igralec ne zmaga v toliko rundah, da mora terminirati igralni sistem, ker za naslednjo

stavo nima dovolj denarja, ali pa le ta prekoraci limit kazinoja.

Primer 4.6 (Najvecje stevilo rund v najslabsem scenariju z zmago). Postavimo enoto
By = 1 na minimun, ki ga dovoljuje kazino in naj bo M maksimalna dovoljena stava.
Najslabsi scenarij z zmago (tj. igralec osvoji min(My — My) = 1 enoto ob koncu igre),
se lahko zgodi natanko tedaj, ko veljata pogoja, da ima igralec vsaj toliko denarja, kot
ga sistem zahteva, tj. Zivzl Br < M, in da najvecja stava ne preseze limita M, tj.
By < M. Definirajmo

N
my = max{N : ZBk < My} in mg:=max{N : By < M},
k=1

1z ¢esar dobimo
my = max{N : 2" — 1 < My} = [logy(My + 1)] in

my = max{N : 2Vt < M} = [log, M| + 1.

Definirajmo m := min{m;, ms}. Najslabsi scenarij z zmago je dolg najve¢ m pass-
line odlocitev. Ce se v m pass-line odlo¢itvah metaléeva roka ne konca, mora igralec

terminirati sistem in nastopi najslabsi scenarij. yid
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Primer 4.7 (Verjetnost najslabsega scenarija z zmago). Naj bo m tak, kot v primeru

4.6. Potem je iskana verjetnost enaka

N
P ({zgodi se najslabsi scenarij z zmago}) = P (Z Br < M,, By < M)

k=1
=P 2V —1< My, 2V < M)
:P(Ngml, NSmg)

= P(N <m)
—1-P(Z €{-1,0},...,Zm € {—1,0})
=1—(g+n)"
1031\™
=1 (=) .
(1980) >

Sicer resnejso groznjo, kot omejena sredstva igralcu predstavlja stavni limit M.
Namrec z dostopnostjo kredita si lahko igralec zagotovi, da so njegova zacetna sredstva
M, dovolj velika, da velja m = ms (za notacije glej primer 4.6). Drugace povedano, ce si
igralec zagotovi zac¢etna sredstva, ki zadostujejo, da odigra vsaj msy rund brez bankrota,
tj. ¢eima My > 272 —1 = 2Ulee2MI+1 _ 1 enot merjenih v velikosti minimalne dovoljene
stave v kazinoju, potem sistem ne bo zahteval stave, ki bi presegla igralceva sredstva,

preden bi moral preckati stavni limit M.

4.1.2 Martingalov sistem 2

Definirajmo martingalov sistem 2 kot sistem, v katerem igralec stavi enoto v prvi
pass-line odloc¢itvi. V vsaki naslednji rundi podvoji stavo, ¢e je prejsnjo izgubil, ali ne
spremeni velikosti stave, ¢e se je prejsnja stava koncala s pushom. V primeru zmage v
prejsnji stavi (ki ni tudi zadnja), resetira sistem in stavi enoto. Postopek ponavlja do

konca metalceve roke. Torej
By =1, B,:=2B, 11z, =1y + Bu1l{z,_,=0y + Lix,_1=1,2,_,=1}, n =2

Primer 4.8 (Stevilo zmag). Primer velja za martingalov sistem 1 in 2. Naj bo M#W
martingal kot (4.1) brez stavnega sistema, oz. z By, := 1 za vsak k in naj velja M, := 0.
Potem je M#W razlika med $tevilom zmag in porazov v prvih n pass-line odlocitvah.
Martingal M#W zavzame vrednosti Im{—n+2k | k=0,1,...,n}. Vsota stevila zmag

+0F"

. . = . . _ MW
in porazov je n. Stevilo zmag je *="—, porazov pa My if

2

Primer 4.9 (Profit po n pass-line odlocitvah). Predpostavimo, da igralec odigran < N
pass-line odlocitev. Naj bo I = {iy,...,ix}, £ < n mnozica vseh tistih pass-line
odlocitev, v katerih je dosezena zmaga. Velja Z; = 1 natanko tedaj, ko i; € I. V

nasprotnem velja Z; € {—1,0}.
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Oznacimo s py (i;) profit pridobljen z j-to zmago. Mislimo si lahko, da so M;,_,

zacetna sredstva, profit iz j-te zmage pa je M;, — M;,_,. Potem velja

—(Z1++Zi; 1)
pw(zl) = — Z 21—1 + 2—(Z1+~~+Z¢171) — _2_(Z1+“‘+Zi171) +1+ 2_(Z1+“‘+Zi171)
=1

=1.
Podobno dobimo profite tudi za vse ostale zmagovalne pass-line odlocitve,
pw(ij) =1 za vsak j € I.

Igralcev kapital po n rundah je enak zacetnemu kapitalu skupaj s profitom iz zmaganih
rund (ta je enak Stevilu zmag) in z odsteto drugo potenco na stevilo porazov od zadnje

zmage dalje, tj.

k
Mn = MO —+ ZPW(Z]) — 2_27’;1:'Lk+1 Zm _ MO + kf o 2_2’:”:'Lk+1 Zm'
j=1
V posebnem, ko je odigranih n = N rund, je mnozica zmag I = {iy,...,i5_1,i = N}

in velja
My = My + k. i

Tudi za martingalov sistem 2 velja P(My > My+1) =1 in E[My] > My+1. Ale
dokler ne vpeljemo pogojev M,, > 0 in/ali B, < M za vsak n < N (M je maksimalna
stava). Zaradi trditve 4.3 po vpeljavi omenjenih pogojev, sistem ne deluje vec.

Najslabsi scenarij v martingalovem sistemu 2 je, da igralec izgubi vse runde (oz.
toliko rund, da mora sistem terminirati); najslabsi scenarij z zmago pa, da igralec
izgubi vse runde razen zadnje, v kateri zmaga (in 7-outa). Najvecje stevilo rund, ki jih
igralec lahko odigra v najslabsem scenariju z zmago je enako kot v primeru 4.6 (saj
v tem scenariju velja By = 2B;_1 za vsak k > 2, kar je enako kot v martingalovem
sistemu 1). Verjetnost najslabsega scenarija z zmago je tudi enaka kot v martingalovem
sistemu 1, za izracun glej primer 4.7.

Predpostavimo, da igramo martingalov sistem 1 in martingalov sistem 2 v isti igri
(tj., opazujemo isto zaporedje metov). Potem je po vsaki rundi, v kateri je dosezena
zmaga kapital M, v sistemu 1 vsaj tako velik, ¢e ne vecji, kot kapital M, v martin-
galovem sistemu 2. Glavna razlika med sistemoma je ta, da v primeru, ko se ne zgodi
kateri izmed najslabsih scenarijev, lahko igralec v martingalovem sistemu 2 dlje vztraja
v igri. Verjetnost za uspeh oz. uspesno zakljucen sistem z dosego vsaj ene enote profita
ob koncu sistema je zato vec¢ja v martingalovem sistemu 2.

Na sliki 14 vidimo primera obeh martingalovih sistemov v isti igri - martingal iz

sistema 1 je obarvan rdec¢e, martingal iz sistema 2 pa zeleno. Metal¢eva roka v tem
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My+2 === == = = = = -
My+ 1

N
M, 2
My—1 == Ll -
My—7 e e e e e e e = = =

Slika 14: Primer martingalov M,, iz martingalovih sistemov 1 v rdecem in 2 v zelenem.

primeru vsebuje N = 5 pass-line odlocitev, ki so se koncale na naslednje nacine: poraz,
izenacenje (oz. push), zmaga v come-out metu, poraz in 7-out v tem vrstnem redu.
Tocki 41 in 75 oznacujeta lokaciji prve oz. druge zmage, rdeci oz. zeleni asimptoti
pa maksimalno in minimalno vrednost obeh martingalov v tem primeru. Vidimo, da

vrednosti martingala iz sistema 1 dosti bolj nihajo.

42 KONTROLA KOCK

V tem razdelku obravnavamo kontrolo kock v dveh osnovnih stavah igre Craps: pass-
line in don’t pass-line stavah. Realisticen model kontrole kock zgradimo postopoma

skozi serijo podrazdelkov, ki so povezani.
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4.2.1 Model z metom nepostenih kock

Vsaka kocka ima 3 pare nasprotnih si ploskev, katerih vsota pik je zmeraj enaka 7. Os,
ki gre skozi sredis¢e nasprotnih si ploskev s stevilom pik 1 in 6, bomo poimenovali os
A os, ki gre skozi sredisci ploskev s stevilom pik 2 in 5 bomo poimenovali os B in os,

ki gre skozi sredisci ploskev s stevilom pik 3 in 4 bomo poimenovali os C.

Definicija 4.10 (Nepostene oz. pristranske kocke). Naj bo K € {A, B,C'}. Nepostena
kocka K je neposten objekt, tj. generira razlicno verjetne izide. Pike na ploskvah, ki

jih seka os K, nikoli ne padejo, ostale pike pa padejo z enako verjetnostjo.

Definirajmo sluc¢ajne spremenljivke K 4, K, K¢ kot stevilo padlih pik na nepostenih

kockah A, B oz. C'. Potem velja
5 6. 1
0 i) in Ko ~ (% >

1 2 3 4 5 6 1 2 3
Kar~ < 1 11 )’ Kp ~ (1 1
0 3 i1 0 = 0 =
Zanimajo nas porazdelitve vsote padlih pik dveh nepostenih kock za vse mozne iz-

4
1
4

= DN

3 4
0 0

= Ot
(@)

FNT
N

4 4 4

bire dveh nepostenih kock. To so kombinacije nepostenih kock iz mnozice O :=
{AA, AB, AC, BB, BC,CC'}. Vsote padlih pik teh kombinacij nepostenih kock bomo
oznaCili 8 Tan, Ta, Tac, B, Tsc, Tcc. Definirajmo porazdelitve teh slucajnih spre-
menljivk kot 7y := P(T, = t), kjer t € S in 0o € O. Porazdelitev vsote padlih pik
postenih kock 7 smo ze definirali v poglavju 2.1. Definirajmo mnozico porazdelitev

7= {m, 744 gAB pAC g BB 7 BC 7CCY - Porazdelitve iz T prikazemo v tabeli 9.

Tabela 9: Porazdelitev vsote padlih pik vseh moznih parov nepostenih kock.

teS

2 345 6 7 8 9 10 11 12
Porazdelitve
16714 001 23432 1 0 0
1678 01 123232 1 1 0
167A¢ 01 222222 2 1 0
16728 10221412 2 0 1
1672¢ 11122222 1 1 1
167C¢ 12102 420 1 2 1
36 1 23 4565 4 3 2 1

V primerih 4.11 oz. 4.13 definiramo strategijo uporabe razlicnih setov nepostenih
kock, ki jih bomo uporabljali v posameznih metih pass oz. don’t pass-line stav. Vsa-
kemu izmed primerov sledi primer z verjetnostjo zmage in prednostjo hise za doti¢no

stavo pri uporabi definirane strategije.
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Primer 4.11 (Pass-line strategija). Naj bo W, dogodek, da v pass-line stavi zmagamo
pri uporabi kombinacije pristranskih kock o € O. Naj bo D stevilo padlih pik v come-
out metu. Naj bo X, profit igralca pri velikost stave 1 in uporabi kombinacije kock

o € 0. Strategijo razdelimo na dva dela

e Come out met: izberemo kombinacijo nepostenih kock, ki maksimizira pricakovan
profit v come-out metu, tj. kombinacija o1, 0; € argmax, .o E[X, | D € S\ P] =
arg max,co{ (7947, )—(7§+n5+79,)}. Optimalna izbira je kombinacija o, = AA,
s pricakovanim profitom (m#4 + 7{y?) — (7 + 74t + 7H) = 1.

e Point meti: Ce vzpostavimo neko tocko t € P v come-out metu, zelimo izbrati

tako kombinacijo kock, ki maksimizira verjetnost zmage. Tj. kombinacija oo,

kjer oy € argmax,co P(W, | D =) = argmax ., ngﬂTtwg
— Cete {4,10}, potem je optimalna izbira kombinacije nepostenih kock oy =

AC, za katero verjetnost zmage znasa P(W,, | D =t) = 3

—Cete {5,9}, potem je optimalna izbira nepostenih kock ena izmed kombi-
nacij: oo € {AB, AC, BC'}, za katero verjetnost zmage znasa P(W,, | D =
t)=1.

— Cete {6,8}, potem je optimalna izbira nepostenih kock 0o, = AB, za katero

verjetnost zmage znasa P(W,, | D =t) =32

Optimalna strategija s(pass — line), bo oznacevala strategijo, v kateri izberemo na-

slednje kombinacije pristranskih kock:
e AA v come out metu,

e v vseh nadalnjih metih pass-line odlo¢itve pa kombinacijo AC, ¢e D € {4,10}
oz. kombinacijo AB, ¢e D € {5,6,8,9}. i

Primer 4.12 (Verjetnost zmage in prednost hise v pass-line stavi pri uporabi kock A,
B, C in strategiji s(pass-line)). Naj bo W dogodek, da zmagamo v pass-line stavi pri
uporabi strategije s(pass-line). Naj bo D rezultat come-out meta. Potem je verjetnost

zmage enaka

P(W)=> P(D=t)P(W|D=t)
teS
- § : § : AC AC § : t AB AB
—|— e e 4 Ty
te{7,11} te{4,10} te{5,9}

B 1 1 1 2 1 3 3 53
o o222 222 6625,
+te{%}ﬂ Tt (16 271627 16 5) s~
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Prednost hise je H = Hy = —P(W)+(1—P(W)) =1-2P(W) = —2 = —0.325 (sledi
iz primera 3.3). Negativna prednost hise pomeni, da gre dejansko za prednost igralca.
Na dolgi rok lahko s tako strategijo in uporabo nepostenih kock pri¢akuje profit 0.33

enote na stavljeno enoto. pif]

Primer 4.13 (Don’t pass-line strategija). Naj bo W, dogodek, da v don’t pass-line
stavi zmagamo pri uporabi kombinacije nepostenih kock o € O. Naj bo D stevilo
padlih pik v come-out metu. Naj bo X, profit igralca pri velikost stave 1 in uporabi

kombinacije kock o € O. Strategijo razdelimo na dva dela

e Come out met: izberemo kombinacijo pristranskih kock, ki maksimizira pricakovan
profit v come-out metu, tj. kombinacija o; := argmax, ., E[X | D € S\ P] =
arg max,co{ (7§ + 75) — (7 + 7$;)}. Optimalna izbira je kombinacija 0, = BC,
s pricakovanim profitom (759 + 75¢) — (78 + nfi%) = — 1.

e Point meti: ¢e vzpostavimo neko tocko t € P v come-out metu, zelimo izbrati
tako kombinacijo nepostenih kock iz O, ki maksimizira verjetnost zmage v don’t

o

pass-line stavi. Is¢emo oy := argmax,., P(W, | D =t) = arg max, #7#7,
t
— Cet € {4,10}, potem je optimalna izbira nepostenih kock kombinacija oy =

AA ali CC'. Verjetnost zmage pri izbrani kombinaciji je P(W,, | D =t) = %.
—Cete {5,9}, potem je optimalna izbira nepostenih kock kombinacija oy =

CC'. Verjetnost zmage je v tem primeru P(W,, | D =t) = 1.
—Cete {6,8}, potem je optimalna izbira kock kombinacija 0, = BB. Verje-
tnost zmage za izbrano kombinacijo znasa P(W,, | D =t) = 3.
Definirajmo (izbrano/optimalno) strategijo s(don’t pass — line) na sledeci nacin

e [zberemo kombinacijo nepostenih kock BC' v come-out metu,

e V vseh nadaljnih metih izberemo kombinacijo C'C', ¢e je vzpostavljeno point
stevilo t € {4,5,9,10} oz. kombinacijo BB, ¢e je vzpostavljeno point Stevilo
t € {6,8}. i

Primer 4.14 (Don’t pass-line verjetnost zmage in prednost hise pri uporabi nepostenih
kock A, B, C' in strategije s(don’t pass-line)). Naj bo W dogodek, da zmagamo v don’t

pass-line stavi in D rezultat come-out meta. Predpostavimo, da igralec uporablja
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strategijo s(don’t pass-line) z nepostenimi kockami. Potem je verjetnost zmage

=Y P(D=t)P(W|D=t)

tes
cc
BC
Zﬂt + Z i cc_|_ CC’+Z CC+7TCC+
te{2,3} te{4,10} te{5,9}
B 1 1 4 2 2 4 27
_Lo(t A 2 24 — 0.675.
+te{268} B-|-7TBB 8+ (16 5+16 +16 5) 40

Naj bo T dogodek, da pride do pusha in L dogodek, da don’t pass-line stavo izgubimo.

Verjetnosti omenjenih dogodkov sta

1 21
P(T) =fy’ = 15 =00625 in P(L)=1-P(W) - P(T) = o = 0.2625.

Prednost hise je Hy = —P(W)+P(L) = —3 = —0.4125, oz. z neupostevanjem pushev
v velikost stave H = % = 75 = —0.44 (sledi iz primera 3.3). Sledi, da igralec
pod predpostavkami tega primera na dolgi rok zasluzi 0.4125 enote (oz. 0.44 enote z

neupostevanjem pushov) na stavljeno enoto. yif

4.2.2 Idealiziran model kontrole kock

V igralnici se uporabljajo postene kocke. Metalec mora kocki upravljati zgolj z eno
roko, jih vreci ¢ez dolzino mize na nacin, da vsaj ena zadane navpicni zid na robu

mize, oblozen z piramidno strukturo.

Definicija 4.15 (Kontrola meta kock). Kontrola meta kock je sposobnost metalca,
da posteno kocko vrze kot neposten objekt. To lahko stori na tri nacine: posteno kocko
vrze kot kocko A, B ali kot kocko C'. Podobno velja za so¢asen met dveh postenih kock,
ki ju lahko metalec s sposobnostjo kontrole meta kock vrze kot poljubno kombinacijo

iz mnozice vseh moznih izbir dveh nepostenih kock O.

Definicija 4.16 (Nepopolno oz. delno kontroliran met kock). Nepopolno oz. delno
kontroliran met kock je met postenih kock, kjer igralec pri izbrani kombinaciji kock

o € O uspe kontrolirati zgolj eno izmed para kock, druga pa pade kot posten objekt.

Definirajmo vse mozne kombinacje parov delno kontroliranih kock kot A—, B—
in C'—, kjer K— pomeni, da igralec uspe kontrolirati zgolj kocko K, K = A, B, C,

iz izbranega para kock o = K-. Definirajmo mnozico vseh moznih kombinacij nepo-

polno kontroliranih kock kot O~ := {A—, B—,C—}. Deﬁnirajmo vsoto padlih pik
para delno kontroliranih kock kot Tk _, porazdelitev Vsote pa " = P(Tx_ =1t) za
K € {A, B,C}. Definirajmo mnozico 7~ := {n;'"~,7F~, 7" }. Vse porazdehtve iz 77

prikazemo v tabeli 10.
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Tabela 10: Porazdelitve padlih pik delno kontroliranih kock.

teS
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Porazdelitve
247, 01 2 3 4 4 4 2 1 0
24w, 1 2 3 3 4 2 1
24my ™ 1 2 2 2 3 4 2 1

Definicija 4.17. Nivo kontrole kock je parameter ¢ € [0, 1], ki oznacuje delez uspesno
kontroliranih metov izbrane kocke K, K = A, B,C'. Metalec z nivojem kontrole c

uspe posamezno vrzeno kocko kontrolirati v 100¢% vseh metov.

Definirajmo verjetnost p;>¢, kjer 6 € O kot

p;%¢ == P({vrzemo ¢ pik ob izbrani kombinaciji kock vé in nivoju kontrole ¢})

=) el — o))" +c(1—o)nt™ + (1 —¢)*r

Sposobnost kontroliranega meta kock oz. nivo kontrole je tezko izmerljiva metalceva
lastnost. Zato bomo v tej nalogi obravnavali dva pogleda na kontrolo kock: idealiziran
model (v tem razdelku) in realisti¢en model (v naslednjem). V idealiziranem pogledu,
je nivo kontrole izmerljiva lastnost.

Strategiji s(pass—line) in s(don't pass—line) v tem in nadalnjih razdelkih ostajata
nespremenjeni. Razlika je zgolj v temu, da metalec ne mece nepostenih, pac¢ pa postene
kocke. Izbrano strategijo pa poskusa izpeljati s pomocjo kontrole meta kock pri nekem
nivoju kontrole. Uspesnost strategije je odvisna od nivoja kontrole kock, kar pokazemo
v primerih 4.18 in 4.19.

Prednost hise pri nivoju kontrole kock ¢ metalca, bomo oznacevali H¢ (brez upostevanja

pushev) oz. s H§ (z upostevanjem pushev v velikost stave).

Primer 4.18 (Pass-line stava: verjetnost zmage in prednost hise kot funkcija nivoja
kontrole pri strategiji s(pass-line)). Naj bo ¢ nivo kontrole kock metalca, ki igra strate-
gijo s(pass-line). Naj bo W, dogodek, da igralec z nivojem kontrole ¢ zmaga v pass-line

stavi in D stevilo padlih pik v come-out metu. Potem je

P(W,) =Y _P(D=t)P(W, | D=t
teS
- AA c AA,c pfcc AAc pr i
= + Z Dy Ace | ace T Dt ABe ABe T
te{7,11} te{4,10} Pr te{5,9} D7

ABc

AA,c
+ Z Py ABC + AB,c"’
te{6,8} D7
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Prednost hise pa je H® = H§ = 1 — 2P(W,), kar sledi iz primera 3.3. Na sliki 16
prikazemo dva grafa. Graf 15a prikazuje verjetnost zmage, graf 15b pa prednost hise
v pass-line stavi pri strategiji s(pass-line) kot funkeciji nivoja kontrole kock ¢. Nivo
kontrole, pri katerem je verjetnost zmage 50%, in pri katerem je prednost hise enaka
0, je ¢ =~ 0.094,856. Pri vec¢jih ¢, je verjetnost zmage vecja od verjetnosti poraza,

prednost hise pa se spremeni v prednost igralca.

0.6625 0.014
0.000
0.6500

-0.100
0.6000

-0.200
0.5500

P(W,) pri s(pass-line) strategiji
Hg pri s(pass-line) strategiji

OPWH
) -0.300
0.5000

0.4929 -0.325

0.000 0.095 0.250 0.500 0.750 1.000 0.000 0.095 0.250 0.500 0.750 1.000
nivo kontrole ¢ nivo kontrole ¢

) pri ni . c_ .
(a) P(W,) pri nivoju kontrole ¢ (b) H¢ = H§ pri nivoju kontrole ¢

Slika 15: Verjetnost zmage (levo) in prednost hise (desno) v pass-line stavi pri strategiji

s(pass — line) in nivoju kontrole c.

&

Primer 4.19 (Don’t pass-line stava: verjetnost zmage in prednost hise kot funkcija
nivoja kontrole pri strategiji s(don’t pass-line)). Naj bo ¢ nivo kontrole igralca, ki igra
strategijo s(don’t pass-line). Naj bo W. dogodek, da igralec zmaga v don’t pass-line

stavi in D stevilo padlih pik v come-out metu. Potem je

=Y P(D=tP(W,| D=t

tesS
c. c. CC c c. CC c
B c BC,c BC,c
= + Z Dy ccc+ TCc 00 T Z Pt CCC+ coe T
te{2,3} te{4,10} P7 te{5,9} Dy P7
c BB ,C
BC,c
+ Z Dy BB o BB’
tc{6,8} Pr
Naj bo T, dogodek, da pride do pusha in L. dogodek, da igralec don’t pass-line stavo

izgubi, pri nivoju kontrole ¢. Potem sta verjetnost omenjenih dogodkov P(T,) = pf;cc

in P(L.) =1— P(W,) — P(T,). Na grafu 16a iz slike 16 prikazemo verjetnost zmage
v don’t pass-line stavi pri uporabi s(don’t pass — line) strategije. Nivo kontrole ¢* =
0.1032875 oznacuje ‘prebojno tocko,” tj. tocko, za katero velja P(W.) > P(L.) za vse
¢ > c¢*. Na grafu 16b slike 16 pa vidimo, kako se veca razlika verjetnosti zmage in
verjetnosti poraza, ko raste c. Vidimo tudi, kako narasca verjetnost pusha s ¢ in pada

verjetnost poraza.
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0675

0.675

0.650

oo

0418 Funkcija

0.600 —  Pw)
— P
— PW)-P(L)

0.262 P(T)

0.550

P(W,) pri s(don’t pass-line) strategiji

0.062

0.500
Rieoo PWe)=P(Le) N =
-0.014

0.485
0.479

0000 0.103 0.250 0,500 0.750 1.000
0000  0.103 0.250 0.500 0.750 1.000 nivo kontrole ¢
nivo kontrole ¢

(b) P(WC)7 P(Lc)a P(Wc) - P(Lc) in P(TC) v

odvisnosti od c.

(a) P(W,) pri nivoju kontrole c.

Slika 16: Verjetnost zmage (levo) in nekaj ostalih verjetnosti (desno) v don’t pass-line

stavi pri nivoju kontrole ¢ in uporabi s(don't pass — line) strategije.

Prednost hise z upostevanjem pushov v velikost stave je Hf = —P(W,) + P(L.),
—P(We)+P(Le)
P(We)+P(Le)
H¢ in H§ prikazemo Se graficno na sliki 17. Desno od nivoja kontrole c¢*, se prednost

oz. z neupostevanjem pushev H¢ = (sledi iz primera 3.3). Prednost hise

hise spremeni v prednost igralca.

0.014
0.000

-0.100

Funkcija
-0.200 .
—

T

-0.300

H® in H pri s(don't pass-line) strategiji

-0.413
-0.440

0.000 0.103 0.250 0.500 0.750 1.000
nivo kontrole ¢

Slika 17: Prednost hise H¢ in H§ v don’t pas-line stavi pri uporabi strategije

s(don’t pass — line) in nivoju kontrole c.

4.2.3 Realisticen model kontrole kock

Realisticen pogled na kontrolo kock je, da nivo kontole kock metalca ni izmerljiva (oz.
je tezko izmerljiva) lastnost.
Kontrolo postene kocke igralec zeli doseci tako, da je njena os v celotni fazi meta, tj.

od vkljucno tocke izmeta do trenutka, ko se neha gibati, tj. ko njena gibalna koli¢ina
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postane enaka 0, vzporedna z igralno povrsino. Spomnimo, os kocke gre skozi sredisci
nasprotnih ploskev, na katerih so pike, ki se jih s kontrolo meta zelimo izogniti. Ce bi
bili osi kock ves ¢as vzporedne z mizo, bi lahko z gotovostjo trdili, da smo kocke uspesno
kontrolirali, in da se pike na ploskvah, ki jih seka os kocke niso pojavile zaradi vescine
igralca - kontrole kock - in ne kot posledica nakljucja. Opazovanje takega eksperimenta
bi morali posneti s kamero, ki zajema pocasne posnetke in skozi celotno gibanje kocke
meriti vzporednost osi kocke z igralno povrsino. Tega v tej nalogi ne bomo poceli.

Morda bi lahko uspesno kontrolo kock razglasili ze pri nekem odstopanju osi kocke
od vzporednosti. Npr., da bi dopustili maksimalen kot osi kocke z mizo, ki nebi presegel
45 stopinj v nobeni toc¢ki meta oz. gibanja kocke. V tem primeru (to velja za vse kote
< 90 stopinj) ploskvi, ki jih seka os kocke nebi v nobenem trenutku imeli popolnega
stika s igralno povrsino. Tudi takih merjenj ne bomo izvajali.

Kar lahko realisticno naredimo, je, da vrzemo kocki z namenom kontrole in potem
stejemo pojavnost ‘prepovedanih’ pik (tistih, ki lezijo na ploskvah, ki jih seka os kock)
in ‘dovoljenih’ pik (tistih, ki jih ne seka os kock). Ce pade ‘dovoljeno’ stevilo pik
na posamezni kocki, lahko to pripisemo bodisi sreci, ali pa kontroli kock. Ce pade
‘prepovedano’ stevilo, lahko z gotovostjo trdimo, da kocke nismo uspesno kontrolirali.
Naredili bomo dva statisticna testa, s katerima preverimo naso uspesnost.

Torej, metali bomo par postenih kock in jih skusali kontrolirati kot kombinacijo
nepostenih kock AA (oz. kocki bomo nastavili tako, da sta stevili 1 in 6 na strani in
zelimo se jim izogniti). Kocke bomo vse do vkljuéno tocke izmeta drzali eno ob drugi z
osmi kock A, A ¢im bolj vzporedno z mizo. Kocke bomo metali iz dolzine 2m ob pravilih
iz kazinoja, ki zahtevajo, da se vsaj ena izmed para kock odbije od zida s piramidno
strukturo. Kot opombo dodajmo, da ima zid pod piramidno strukturo tanek pas brez
piramid, prav tako ima nekoliko Sirsi pas brez piramid nad piramidno mrezo. Vsaka
pravilna Stiristrana piramida ima stranico osnovne ploskve, ki se ujema s stranico kocke,
tj. 3/4 palca, oz. 19mm. Uporabili bomo standardne kocke in standardno piramidno
mrezo. Miza v kazinoju je sicer dolga 10, 12, 14 ali 16 nog (noga je 30.48¢cm). Aktivni
metalec pri mizi lahko stoji ob krajsem ali daljsem robu mize. Ce stoji ob krajsem
robu, kocko vrze ¢ez celotno dolzino mize, ¢e stoji ob daljSem robu, pa mora kocki vreci
proti krajsemu robu, ki je od njega bolj oddaljen (torej preko polovice mize). Zato se
nam dolzina meta 2m (minus dolzina roke, ki lahko pri metu precka stojno razdaljo
od ciljnega roba mize) zdi primerna za nas eksperiment. Naredimo statisti¢ni test, s
katerim preverimo, ali smo uspeli dose¢i manjse stevilo enk in Sestk od pricakovanega
Stevila enk in Sestk pri metu postenih kock brez poskusa kontrole. Naredimo tudi test,
s katerem preverimo, ali smo dosegli vsaj ¢* nivo kontrole, s katero bi prisli v prednost
v pass-line stavi. Kocki bomo oznacili z L in R, da jih bomo pri metih lo¢ili med sabo
(L in R bosta v nadaljevanju predstavljali tudi slu¢ajni spremenljivki, ki predstavljata

padle pike na levi oz. desni kocki). Omenjena statisticna testa naredimo v primerih



Sabadin T. Igra Craps - med mitom in realnostjo zlate roke.
Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2021 80

4.20 in 4.21 (Hy se v podrazdelku 4.2.3 nanasa na ni¢to hipotezo in ne na prednost hise).

Primer 4.20 (Pearsonov hi-kvadrat test skladnosti). Testiramo, ali smo z meti postenih
kock, ki smo jih poskusili kontrolirati kot neposteni kocki AA (tj. enkam in Sestkam
smo se skusali izogniti) pri neznanem nivoju kontrole ¢ uspeli dosedci statisticno znacilno
razliko od rezultata, ki bi ga dobili pri metu dveh postenih kock, brez poskusa kontrole.

Za velikost vzorca vzamemo n = 250 metov. ZapiSimo nic¢to in alternativno hipotezo

Hy : Posteni kocki ne moremo metati kot neposteni kocki,

H, : Posteni kocki lahko mec¢emo kot neposteni kocki.

Za i = 1,...,n definiramo dogodke EX oz. EI kot dogodke, da v i-tem metu na
levi kocki pade L € {1,6} pik oz. na desni kocki pade R € {1,6} pik. Potem sta

indikatroski sluc¢ajni spremenljivki teh dogodkov enaki

| 1 ¢e v i-tem metu pade L € {1,6},
EL =
' 0 ¢e v i-tem metu pade L € {2,3,4,5}

in
) 1 ¢e v i-tem metu pade R € {1,6},
ER =
' ¢e v i-tem metu pade R € {2,3,4,5}.
Naj bo X; = 1z + 1zr. Ce je Hy resniéna, velja X; ~ Bin(?,%). V n metih, sta
opazovana oz. pricakovana frekvenca pojavnosti dogodkov {X; =k} za k =0,1,2, Oy

oz. Ey, sledeci

Op =) lx—4y oz. Ey:=E =nP(X;=k), zak=0,1,2.
=1

> lixny
=1

Sedaj lahko zapisemo ekvivalentno formulacijo nicelne oz. alternativne hipoteze kot

Hy : Ocenjevana porazdelitev slucajne spremenljivke X; ustreza predpostavljeni po-
razdelitvi X; ~ Bin(2,3) oz. H; : Ocenjevana porazdelitev slucajne spremenljivke X;
ne ustreza predpostavljeni porazdelitvi X; ~ Bin(2, %) Rezultate nasega vzorcenja
(opazovane frekvence) skupaj s pricakovanimi frekvencami prikazemo v kontingenéni
tabeli 11.

Tabela 11: Opazovane in pricakovane frekvence dogodkov X; = k pri n = 250 metih.

—=\7
Oy, E, (OkEkEk)

121 111.1  0.8801
95 111.1 2.3361

34 277 0.3484

N = O
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Iz tabele 11 vidimo, da enka in Sestka nista padli na nobeni izmed kock v 121
metih, kar je ve¢ od pricakovanega, in sta padli le na eni kocki v 95 metih, kar je manj
od pricakovanega. Ta dva rezultata namigujeta na to, da smo uspeli imeti nek nivo
kontrole nad kockami. Tretji rezultat, tj., enka in Sestka sta padli v 34 metih, pa je
vecji od pricakovanega, kar ne gre v prid uspesnosti nase kontrole kock, saj smo se

skusali enkam in Sestkam izogniti.

Nasa testna statistika je slucajna spremenljivka x = 22:0 (Oi;ji)Q = 3.5646, po-
razdeljena kot hi-kvadrat slucajna spremenljivka z dvema prostostnima stopnjama.
Stevilo prostostnih stopenj je enako §tevilu nivojev kategorijske oz. diskretne slu¢ajne
spremenljivke X; minus ena, tj. df = [ImX;| —1=3—1 = 2. Zapisemo y ~ x*(2). Na
sliki 18 prikazemo hi-kvadrat porazdelitev z dvema prostostnima stopnjema in vrednost
testne statistike, ki bi jo potrebovali za zavrnitev ni¢te hipoteze.

Mejno p-vrednost zavrnitve ni¢te hipoteze postavimo na a = 0.05. Izrac¢unamo p-

vrednost pri nasi testni statistiki, p = P(x > 3.5646 | Hy) = 1—F,(3.5646) = 0.168245.

p.level
p>5%
p<0.05

X?=5.99
3

10 is
chi-squared value

Slika 18: Dobljena in mejna vrednost testne statistike, za zavrnitev nic¢te hipoteze pri

x? porazdelitvi z dvema prostostnima stopnjama.

Ceprav je verjetnost, da dobimo tako ali bolj ekstremno (vecjo) testno statistiko pri
predpostavljeni nic¢ti hipotezi relativno majhna - cca 17%, nic¢te hipoteze ne moremo

zavrniti, saj p > a. yid

S primerom 4.20 smo pokazali, da ne moremo trditi, da se nas rezultat statisticno
razlikuje od naklju¢nega izida, tj. od izida, ki bi ga dobili, ¢e bi metali kocke brez
poskusa kontrole.

Glede na tak rezultat lahko sklepamo, da niti naslednji statisticen test ne bo pokazal
prevec optimisticnih rezultatov za uporabo kontrole kock kot vescine, s katero bi igranje

igre Craps iz namena zabave prelevili v igranje igre Craps z namenom zasluzka v igri.

Primer 4.21 (Binomski test za testiranje predpostavljenega nivoja kontrole). Defini-

rajmo X; kot v primeru 4.20. Potem slucajna spremenljivka X = >"" X, oznacuje
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skupno stevilo padlih enk in Sestk. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena po bi-
nomski porazdelitvi X ~ Bin(2n,r), kjer r = 1/3 v primeru meta postenih kock, oz.
r = +(1 — ¢) pri nivoju kontrole kock c. Zelimo preveriti, ali smo dosegli nivo kontrole
¢, ki je vsaj tako velik kot nivo kontrole ¢* &~ 0.094, 856, ki je potreben, da pridemo v
prednost oz. izni¢imo prednost hise v pass-line stavi (glej primer 4.18). Ni¢ta hipoteza

bo, da nas nivo kontrole znasa c*, alternativna pa, da je nas nivo kontrole ¢ > c¢*, oz.
]' k
Hy:r= 5(1 — ") &~ .301714591,

1
Hy:r< 5(1 — ) ~ .301714591.

Iz vzorca nasih metov smo ugotovi, da je skupno stevilo enk in Sestk znasalo X = 163.
[zracunati moramo p-vrednost za nas test (mejno p-vredonst za zavrnitev nicte hipoteze
postavimo na o = 0.05). To je verjetnost, da se zgodi X = 163, ali bolj ekstremen
dogodek (v smeri alternativne hipoteze), pri predpostavki, da ni¢ta hipoteza velja;
p=P(X <163 | Hy) = 0% (27)rk(1 — r)nh = 32198 (390) (5e)F (26)"7F x 0,80
Ugotovimo, da ne moremo zavrniti ni¢te hipoteze, saj p > «. Zaklju¢imo, da nismo
dosegli nivoja kontrole, s katerim bi premagali prednost hise v pass-line (in posledi¢no

tudi v don’t pass-line) stavi. i

Rezultat primera 4.21 je ociten, saj kljub temu, da smo uspeli dose¢i 163 enk in
Sestic, kar je manj od pricakovanih 166.6 v primeru ¢ = 0 kontrole (tj., ko r = 1/3), je
163 dobljenih enk in Sestic Se zmeraj mnogo ve¢ od pricakovanih 150.86 enk in Sestic,
ki bi jih dobili pri predpostavljenem c* nivoju kontrole, tj. pri r ~ 0.302. Zato ne
le, da ne moremo zavrniti ni¢te hipoteze in sprejeti alternativne, tudi realne osnove
nimamo, da bi verjeli, da ni¢ta hipoteza drzi. Veliko verjetneje je, da kock nismo
uspeli kontrolirati, niti pri ¢ > 0, kjer je nivo kontrole ¢ poljubno blizu 0 (to sledi tudi
iz primera 4.20, s katerim smo pokazali, da se izmerjena porazdelitev stevila padlih enk
in Sestic v posameznem metu ni statisticno znacilno razlikovala od porazdelitve Stevila
padlih enk in Sestic v posameznem metu postenih kock, brez poskusa kontrole). Ce bi
v primeru 4.21 postavili Hy : = 1/3 in H; : r < 1/3, bi p-vrednost znasala 0.383, kar
je Sse vedno veliko ve¢ od . Zato iz tega primera, kot tudi iz primera 4.20 sledi, da ne

moremo trditi, da smo dosegli kakrsenkoli nivo kontrole, ve¢ji od 0.

4.2.4 Craps in zlata roka

Zlata roka je naziv, ki ga pridobi metalec v igri Craps, ¢e je v metalcevi roki vztrajal
vsaj eno uro, brez 7-outa. Igralci z zlato roko, se potem zapisejo v klub igralcev z zlato
roko (vsaj v nekaterih vec¢jih ameriskih kazinojih). Dve ekstremni dolzini metalceve
roke sta se zgodili v ameriskih kazinojih (v Hotel Casino & Spa-ju iz Atlantic City-ja

in v California Hotel and Casinoju iz Las Vegasa). Patricia De Mauro je za 156 metov
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potrebovala 4 ure in 18 minut, Stanley Fujikate pa je za 118 metov potreboval 3 ure in
6 minut. Na uro je to priblizno 36 oz. 38 metov. Verjetnosti za tako ali daljSo roko, sta
h(36) ~ 0.007 in A(38) ~ 0.005. Funkcijo h(z) = P(L > z) smo definirali v primeru
2.11 iz podrazdelka 2.4.4. Torej po grobi oceni, priblizno 1 na 200 metalcevih rok traja
ve¢ kot eno uro, igralcu ki ta podvig uspe, pa za nagrado pridobi naziv zlate roke.
Glede na veliko stevilo odigranih metalcevih rok, ki se dnevno odigrajo v kazinojih,
lahko ugotovimo, da zlata roka ni mit, in se obcasno pojavi igralec, ki mu to uspe, kot
posledica nezanemarljive verjetnosti za tak dogodek. Da bi podvig zlate roke rednemu
metalcu uspel hitreje kot bi mu to namenila sreca oz. verjetost pri metu postenih kock,
bi posameznik s tako zeljo moral znati kontrolirati kocke. Nam kontrola kock, kot smo
pokazali v podrazdelku 4.2.3 ni uspela. Dopus¢amo pa moznost, da obstajajo metalci,
ki so bolje natrenirani od nas v tej vescini in morda lahko do neke mere kontrolirajo

kocke. Zlata roka tako ni mit, kontrola kock pa je lahko mit, ali pa tudi ne.
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5 ZAKLJUCEK

V nalogi smo predstavili lastnosti igre Craps. Ugotovili smo, da je pricakovana dolzina
igre 8.5 metov z varianco priblizno 46. Mediana dolzine igre znasa 6 metov. Pricakovana
dolzina posamezne podigre oz. pass-line odlo¢itve pa znasa 3.375 metov z varianco pri-
blizno 9 in mediano 2.

Za igralca, ki zeli igrati na nacin, da porabi ¢im manj denarja a Se vedno aktivno
sodeluje v igri, je optimalno, da igra le pass-line ali don’t pass-line stavo z maksi-
malno razpolozljivo free-odds stavo. Prednost hise - poenostavljeno gre za igralcevo
pricakovano izgubo na stavljeno enoto - v pass-line stavi skupaj z 3-times free odds
stavo znaSa priblizno 0.47%, ¢e je na voljo 3-4-5 times free odds stava, pa prednost
hise znasa piclih 0.37%. Prednost hise v don’t pass-line stavi z 3-times free odds stavo
z in brez upostevanja pushov v velikost stave znaSa priblizno 0.34%. Prednost hise
v don’t pass-line stavi skupaj z 3-4-5-times free oddsi z in brez upostevanja pushov
v velikost stave pa znaSa priblizno 0.27%. Torej gre za stave, z najmanso prednostjo
hise. Igralec, ki so mu vsSe¢ bolj riskantne stave z ve¢jimi izplacili, pa lahko izbere npr.
fire bet stavo, ki ponekod izplaca 24, 249 ali 999 enot za stavljeno enoto (izplacilo je
odvisno od nac¢ina zmage v stavi). Gre za stavo z najvecjim izplacilom, a je v njej
prednost hise kar 20.6%, verjetnost zmage pa zgolj okoli 1%.

Predstavili smo dve nekoliko predelani verziji martingalovega sistema. V obeh
sistemih pa podvojimo stavo po porazu v prejsnji rundi. Ugotovili smo, da sistema
ne delujeta kot posledica izreka o optimalnem casu ustavljanja. Gre za sistema, v
katerih je verjetnost uspeha relativno velika, a je profit majhen v primerjavi z izgubo,
do katere pride v primeru spodletelega sistema. Problem nastane, ko sistem zahteva
stavo, ki bodisi preseze igralceva preostala sredstva, ali ko preseze limit kazinoja. V
obeh primerih se mora sistem terminirati. To se lahko zgodi po seriji zaporednih
porazov. Pokazali smo, da igralec, ki zacne stavljati pri eni enoti, merjeni v velikosti
minimalne razpolozljive stave v kazinoju, in je kazinojev limit M enot, si z 2°g2 MI+1 _7
enotami zacetnega kapitala zagotovi, da igralni sistem ne bo poklical po stavi, ki presega
igral¢eva sredstva; kazinojevev limit pa vseeno ostaja problem.

Kontrola kock je vescina, s katero igralec teoreticno lahko pride v prednost pred
kazinojem. Predstavili smo teoreticni model vpliva kontrole kock na verjetnost zmage
in prednost hise v pass-line in don’t pass-line stavah - dveh osnovnih/obveznih stavah
v igri Craps. Definirali smo optimalno strategijo oz. strategijo meta kock, pri kateri

igralec z 100% nivojem kontrole kock pride do obcutne prednosti - verjetnost zmage se
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povzpne na 66.25%, prednost hise pa pade na —0.325 v pass-line stavi, oz. na 67.5%
in —0.413 oz. —0.44 (z in brez upostevanja pushev) v don’t pass-line stavi. Mejni
nivo kontrole ¢ s katerim pridemo v prednost v pass-line stavi znasa priblizno 9.5% v
pass-line in 10.3% v don’t pass-line stavi. A ker je kontrola kock tezko izmerljiva, in
vprasanje, ali sploh mogoca, smo poskusili kontrolirati kocke in s hi-kvadrat testom
pokazali, da nismo uspeli doseci rezultata, ki bi se statisticno razlikoval od naklju¢nega
(tj. tistega, v katerem kocke ne bi poskusali kontrolirati). Zaklju¢imo, da zlata roka,
tj. naziv, ki ga dobi igralec za uro metanja brez 7-outa ni nemogo¢ dogodek, za vesc¢ino
kontrole kock pa nismo uspeli zanikati, da gre zgolj za mit. PuS¢amo odprte moznosti,

da obstajajo metalci z boljSo tehniko meta, ki imajo to ves¢ino.
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