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1 Uvod

Posplo²ene Petersenove grafe je leta 1950 predstavil Coxeter [13] in jih 19 let ka-

sneje poimenoval Watkins [43]. Predstavljajo druºino kubi£nih grafov, kjer vozli²£a

pravilnega mnogokotnika poveºemo z vozli²£i zvezdnega mnogokotnika. Preprostost

opisa teh grafov in seznam ²tevilnih lepih lastnosti, predstavljajo velik razlog, zakaj

je druºina posplo²enih Petersenovih grafov tako privla£na za raziskovanje. Znanih je

veliko zanimivih rezultatov, med njimi so: hamiltonskost [2,4,11] in hipohalmitonskost

posplo²enih Petersenovih grafov [7], karakterizacija tistih, ki so ob enem tudi Cayle-

yevi [33,36] ali delne kocke [24] in dolo£anje njihove grupe avtomor�zmov [17], iskanje

izomorfnih grafov [37]. Veliko dodatnih lastnosti je dokazanih v [12, 21]. V tem delu

se bomo posvetili dvema razli£nima posplo²itvama druºine posplo²enih Petersenovih

grafov; to sta druºina I-grafov in druºina dvojno posplo²enih Petersenovih grafov, ki

ju zdaj na kratko predstavimo.

I-gra� so kubi£ni gra�, kjer imamo povezave med istoleºnimi vozli²£i dveh zvez-

dnih mnogokotnikotnikov (glej de�nicijo 3.1). Prvi£ so bili predstavljeni leta 1988 v

Fosterjevemu popisu vseh kubi£nh simetri£nih grafov [16]. Za to druºino je dokazanih

kar nekaj lastnosti, med drugim so leta 2005 Boben idr. [6] preu£ili, kdaj so I-gra�

povezani, kak²na je njihava oºina, ali so dvodelni, to£kovno tranzitivni in navedli nekaj

kon�guracij, ki jih porodijo dvodelni I-gra�. Leta 2012 so Horvat idr. [22] predstavili

potrebne in zadostne pogoje, kdaj sta dva razli£na I-grafa izomorfna.

Dvojni posplo²eni Petersenovi gra� so, kakor ºe samo ime pove, sestavljeni iz dveh

kopij istega posplo²enega Petersenovega grafa, kjer vozli²£a, ki sestavljajo prvi zvezdni

mnogokotnik, poveºemo z vozli²£i drugega zvezdnega mnogokotnika (glej de�nicijo 4.1).

Koncept te druºine je bil predstavljen leta 2012 s strani Zhoua in Fenga [46]. Leta

2016 sta Kutnar in Petecki [31] karakterizirala grupo avtomor�zmov dvojnih posplo-

²enih Petersenovih grafov in preu£ila njihovo hamiltonskost ter to£kovno in povezavno

obarvanost.

Poleg omenjenih grafovskih druºin obravnavamo tudi zloºene kocke, ki jih dobimo z

identi�ciranjem antipodnih vozli²£ hiperkock. Zloºene kocke nekateri avtorji, glej npr.

[34, 45], pripisujejo El-Amawyu in Lati�ju [32], ki sta uporabila njihovo strukturo za

razvoj u£inkovitega algoritma usmerjevalnikov za oddajanje, £eprav so bile uporabljene

ºe npr. s strani Brouwerja [9] in Terwilligerja [41], ki sta jih preu£evala zaradi njihove
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razdaljne regularnosti. Ti gra� so bili deleºni ²tevilnih raziskav povezanih z njihovo

cikli£no strukturo [45], hamiltonsko povezanostjo [23], analizo grupe avtomor�zmov in

simetrij [34], itn. Pri analizi njihove grupe avtomor�zmov je potrebno poudariti, da je

bila karakterizacija opravljena ºe s strani Brouwerja idr. [10, str. 265].

Slika 1: I-graf I(9, 2, 3), dvojno posplo²en Petersenov graf DP(6, 1) in zloºena kocka

FQ4.

1.1 Na² problem

V teoriji grafov se velikokrat sre£amo s problemom prepoznavanja grafov. To pa po-

meni, da ºelimo imeti algoritem, ki kot vhod prejme poljuben graf in dolo£i, £e je ta

£lan dolo£ene druºine ali ne. V splo²nem je problem prepoznavanja lahko zelo zahte-

ven. Poznamo primere druºin, kjer sodi prepoznavanje kar v NP-teºke probleme, kot

na primer pri druºini grafov enotskih diskov [8], trodelinih grafov [18], koordinatnih

grafov [40], nitnih grafov [28], kli£nih grafov [1] itn. Za posplo²ene Petersenove grafe

sta Krnc in Wilson [29] uvedla algoritem, ki s pomo£jo ²tetja 8-ciklov prepozna te grafe

v linearnem £asu. Z ra²iritvijo njunega pristopa smo dokazali naslednje rezultate.

Posledica 3.6. I-grafe lahko prepoznamo v linearnem £asu.

Posledica 4.8. Dvojno posplo²ene Petersenove grafe lahko prepoznamo v linearnem

£asu.

Posledica 5.10. Grafe zloºenih kock lahko prepoznamo v linearnem £asu.

Klju£na ideja za tako hitro prepoznavanje se nahaja v razumevanju cikli£ne struk-

ture opazovane grafovske druºine, zato se bomo v delu magistrske naloge posvetili prav

tej tematiki. Razumevanje strukture ciklov (ali anticiklov) v danem grafu je v osnovi

povezano z druºinami grafov, kot so drevesa, popolni gra�, dvodelni gra�, (²ibko) te-

tivni gra�, pancikli£ni gra� in mnogi drugi. Posebno mo£na lastnost cikla je pojem
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cikli£na regularnost, ki ga je uvedel Mollard [35] in je bil uporabljen za bolj²e razume-

vanje strukture nekaterih druºin grafov, kot so hiperkocke ali posplo²eni Petersenovi

gra�.

V magistrski nalogi predstavimo algoritme za prepoznavo treh grafovskih druºin, ki

uporabijo pristop analize ciklov. Prva dva s pomo£jo pre²tevanja 8-ciklov v linearnem

£asu dolo£ita, £e je vhodni graf £lan druºine I-grafov oz. dvojno posplo²enih Peterseno-

vih grafov, zadnji pa z uporabo strukturnih lastnosti 4-ciklov v linearnem £asu dolo£i

pripradnost druºini zloºenih kock. Obstoj prvih dveh algoritmov nam zagotavljajo

naslendnji rezultati.

Izrek 3.5. Poljuben I-graf je [1, λ, 8]-cikli£no regularen le v primeru, ko je izomorfen

grafu I(n, j, k), kjer je j = 1 in

(n, k) ∈ {(3, 1), (4, 1), (5, 2), (8, 3), (10, 2), (10, 3), (12, 5), (13, 5), (24, 5), (26, 5)}.

Izrek 4.7. Poljuben dvojno posplo²en Petersenov graf je [1, λ, 8]-cikli£no regularen le

v primerih, ko je izomorfen grafu DP(n, k), kjer je (n, k) ∈ {(5, 2), (10, 2)}.

Ob temeljiti ²tudiji ciklov zloºenih kock smo dobili naslednje rezultate.

Izrek 5.5. Zloºeni kocki FQ2 in FQ4 sta [1, 0, 4] in [1, 9, 4]-cikli£no regularni. Vse

ostale zloºene kocke FQn so [1, n− 1, 4]-cikli£no regularne.

Izrek 5.8. Zloºeni kocki FQ4 in FQ6 sta [1, 36, 6] in [1, 200, 6]-cikli£no regularni. Vse

ostale zloºene kocke FQn so [1, 4(n− 2)(n− 1), 6]-cikli£no regularne.

Izrek 5.9. Zloºena kocka FQ4 ni [2, λ, 6]-cikli£no regularna. Zloºena kocka FQ6 je

[2, 2, 6]-cikli£no regularna. Vse ostale zloºene kocke FQn so [2, 4(n − 2), 6]-cikli£no

regularne.
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Risanje grafov

Vse slike uporabljene v magistrski nalogi smo narisali sami. Ve£ina slik je bila narejenih

na algoritmi£ni na£in, z orodjem SageMath, nekatere pa so bile narisane ro£no, s po-

mo£jo orodja IPE. Izvorno kodo orodja SageMath smo dopolnili s funkcijami za risanje

druºin I-grafov, dvojno posplo²enih Petersenovih grafov, Rozetnih grafov in Taba£jn

grafov, tako da lahko do teh funkcij sedaj dostopajo vsi uporabniki okolja SageMath.

Vso kodo prilagamo tudi kot dodatek k tej magistrski nalogi.

Povezane objave

Vsi rezultati, ki jih obravnavamo v tej magistrski nalogi, so povzeti v naslednjem

£lanku.

[25] Klobas, N. in Krnc, M. Fast recognition of some parametric graph families.

arXiv e-prints (Avg. 2020), arXiv:2008.08856
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2 Osnovne de�nicije

V tem poglavju bodo navedene osnovne de�nicije in izreki, ki jih potrebujemo za ra-

zumevanje magistrske naloge.

2.1 Gra�

Graf G je urejen par (V,E), ki ga sestavljata mnoºica vozli²£ V (G) = V in mnoºica

povezav E(G) = E ⊆ V × V . Vozli²£i u, v ∈ V sta sosednji, £e obstaja povezava

e = {u, v} ∈ E. Vozli²£ema u, v pravimo tudi kraji²£i povezave e. Za zapis povezave

{u, v} ∈ E bomo uporabljali uv.

Za graf pravimo, da je usmerjen natanko tedaj, ko sta povezavi uv in vu razli£ni.

V tem primeru je E = uv lok, usmerjen od u proti v. Graf je neusmerjen, £e in samo

£e vrstni red zapisa povezave ni pomemben, torej je uv = vu. Povezavi z enakima

kraji²£ima pravimo zanka. Vzporedne povezave so povezave, ki imajo isti par kraji²£.

Za graf pravimo, da je enostaven, £e ne vsebuje vzporednih povezav in zank. �e sta

mnoºici V in E kon£ni, je tudi graf kon£en. V nalogi privzamemo, da so vsi gra�

neusmerjeni, kon£ni in enostavni.

Stopnja to£ke v je ²tevilo sosedov v, oz. ²tevilo povezav iz E, ki vsebujejo to£ko v.

Grafu, kjer imajo vse to£ke stopnjo k pravimo k-regularen graf. Grafu, ki je 3-regularen

pravimo tudi kubi£en graf.

Naj bo G(V,E) graf in v1, . . . , vn vozli²£a iz mnoºice V . Zaporedje vozli²£ s =

(v0, v1, v2, . . . vn), kjer sta vozli²£i vi in vi+1 sosednji za vse 1 ≤ i < n, imenujemo

sprehod dolºine n na grafu G. �e so vsa vozli²£a paroma razli£na, je s pot dolºine n

in jo ozna£imo s Pn. V primeru, da sta v sprehodu enaka le prvo in zadnje vozli²£e,

torej v0 = vn, imamo cikel dolºine n, Cn. Za graf pravimo, da je povezan, £e lahko za

vsak par to£k najdemo pot, ki poteka skozi obe to£ki. Razdalja med vozli²£ema u, v

v grafu G, zapisana z dG(u, v) oz. kraj²e d(u, v), je dolºina najkraj²e poti, ki za£ne v

vozli²£u u in kon£a v v. V primeru, da taka pot ne obstaja, pravimo, da je razdalja

med to£kama u, v neskon£na.

Povezavni graf L(G) grafa G je enostaven graf, £igar mnoºico vozli²£ predstavljajo

povezave grafa G in velja, da je ef ∈ E(L(G)), £e in samo £e imata e in f skupno

kraji²£e v G. Z Nk(v) ozna£imo k-to sose²£ino to£ke v grafa G, ki je de�nirana na
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naslednji na£in

Nk(v) = {w ∈ V (G) : dG(v, w) = k}.

V primeru, ko je k = 1 indeks iz notacije izpustimo in zapi²emo le kot N(v). Za

povezavo e ∈ E(G) de�niramo k-to sose²£ino kot

Nk(e) = {f ∈ E(G) : dL(G)(e, f) = k}.

Za grafa G = (V1, E1) in H = (V2, E2) pravimo, da sta izomorfna (ozna£imo z

G ∼= H), £e obstaja tak²na bijektivna funkcija f : V1 → V2, za katero velja (u, v) ∈ E1,

£e in samo £e (f(u), f(v)) ∈ E2, za vsa vozli²£a u, v ∈ V1.
Podgraf H grafa G, ozna£imo z H ⊆ G, je graf, za katerega je V (H) ⊆ V (G) in

E(H) ⊆ E(G). H je induciran podgraf grafa G, £e je H ⊆ G in £e za vsako povezavo

e = uv ∈ E(H) velja, da je e ∈ E(G). �e je U = V (H) pravimo, da je H induciran na

mnoºici to£k U in ozna£imo z G[U ]. Naj bo W ⊆ E(G) mnoºica povezav in U mnoºica

vozli²£, ki predstavljajo kraji²£a povezav iz W . Potem je graf induciran na mnoºici

povezav W , G[W ], enak grafu induciranemu na mnoºci vozli²£ U .

Naj bo G enostaven graf. Mnoºica povezav M grafa G je prirejanje, £e povezave iz

M nimajo skupnih kraji²£. Prirejanje je popolno, £e je vsako vozli²£e grafa G kraji²£e

natanko ene povezave iz M .

De�nicija 2.1 (Mollard [35]). Za cela ²tevila l, λ,m > 0 pravimo, da je graf [l, λ,m]-

cikli£no regularen, £e vsaka pot dolºine l pripada natanko λ razli£nim ciklom dolºine

m.

Za vajo pokaºemo naslednjo trditev.

Trditev 2.2. Vsak [1, λ, 8]-cikli£no regularen kubi£en graf je tudi [0, 3λ/2, 8]-cikli£no

regularen. Obrat ne drºi.

Dokaz. Naj bo G poljuben [1, λ, 8]-cikli£no regularen kubi£en graf. Vzemimo poljubno

vozli²£e v ∈ V (G). Ker je G kubi£en, ima v tri sosednja vozli²£a, torej obstajajo tri

povezave s kraji²£em v v. Ker vsaka povezava leºi v λ razli£nih 8-ciklih, lahko hitro

preverimo, da je vozli²£e v vsebovano v 3λ/2 razli£nih 8-ciklih.

Da obrat ne drºi, se lahko prepri£amo na primeru grafa 5-prizme, glej sliko 2. Vsako

vozli²£e tega grafa leºi v ²tirih 8-ciklih, med tem ko so povezave v treh ali dveh razli£nih

8-ciklih.

De�nicija 2.3 (Osemkotna vrednost). Naj bo G poljuben graf. Preslikava σ : E(G)→
N vsaki povezavi iz grafa predpi²e vrednost σ(e), ki predstavlja ²tevilo razli£nih 8-

ciklov, v katerih leºi povezava e. Vrednosti σ(e) pravimo osemkotna vrednost povezave

e. Graf G ima konstantno osemkotno vrednost, £e σ predstavlja konstantno funkcijo.
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Slika 2: Vsi 8-cikli 5-prizme.

Posplo²eni Petersenovi gra�

Posplo²eni Petersenovi gra� predstavljajo druºino grafov, ki predstavlja posplo²itev

znanega Petersenovega grafa. Za potrebe naloge si poglejmo njihovo de�nicijo in ne-

katere lastnosti.

De�nicija 2.4. Za naravni ²tevili n, k, kjer je n ≥ 3 in n > k ≥ 1, je posplo²en

Peteresnov graf G(n, k) graf na mnoºico vozli²£

{u0, u1, . . . un−1, w0, w1, . . . , wn−1}.

Mnoºico povezav sestavljajo tri vrste povezav:

� zunanje povezave uiui+j,

� ²pice uiwi in

� notranje povezave wiwi+k,

kjer indeksi predstavljajo ostanke pri deljenju z n.

Slika 3: Primer posplo²enega Petersenovega grafa G(11, 3).

Opazimo, da sta grafa G(n, k) in G(n, n − k) izomorfna. �e je k = n/2 potem

ima graf G(n, n/2) vzporedne povezave (ni enostaven). Zaradi tega lahko omejimo

parametra n, k na naslednji na£in: n je ve£ji od 2 in k je manj²i od n/2.
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2.2 Algoritmi

Algoritem je kon£no zaporedje dobro de�niranih ukazov, s katerim re²imo dolo£eno

vrsto problemov oz. kaj izra£unamo. Algoritem sprejme neko vrednost ali niz vrednosti

kot vhodni podatek, jih obdela in uporabi za izra£un re²itve, ki jo vrne kot izhodni

podatek.

Pri analizi algoritma opazujemo njegovo pravilnost in £asovno zahtevnost, v£asih

celo prostorsko zahtevnost. Pravilnost algoritma pokaºemo z dokazom pravilnosti po-

stopka. �asovna zahtevnost algoritma je £as, ki ga algoritem porabi za re²itev problema

pri dani velikosti vhodnih podatkov. �asovno enoto predstavlja osnovna ra£unska ope-

racija, ki jo algoritem opravi. Ker se £as delovanja algoritma lahko razlikuje med

razli£nimi vhodnimi podatki iste velikosti, se obi£ajno upo²teva najslab²a £asovna zah-

tevnost, t.j. najve£ja koli£ina £asa potrebna za re²itev problema pri dani velikosti

vhodnih podatkov.

Primer 2.5. Algoritem Se²tej(a, b) prejme kot vhodne podatke dve celi ²tevili in

vrne njuno vsoto. Algoritem v vsaki izvedbi opravi le eno operacijo, zato je njegov £as

Algoritem 1 Se²tej(a, b).

Zahteva: Celi ²tevili a in b.

1: Vrni a+ b

izvajanja 1 enota.

Pri analizi £asovne zahtevnosti algoritma uporabljamo asimptotsko notacijo.

De�nicija 2.6. Naj bosta f(n) in g(n) funkciji, de�nirani nad podmnoºico realnih

²tevil. Pravimo, da je f(n) ∈ O(g(n)), natanko tedaj, ko obstaja pozitivna konstanta

k in realno ²tevilo n0, da velja

|f(n)| ≤ k · |g(n)|,

za vse n > n0.

Prav tako je f(n) ∈ Θ(g(n)), natanko tedaj, ko obstajata pozitivni konstanti k1, k2 in

realno ²tevilo n0, da velja

k1 · |g(n)| ≥ |f(n)| ≤ k2 · |g(n)|,

za vse n > n0.

Primer 2.7. Naj bo g(n) polinom �ksne stopnje k oblike

g(n) = akx
k + ak−1x

k−1 + · · ·+ a1x+ a0,

kjer so ai poljubna realna ²tevila in ak 6= 0. Potem je g(n) ∈ O(nk).



Klobas N. Hitro prepoznavanje nekaterih parametri£nih grafovskih druºin.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2020 9

Za algoritem pravimo, da te£e v linearnem £asu, £e je njegova £asovna zahtevnost

O(n). Kar pomeni, da je £as izvajanja algoritma najve£ kn, kjer je n velikost vhodnih

podatkov in k pozitivna konstanta.

De�nicija 2.8 (Spinrad [39]). Za algoritem pravimo, da je robusten, £e bodisi izra£una

pravilno re²itev, bodisi sklene, da vhodni podatki ne pripadajo ustreznemu razredu

podatkov.

Prepoznavanje grafov

Pomemben primer grafovskih algoritmov so algoritmi prepoznavanja, ki dolo£ijo, ali je

vhodni graf £lan dolo£ene grafovske druºine. Ti algoritmi re²ujejo problem prepozna-

vanja grafov, ki je de�niran na naslednji na£in.

Prepoznavanje grafov druºine X

Vhodni podatki: Poljuben graf G.

Naloga: Dolo£i, £e G pripada druºini X.

Algortimu, ki re²uje tak problem pravimo algoritem prepoznave druºine X.

V povezavi s prepoznavo grafov velikokrat govorimo tudi o problemu izomor�zmov

grafov. To je ra£unski problem, ki dolo£a, ali sta dana grafa izomorfna. V splo²nem ²e

ni znano, £e je ta problem re²ljiv v polinomskem £asu, niti £e je NP-poln. V na²em

primeru algoritem prepoznavanja grafov prejme kot vhodni podatek poljuben graf G,

za katerega dolo£i potencialnega izomorfnega £lana obravnavane druºine, nato pa za

njiju pregleda ²e, £e sta izomorfna. Za druºine grafov, ki jih obravnavamo v magistrski

nalogi, je pregledovanje izomorfnosti opravljeno v linearnem £asu.
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3 I-gra�

Druºina I-grafov je bila deleºna ²tevilnih raziskav, glede na njihovo grupo avtomor�zov

in izomor�zmov [6, 22, 37]. Poleg tega so Horvat idr. [22] opisali njihovo povezanost

in oºino, Boben idr. [6] pa so preu£ili njihovo dvodelnost, to£kovno tranzitivnost in si

ogledali tudi nekatere kon�guracije, ki se porodijo na dvodelnih I-gra�h.

I gra� predstavljajo eno izmed naravnih posplo²itev druºine posplo²enih Peterse-

novih grafov in so de�nirani na naslednji na£in.

De�nicija 3.1. Za naravna ²tevila n, j, k, kjer je n ≥ 3 in n > j, k ≥ 1, je I-graf

I(n, j, k) graf na mnoºico vozli²£

{u0, u1, . . . , un−1, w0, w1, . . . , wn−1}.

Mnoºico povezav sestavljajo tri vrste povezav:

� zunanje povezave uiui+j,

� ²pice uiwi in

� notranje povezave wiwi+k,

kjer indeksi predstavljajo ostanke pri deljenju z n.

Slika 4: Primer I-grafa I(12, 2, 3).
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Brez ²kode za splo²nost vedno privzamemo, da sta j, k < n/2. Ker sta I(n, j, k) in

I(n, k, j) izomorfna, se v magistrski nalogi omejimo na primere, ko je j ≤ k. Posplo²eni

Petersenovi gra� tvorijo podrazred I-grafov, kjer ima parameter j vrednost 1.

V svojem delu so Pisanski idr. [6] dokazali, da je I-graf nepovezan kadarkoli je

d = gcd(n, j, k) > 1. V tem primeru je graf sestavljen iz d kopij grafa I(n/d, j/d, k/d).

V magistrski nalogi bomo zato obravnavali le primere, ko je gcd(n, j, k) = 1, saj lahko v

nasprotnem primeru analiziramo vsako komponento posami£no. Izomor�zmi I-grafov

so natan£no karakterizirani z naslednjim izrekom.

Izrek 3.2 (Horvat idr. [22]). I-grafa, I(n, j, k) in I(n′, j′, k′) sta izomorfna, £e in samo

£e obstaja tako celo ²tevilo a, tuje z n, za katerega velja bodisi {j′, k′} = {aj (mod n), ak

(mod n)} bodisi {j′, k′} = {aj (mod n),−ak (mod n)}.

V celotnem poglavju, kadarkoli govorimo o I-gra�h z dolo£enimi parametri, imamo

v mislih le leksikografsko najmanj²e parametre, s katerimi je graf enoli£no dolo£en.

Npr. po izreku 3.2 velja I(26, 3, 11) ∼= I(26, 7, 9) ∼= I(26, 1, 5) ∼= G(26, 5). Torej bomo

namesto I(26, 3, 11) pisali kar G(26, 5).

3.1 Ekvivalentni 8-cikli

Vsak I-graf premore rotacijo ρ, de�nirano na naraven na£in: ρ(ui) = ui+1, ρ(wi) =

wi+1. �e n krat uporabimo rotacijo ρ, dobimo identi£no preslikavo. Delovanje presli-

kave ρ na poljubnem I-grafu razdeli mnoºico povezav na 3 orbite, in sicer na orbito

zunanjih povezav, ki jo ozna£imo z EJ , orbito notranjih povezav, EI in orbito ²pic, ES.

Povezave iz istih orbit imajo enako osemkotno vrednost, ki jo ozna£imo z σJ , σS in σI .

Tako de�niramo osemkotna vrednost I-grafa trojica (σJ , σS, σI).

V I-grafu I(n, j, k) zunanje povezave EJ inducirajo gcd(n, j)-ciklov dolºine n/ gcd(n, j),

notranje povezave EI inducirajo gcd(n, k)-ciklov dolºine n/ gcd(n, k), ²pice ES pa in-

ducirajo popolno prirejanje.

Pravimo, da sta 8-cikla v I-grafu ekvivalentna, £e lahko slikamo prvega v drugega

samo z uporabo rotacije ρ. V primeru, da cikla nista ekvivalentna, sta neekvivalentna.

Naj bo G ∼= I(n, j, k) poljuben I-graf in C en izmed njegovih 8-ciklov. Z γ(C)

ozna£imo ²tevilo ekvivalentinh 8-ciklov ciklu C v grafu G. Vsak 8-cikel prispeva k

osemkotni vrednosti grafa. Prispevano vrednost ozna£imo s τ(C), ki je de�nirana

kot trojica (δj, δs, δi), kjer izra£unamo δj, δs, δi tako, da pre²tejemo ²tevilo zunanjih

povezav, ²pic in notranjih povezav v ciklu C in te vrednosti pomnoºimo z γ/n. �e graf

G premore m neekvivalentnih ciklov, potem izra£unamo osemkotno vrednost grafa na

naslednji na£in

(σJ , σS, σI) =
m∑
i=1

τ(Ci).
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Naslednjo trditev lahko uporabimo tudi kot primer zgoraj omenjenih de�nicij. Ne

smemo pozabiti, da upo²tevamo samo I-grafe pri katerih je gcd(n, j, k) = 1.

Trditev 3.3. V grafu I(n, j, k), kjer je n > 3 in sta k in j tak²ni celi ²tevili, da velja

k, j < n/2 , vedno obstaja 8-cikel.

Dokaz. Imamo dve moºnosti, £e sta k in j razli£na, potem ima 8-cikel nasledjo obliko

C∗ = (w0, w±k, u±k, u±k±j, w±k±j, w±j, u±j, u0).

V primeru, ko sta k in j enaka, pa je 8-cikel oblike

C7 = (u0, uk, u2k, u3k, w3k, w2k, wk, w0).

3.2 Karakterizacija neekvivalentnih 8-ciklov

V tem razdelku izpi²emo in natan£no obravnavamo vse moºne neekvivalentne 8-cikle

v I-gra�h. Za vsak tak 8-cikel dolo£imo tudi prispevek k vrednostim (σJ , σS, σI).

(a) Cikel C∗. (b) Cikel C0.
(c) Cikel C1 v modri in

C2 v rde£i bravi.
(d) Cikel C3.

(e) Cikel C4. (f) Cikel C5. (g) Cikel C6. (h) Cikel C7.

Slika 5: Primer neekvivalentnih 8-ciklov v I-gra�h.

Analiza primerov je obravnavana v slede£ih razdelkih. Najprej lo£imo 8-cikle po

²tevilu ²pic, ki jih premorejo. Po kratkem premisleku opazimo, da ima lahko poljuben 8-

cikel le sodo ²tevilo ²pic, tj. 0, 4 oz. 2. Prva dva primera obravnavamo v razdelkih 3.2.1
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in 3.2.2. Za zadnji primer pa analizo razdelimo ²e glede na ²tevilo zunanjih in notranjih

povezav, ki jih 8-cikel premore. Ti primeri so obravnavani v razdelkih 3.2.3, 3.2.4 in

3.2.5. Vsi cikli so prikazani na sliki 5 in predstavljeni v preglednici 1.

3.2.1 8-cikli s 4 ²picami

Poleg ²tirih ²pic mora 8-cikel imeti ²e dve zunanji in dve notranji povezavi. Ko izberemo

²pico imamo v 8-ciklu ²e dve moºnosti, kako izbrati notranjo (zunanjo) povezavo. Po

temeljiti analizi ugotovimo, da imamo lahko le dva tak²na 8-cikla, in sicer C∗ (glej

sliko 5a), ki obstaja kadakoli je k 6= j in pa C0, ki ima naslednjo obliko:

C0 = (w0, w±k, u±k, u±k±j, w±k±j, w±2k±j, u±2k±j, u±2k±2j),

glej sliko 5b. Cikel C0 obstaja, ko je 2k + 2j = n. Hitro lahko preverimo, da velja

ρn(C∗) = C∗ in ρn/2(C0) = C0 . Torej je vrednost γ-cikla C∗ enaka n in n/2 za cikel

C0. Ta cikla prispevata v osemkotno vrednost grafa (2, 4, 2), v primeru C∗ in (1, 2, 1),

v primeru C0.

3.2.2 8-cikli brez ²pic

V tem primeru imamo dve moºnosti za tak cikel, bodisi leºi popolnoma na notranjem

obro£u bodisi na zunanjem obro£u (glej sliko 5c). Ti cikli so naslednje oblike:

C1 = (u0, uj, u2j, u3j, u4j, u5j, u6j, u7j),

C2 = (w0, wk, w2k, w3k, w4k, w5k, w6k, w7k),

Po de�niciji I-grafov so cikli na zunanjem oz. notrnajem obro£u dolºine n/ gcd(n, j)

oz. n/ gcd(n, k), torej ti cikli obstajajo, ko je 8j ≡ 0 (mod n) oz. 8k ≡ 0 (mod n). Z

uporabo te ena£be in dejstvom, da sta j, k < n/2 dobimo naslednje pogoje za obstoj

teh ciklov: 8j = n ali 8k = n oz. 8j = 3n ali 8j = 3n. V primeru, ko je 8j = 2n oz.

8k = 2n, lahko poenostavimo ena£bo na 4j = n oz. 4k = n, kar pomeni, da imamo

dva 4-cikla in zato ta primer odpade.

Vsaka zunanja oz. notranja povezava se pojavi v le enem ciklu te oblike, zato obstaja

n/8 tak²nih ekvivalentnih ciklov. Cikla prispevata (1, 0, 0) oz. (0, 0, 1) k osemkotni

vrednosti grafa.
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3.2.3 8-cikli z 1 povezavo na zunanjem oz. notranjem obro£u

V tem primeru so cikli oblike

C3 = (w0, wk, w2k, w3k, w4k, w5k, u5k, u5k±j) ali

C4 = (u0, uj, u2j, u3j, u4j, u5j, w5j, w5j±k),

glej tudi sliki 5d in 5e. Ti cikli obstajajo, ko je 5k + j ≡ 0 (mod n) ali 5k − j ≡ 0

(mod n) za prvi primer in k + 5j ≡ 0 (mod n) za drugi primer. Ker imajo cikli te

oblike le eno zunanjo oz. notranjo povezavo imamo v grafu n tak²nih ekvivalentnih

ciklov. Torej je njihov prispevek k osemkotni vrednosti grafa (1, 2, 5) oz. (5, 2, 1).

3.2.4 8-cikli z 2 povezavama na zunanjem oz. notranjem obro£u

V tem primeru so cikli oblike

C5 = (w0, wk, w2k, w3k, w4k, u4k, u4k±j, u4k±2j) ali

C6 = (u0, uj, u2j, u3j, u4j, w4j, w4j±k, w4j±2k),

glej tudi sliki 5f in 5g. Ti cikli obstajajo, ko je 4k + 2j ≡ 0 (mod n) ali 4k − 2j ≡ 0

(mod n) za prvi primer in 2k + 4j ≡ 0 (mod n) ali 2k − 4j ≡ 0 (mod n) za drugi

primer. �e ºelimo dolo£iti prispevek ciklov k osemkotni vrednosti grafa, se moramo

prepri£ati, da imamo v grafu n tak²nih ekvivalentnih 8-ciklov. V primeru cikla C5 to

dokaºemo tako, da vzamemo to£ke u4k, u4k±j, u4k±2j iz zunanjega obro£a. Dve izmed

njih, natan£neje u4k in u4k±2j, sta kraji²£i zunanje povezave in ²pice iz opazovanega

cikla, to£ka u4k±j pa predstavlja kraji²£e dveh zunanjih povezav. �e torej ºelimo, da je

γ(C5) manj²i od n, bi moralo obstajati tako pozitivno ²tevilo i, da je ρi(u4k) = u4k±2j

in ρi(u4k±j) = u4k±j, kar ni mogo£e. Torej je γ(C5) = n. Podobno lahko trdimo za

C6. Zato je v grafu n ekvivalentnih 8-ciklov cikloma C5 in C6 , ki prispevajo (2, 2, 4)

in (4, 2, 2) k osemkotni vrednosti grafa.

3.2.5 8-cikli s 3 povezavami na zunanjem oz. notranjem obro£u

V tem primeru so cikli oblike:

C7 = (u0, uj, u2j, u3j, w3j, w3j±k, w3j±2k, w3j±3k),

glej tudi sliko 5h. Ti cikli obstajajo, ko je 3k + 3j ≡ 0 (mod n) ali 3k − 3j ≡ 0

(mod n). Z uporabo podobnega pristopa kot v prejpnjem primeru lahko pokaºemo, da
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Preglednica 1: Vsi neekvivalentni 8-cikli v I-gra�h skupaj z njihovimi pogoji za obstoj.

Oznaka Predstavnik 8-ciklov Pogoji za obstoj

C∗ (w0, w±k, u±k, u±k±j, w±k±j, w±j, u±j, u0) k 6= j and n > 4

C0 (w0, w±k, u±k, u±k±j, w±k±j, w±2k±j, u±2k±j, u±2k±2j) 2k + 2j = n

C1 (u0, uj, u2j, u3j, u4j, u5j, u6j, u7j) 8j = n ali 3n

C2 (w0, wk, w2k, w3k, w4k, w5k, w6k, w7k) 8k = n ali 3n

C3

(w0, wk, w2k, w3k, w4k, w5k, u5k, u5k+j) 5k + j = n ali 2n

(w0, wk, w2k, w3k, w4k, w5k, u5k, u5k−j) 5k − j = n ali 2n

C4

(u0, uj, u2j, u3j, u4j, u5j, w5j, w5j+k) k + 5j = n ali 2n

(u0, uj, u2j, u3j, u4j, u5j, w5j, w5j−k) 5j − k = 2n ali n ali 0

C5

(w0, wk, w2k, w3k, w4k, u4k, u4k+j, u4k+2j) 4k + 2j = n ali 2k + j = n

(w0, wk, w2k, w3k, w4k, u4k, u4k−j, u4k−2j) 4k − 2j = n

C6

(u0, uj, u2j, u3j, u4j, w4j, w4j+k, w4j+2k) 2k + 4j = n ali k + 2j = n

(u0, uj, u2j, u3j, u4j, w4j, w4j−k, w4j−2k) 4j − 2k = n ali 0

C7

(w0, wk, w2k, w3k, u3k, u3k+j, u3k+2j, u3k+3j) 3k + 3j = n ali 2n

(w0, wk, w2k, w3k, u3k, u3k−j, u3k−2j, u3k−3j) 3k − 3j = n ali 0

graf premore n tak²nih ekvivalentnih ciklov. �e vzamemo na zunanjem obro£u to£ke

u0, uj, u2j, u3j opazimo, da se prva in zadnja to£ka pojavita na ²pici in zunanji povezavi,

med tem ko sta u0 in u2j le na dveh zunanjih povezavah opazovanega cikla. V tem

primeru bi morala preslikava ρi preslikati u0 na u3j in uj na u2j, za neko pozitivno celo

²tevilo i < n, kar je nemogo£e. Zato je v grafu n ekvivalentnih 8-ciklov ciklu C7, ki

prispevajo (3, 2, 3) k osemkotni vrednosti grafa.

Preglednica 2: Prispevek 8-ciklov k oksemkotni vrednosti grafa in ²tevilo ekvivalentnih

8-ciklov v I-gra�h.

Label C∗ C0 C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7

τ (C) (2, 4, 2) (1, 2, 1) (0, 0, 1) (1, 0, 0) (5, 2, 1) (1, 2, 5) (4, 2, 2) (2, 2, 4) (3, 2, 3)

γ(C) n n/2 n/8 n/8 n n n n n

Vsi moºni neekvivalentni 8-cikli, ki se pojavijo v I-gra�h, so zapisani v preglednici 1

skupaj z njihovimi pogoji za obstoj, med tem ko so njihovi prispevki k osemkotni

vrednosti grafa in ²tevilo ekvivalentnih 8-ciklov povzeti v preglednici 2.

3.3 Konstantna osemkotna vrednost grafa

Kot smo opazili v prej²njih razdelkih, vsak 8-cikel prispeva dolo£en deleº k osemkotni

vrednosti vsake particije povezav I-grafa. Izkaºe se, da lahko dolo£imo parametre

danega grafa, £e lahko prepoznamo vsaj eno particijo njegovih povezav. Zato ºelimo
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najprej dolo£iti grafe, pri katerih ne moremo prepoznati nobene particije. To so gra� s

konstantno osemkotno vrednostjo, za katere velja, da se vsaka povezava dotika enakega

²tevila 8-ciklov. Te grafe imenujemo [1, λ, 8]-cikli£no regularni gra�.

Da dolo£imo parametre [1, λ, 8]-cikli£no regularnih I-grafov, si moramo ogledati

vse moºne kombinacije 8-ciklov, ki jih graf lahko ima. Ker so I-gra� dolo£eni s tremi

parametri in vsi 8-cikli dajejo omejitve za te parametre, je dovolj, da razmislimo o

kobinacijah z najve£ ²tirimi cikli. Nekateri 8-cikli imajo ve£ pogojev obstoja, zato se

lahko zgodi, da ima I-graf ve£ 8-ciklov iste oblike. Po natan£nem pregledu pogojev

obstoja vseh ciklov opazimo, da se to zgodi le s cikli C5, C6 in C7. V prvih dveh

primerih je graf izomorfen grafu G(8, 2), v zadnjem pa grafu G(6, 1). V obeh primerih

graf nima konstantne osemkotne vrednosti. Poglejmo si, kako smo pri²li do re²itve na

primeru cikla C5, ostala primera re²imo na podoben na£in.

Trditev 3.4. �e I-graf premore dva 8-cikla oblike C5 potem je izomorfen grafu G(8, 2).

Dokaz. Cikel C5 ima tri pogoje obstoja, dva izmed njih se med seboj ne izklju£ujeta.

To sta 2k + j = n in pa 4j − 2k = n. Parametri (n, j, k), ki zado²£ajo tem pogo-

jem, so (8, 3, 2). Z uporabo karakterizacije izomor�zma I-grafov (izrek 3.2) dobimo

I(8, 3, 2) ∼= I(8, 2, 1). Torej graf I(8, 2, 1) premore dve obliki cikla C5. �e ºelimo iz-

ra£unati osemkotno vrednost tega grafa, moramo najprej poiskati vse neekvivalentne

8-cikle, ki jih graf premore. Ti cikli so C∗, C2 in pa dvakrat C5. Torej ima graf I(8, 3, 2)

osemkotno vrednost enako (2, 4, 2) + (1, 0, 0) + 2 · (4, 2, 2) = (11, 8, 6), ki ni konstantna.

Vemo tudi, da je I(8, 2, 1) ∼= I(8, 1, 2) = G(8, 2).

V ostalih 8-ciklih se pogoji obstoja izklju£ujejo, zato se v poljubnem I-grafu, glede

na ekvivalentnost, vsak cikel pojavi najve£ enkrat. V nadaljevanju na kratko obravna-

vamo pare oz. trojice ciklov, ki zagotavljajo konstantno osemkotno vrednost grafa.

3.3.1 Obstoj ciklov C0 in C7

�e ima I-graf G le dva neekvivalentna 8-cikla, enega oblike C0 in drugega oblike C7,

potem je njegova osemkotna vrednost enaka (4, 4, 4). V tem primeru graf ne premore

nobenega drugega 8-cikla, torej niti C∗, kar se zgodi natanko tedaj, ko sta parametra

j in k enaka. �e sedaj ob tem upo²tevamo ²e pogoje obstoja ciklov C0 in C7, dobimo,

da je G izomorfen grafu G(4, 1).

3.3.2 Obstoj ciklov C0, C1 in C2

I-graf G, ki premore le cikle C0, C1 in C2, ima osemkotno vrednost enako (2, 2, 2). �e

upo²tevamo pogoje obstoja za te tri cikle in dejstvo, da C∗ ne sme obstajati, opazimo,

da ni moºno najti predstavnika iz druºine I-grafov, ki bi tem pogojem zado²£al.
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3.3.3 Obstoj ciklov C3, C4 in C∗

V primeru, ko I-graf premore le cikle C3, C4 in C∗, je njegova osemkotna vrednost

enaka (8, 8, 8). Z uporabo pogojev obstoja teh ciklov izra£unamo vse take neizomorfne

I-grafe. Rezultati ra£unanja so povzeti v preglednici 3, kjer upo²tevamo pogoj j 6= k,

ki ga daje cikel C∗.

Preglednica 3: I-gra�, ki premorejo cikle C3, C4 in C∗.

C3

C4
k + 5j = n k + 5j = 2n 5j − k = 2n 5j − k = n 5j − k = 0

5k + j = n ne obstaja G(8, 3) G(26, 5) G(13, 5) G(26, 5)

5k + j = 2n G(8, 3) ne obstaja G(13, 5) G(26, 5) G(13, 5)

5k − j = 2n G(26, 5) G(13, 5) ne obstaja G(24, 5) G(12, 5)

5k − j = n G(13, 5) G(26, 5) G(24, 5) ne obstaja G(24, 5)

3.3.4 Obstoj ciklov C5, C6 in C∗

V primeru, ko I-graf premore le cikle C5, C6 in C∗, ima osemkotno vrednost enako

(8, 8, 8). V preglednici 4 so predstavljeni gra�, ki zado²£ajo tem pogojem.

Preglednica 4: I-gra�, ki premorejo cikle C5, C6 in C∗.

C5

C6
2k + 4j = n k + 2j = n 4j − 2k = n 4j − 2k = 0

4k + 2j = n ne obstaja ne obstaja G(10, 3) G(10, 2)

2k + j = n ne obstaja ne obstaja G(10, 2) G(5, 2)

4k − 2j = n G(10, 3) G(10, 2) ne obstaja ne obstaja

3.3.5 I-gra� brez 8-ciklov

V primeru, da I-graf ne premore nobenega 8-cikla, je njegova osemkotna vrednost

enaka (0, 0, 0). To se zgodi le, ko je graf izomorfen grafu trikotne prizme G(3, 1).

Povzetek analize primerov

Ob upo²tevanju izreka 3.2 o karakterizaciji izomor�zmov I-grafov in celotne analiza

8-ciklov, ki smo jo opravili, dobimo naslednji izrek.
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Izrek 3.5. Poljuben I-graf je [1, λ, 8]-cikli£no regularen le v primeru, ko je izomorfen

grafu I(n, j, k), kjer je j = 1 in

(n, k) ∈ {(3, 1), (4, 1), (5, 2), (8, 3), (10, 2), (10, 3), (12, 5), (13, 5), (24, 5), (26, 5)}.

Ti gra� so na kratko predstavljeni v preglednici 5 in na sliki 6. Zanimivo je, da so vsi

[1, λ, 8]-cikli£no regularni I-gra� pravzaprav gra� iz druºine posplo²enih Petersenovih

grafov. Z izjemo G(13, 5) in G(26, 5) so vsi ostali povezavno tranzitivni. Izkaºe se, da

so to edini povezavno tranzitivni gra� iz te druºine (glej [17]).

Preglednica 5: Vsi [1, λ, 8]-cikli£no regularni I-gra�, vrednost λ in njihova imena.

Graf Vrednost parametra λ Ime

G(3, 1) 0 3-prizma

G(4, 1) 4 Kocka

G(5, 2) 8 Petersenov graf

G(8, 3) 8 Möbius-Kantorjev graf

G(10, 2) 8 Dodekaeder

G(10, 3) 8 Desarguesov graf

G(12, 5) 8 Naurujev graf (F024A)

G(13, 5) 8 /

G(24, 5) 8 F048A

G(26, 5) 8 /

3.4 Prepoznava I-grafov

V tem razdelku je predstavljen robusten algoritem, ki kot vhodne podatke prejme

poljuben graf, za katerega dolo£i, £e spada v druºino I-grafov ali ne. V primeru, da je

graf £lan na²e druºine, algoritem vrne parametre grafa in certifkat pravilnosti (natan£en

izomor�zem med vhodnim grafom in £lanom druºine). Algoritem je natan£no zapisan

z algoritmom 2.

Algoritem prejme kot vhodni podatek poljuben graf G, £e je G £lan druºine I-

grafov in ni [1, λ, 8]-cikli£no regularen, potem lahko takoj prepoznamo orbito povezav

(EI , EJ , ali ES) velikosti |V (G)|/2. Izrek 3.5 zagotavlja, da je graf iz opazovane druºine
[1, λ, 8]-cikli£no regularen samo v kon£no mnogo primerih (glej sliko 6). Ker je izra£un

osemkotne vrednosti vsake povezave opravljen v konstantnem £asu in ker imamo kon£no

mnogo [1, λ, 8]-cikli£no regularnih I-grafov, naslednja posledica drºi.

Posledica 3.6. I-grafe lahko prepoznamo v linearnem £asu.

Dokaz predstavlja algoritem, ki je podan in analiziran v razdelkih 3.4.1 in 3.4.2.
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(a) 3-prizma.
(b) Kocka (c) Petersenov graf.

(d) Möbius-Kantorjev

graf.

(e) Dodekaeder. (f) Desarguesov graf. (g) Naurujev graf. (h) G(13, 5).

(i) F048A ∼= G(24, 5). (j) G(26, 5).

Slika 6: Vsi [1, λ, 8]-cikli£no regularni I-gra�.

3.4.1 Algoritem in njegova analiza

Algoritem 2 za prepoznavo I-grafov je podoben algoritmu za prepoznavo dvojno po-

splo²enih Petersenovih grafov 4.1. Razlika je v predpisu funkcije Raz²iri(G,U). V tem

razdelku navedemo algoritem in analiziramo njegovo pravilnost ter £asovno zahtevnost

skupaj s funkcijo Raz²iri(G,U) de�nirano za I-grafe.

�e vhodni graf G algoritma 2 ni kubi£en, potem zagotovo ni £lan druºine I-grafov.

Postopek, ki preveri ali je graf kubi£en, je opravljen v linearnem £asu, torej lahko pre-

prosto domnevamo, da je G kubi£en. Poleg tega, £e G ni povezan, potem je lahko £lan

opazovane druºine le v primeru, ko je G sestavljen iz ve£ izomorfnih komponent grafa I

z enakimi parametri. Ta primer lahko obravnavamo lo£eno, tako da posebej preverimo

vsako komponento in primerjamo dobljene parametre. Zato brez ²kode za splo²nost
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Algoritem 2 Postopek prepoznavanja I-grafov ali DP grafov, odvisno od funkcije

Raz²iri(G,U).

Zahteva: Povezan, kubi£ni graf G

1: P ← prazen slovar

2: za e ∈ E(G) naredi

3: s = osemkotnaVrednost(e) . izra£unamo σ(e)

4: P [s].dodaj(e)

5: U ← element slovarja P z najmanj²o pozitivno kardinalnostjo

6: £e je U unija disjunktnih ciklov potem

7: U ← {e | e ∈ E(G), e je kraji²£e povezave iz U} . U je popolno prirejanje

grafa G

8: vrni Raz²iri(G,U)

predpostavimo, da je vhodni graf povezan. Algoritem 2 je sestavljen iz naslednjih 3

delov.

Razdelitev mnoºice povezav na razli£ne dele, glede na osemkotno vrednost.

Algoritem izra£una osemkotno vrednost vsake povezave e ∈ E(G) in zgradi mnoºico

particij P povezav grafa (glej vrstice 1 � 4). Ker je G kubi£en in so vsi 8-cikli, ki

vsebujejo povezavo e na razdalji najve£ 4 od povezave e, je dovolj da preverimo podgraf

H = G[∪4i=0Ni(e)] grafa G z najve£ 62 vozli²£i, da izra£unamo osemkotno vrednost

povezave. Torej je izra£un osemkotnaVrednost(e) opravljen v £asu O(1) za vsako

povezavo e, celoten del pa v Θ(|E(G)|).

Prepoznava orbite povezav, ki ustreza naboru ²pic. V vrsticah 5 � 7 dolo£imo

orbito povezav, ki ustreza ²picam grafa. Za ta del potrebujemo O(|E(G)|/3) dodatnega

£asa.

Uporaba mnoºice U za dolo£itev parametrov danega grafa. Algoritem upo-

rabi izra£unano mnoºico U za dolo£itev natan£nega izomor�zma med G in I-grafom,

£e le ta obstaja. Ta postopek se izvede s pomo£jo funkcije Raz²iri(G,U).

�e za grafG velja, da 2 ne deli |V (G)|, potem funkcijaRaz²iri(G,U) grafG zavrne.

V nasprotnem primeru, naj bo n = |V (G)|/2 in H = G[U ]. Imamo dve moºnosti.

H = G. V tem primeru ima G konstantno osemkotno vrednost. Vseh I-grafov s kon-

stantno osemkotno vrednostjo je 10 (glej sliko 6). �e je G £lan druºine I-grafov,

potem mora biti izomorfen enemu izmed njih. Preverjanje izomorfnosti je opra-

vljeno v konstantnem £asu.
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H ima 2n vozli²£ in je 1 regularen. V tem primeru predstavlja mnoºica U po-

polno prirejanje grafa G, mnoºica E(G) \ U pa unijo disjunktnih ciklov. �e

je G iz druºine I-grafov, potem obstajajo taka pozitivna cela ²tevila j1, j2, l1, l2,

kjer je j1 ≤ j2, tako da imamo v mnoºici E(G)\U natanko j1-ciklov dolºine l1 in

j2-ciklov dolºine l2. Preveriti je potrebno ²e, £e je G ∼= I(n, j1, k). Ta postopek

opi²emo v slede£em razdelku, kjer izra£unamo ²e parameter k in pokaºemo, da

se celotna funkcija Raz²iri(G,U) izvede v linearnem £asu.

�e H in G izpolnjujeta eno izmed zgornjih moºnosti in £e izomor�zem obstaja, potem

algoritem vrne parametre ustreznega izomorfnega I-grafa, v nasprotnem primeru graf

G ni iz na²e druºine in ga algoritem zavrne.

3.4.2 Dolo£itev natan£nega izomor�zma z I-gra�

Algoritem 3 predstavlja zaporedje ukazov, ki ga izvr²i funkcija Raz²iri(G,U), algo-

ritma 2. Algoritem prejme kot vhodni podatek graf G in njegovo popolno prirejanje U

ter vrne natan£en izomor�zem med grafom G in predstavnikom druºine I-grafov, £e le

ta obstaja.

Algoritem 3 Dolo£itev natan£nega izomor�zma med grafom G in I-grafom.
Zahteva: povezan, kubi£en graf G na 2n vozli²£ih in njegovo popolno prirejanje U

1: j, k, l1, l2 ← ²tevilo ciklov v mnoºici F = E(G) \ U in njihove dolºine

2: Fiksiraj enega izmed l1-ciklov C iz mnoºice F , kot (u0, uj, . . . , u(l1−1)j).

3: za i ∈ [0, j, 2j, . . . , (l1 − 1)j] naredi

4: Z uporabo U dolo£i imena vozli²£ wi in wi+j na l2-ciklu.

5: za v ∈ N(wi) \ ui in v′ ∈ N(wi+j) \ ui+j naredi

6: Dolo£i u, u′ sosedi od v, v′ z uporabo popolnega prirejanja U .

7: £e uu′ ∈ E(G) potem

8: Ozna£i v, v′, u, u′ kot wi+k, wi+k+j, ui+k, ui+j+k. . Dobimo parameter k

9: Kon£aj

10: Z uporabo l2-ciklov iz F poimenuj preostala notranja vozli²£a wi, wi+k, wi+2k . . .

in wi+k+j, wi+2k+j, wi+3k+j . . .

11: Z uporabo U ozna£i vsa zunanja vozli²£a.

Graf G in mnoºica U zado²£ata za£etnim pogojem, saj smo to preverili ºe v prej-

²njem algoritmu. Naj bo n = |V (G)|/2. V celotni analizi algoritma gledamo indekse

kot ostanke pri deljenju z n.

Ker je U popolno prirejanje, je mnoºica F = E(G) \U unija vsaj dveh disjunktnih

ciklov. G je povezan graf, zato mnoºica F premore bodisi 2-cikla dolºine n bodisi ve£
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ciklov dveh razli£nih dolºin. V vrstici 1 dolo£imo ²tevilo dalj²ih ciklov, j in njihovo

dolºino l1. To opravimo v £asu O(|E(G)|).
Izberemo en cikel dolºine l1 iz mnoºice F in ga poloºimo na zunanji obro£, kot

(u0, uj, . . . , u(l1−1)j). Ko je cikel �ksiran se sprehodimo £ez vsa njegova vozli²£a in za

vsak par sosednjih vozli²£ ui in ui+j, z uporabo popolnega prirejanja U , ozna£imo

istoleºni vozli²£i wi, wi+j na notranjem obro£u. Vzamemo vozi²£i v ∈ N(wi) \ ui in
v′ ∈ N(wi+j)\ui+j iz notranjega obro£a, dolo£imo njuni sosednji to£ki u, u′ na zunanjem

obro£u in preverimo, £e sta u in u′ sosednji. Za laºjo predstavo glej sliko 7. Ker ima

Slika 7: Proces, kako dolo£imo cikel v algoritmu 3 (glej vrstico 5).

mnoºica N(wi) \ ui, za vsak i, natanko 2 elementa, se ta proces (zanka na vrstici 5)

izvede najve£ 4 krat.

V primeru, da sta u in u′ povezani, smo na²li cikel in preimenujemo vozli²£a

v, v′, u, u′ v wi+k, wi+k+j, ui+k, ui+j+k. Sedaj dolo£imo tudi parameter k. �e je k = j

dobimo s tem procesom 4-cikel. To nam ne dela teºav, ker v tem primeru poimenu-

jemo vsa vozli²£a, saj imamo v F le dva cikla dolºine n. V primeru, ko k 6= j, dobimo

8-cikel C∗ = (ui, ui+j, wi+j, wi+j+k, ui+j+k, ui+k, wi+k, wi), ki poimenuje nekatera doda-

tna vozli²£a. Sedaj z uporabo ciklov iz F , ki leºijo na notranjih vozli²£ih ustrezno

poimenujemo preostala notranja vozli²£a. Ker je graf povezan in za I-graf I(n, j, k)

velja, da je gcd(n, j, k) = 1 hitro vidimo, da smo po kon£ani vrstici 10 ozna£ili vsa

notranja vozli²£a. Na koncu z uporabo popolnega prirejanja poimenujemo ²e zunanja

vozli²£a. �e se je postopek ustrezno izvedel, smo dobili natan£en predpis izomor�zma

med grafom G in I-grafom I(n, j, k).

Celoten algoritem porabi Θ(|E(G)|) £asa za izvedbo, kar zagotavlja linearni £as

delovanja algoritma 2.
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4 Dvojno posplo²eni Petersenovi

gra�

Dvojno posplo²eni Petersenovi gra� so bili deleºni nekoliko manj raziskav kakor I-gra�.

Kljub temu so zanje znani nekateri zanimivi rezultati, npr. leta 2016 sta Kutnar in

Petecki [31] karakterizirala grupo avtomor�zmov in opazovala njihovo hamiltonskost,

vozli²£no ter povezavno obarvanost.

Kakor ºe omenjeno, dvojno posplo²eni Petersenovi gra� predstavljajo ²e eno na-

ravno posplo²itev posplo²enih Petersenovih grafov. De�niramo jih na naslednji na£in.

De�nicija 4.1. Za naravni ²tevili n, k, kjer je n ≥ 3 in n/2 > k ≥ 1, je dvojno

posplo²eni Petersenov graf DP(n, k), graf z mnoºico vozli²£

{u0, u1, . . . , un−1, w0, w1, . . . , wn−1, x0, x1, . . . , xn−1, y0, y1, . . . , yn−1}.

Mnoºico povezav sestavljajo tri vrste povezav:

� zunanje povezave uiui+1 in xixi+1,

� ²pice uiwi in xiyi in

� notranje povezave wiyi+k in yiwi+k,

kjer indeksi predstavljajo ostanke pri deljenju z n.

Graf DP(n, k) dobimo, £e vzamemo dve kopiji posplo²enega Petersenovega grafa

G(n/2, k), kjer priredimo notranje povezave in sicer poveºemo i-to vozli²£e prve kopije

grafa z i+ k-tim vozli²£em iz druge kopije in obratno. Za laºjo predstavo glej sliko 8a.

Te grafe lahko nari²emo tudi na na£in, da sta kopiji grafa G(n/2, k) ena v drugi

in sicer tako, da postavimo vozli²£a na 4 kocentri£ne obro£e. Zunanji obro£ je sesta-

vljen iz vozli²£ u0, u1, . . . , un−1, naslednji ima vozli²£a w0, w1, . . . , wn−1, sledijo vozli²£a

y0, y1, . . . , yn−1 in notranji obro£ iz x0, x1, . . . , xn−1, glej sliko 8b.

Dvojno posplo²eni Petersenovi gra� so v nekaterih primerih izomorfni posplo²enim

Petersenovim grafom. Natan£na karakterizacija sledi v naslednjem izreku.

Izrek 4.2 (Qin idr. [38]). Grafa DP(n, k) in G(n′, k′) sta izomorfna natanko tedaj, ko

je n liho pozitivno celo ²tevilo in velja, da je gcd(n, k) = 1. V tem primeru je n′ = 2n

in k′ enoli£no pozitivno sodo za katerega je kk′ ≡ ±1 (mod n).
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(a) Graf DP(6, 2).
(b) Graf DP(6, 2) narisan

na preglednej²i na£in.

Slika 8: Primer dvojno posplo²enega Petersenovega grafa DP(6, 2).

Primer 4.3. Po izreku 4.2 sledi, da sta grafa DP(7, 2) in G(14, 3) izomorfna, saj je

2 · 3 ≡ −1 (mod 7).

Slika 9: Izomorfna grafa DP(7, 2) in G(14, 3).

V splo²nem izomor�zmi dvojno posplo²enih Petersenovih grafov niso karakterizi-

rani, vendar jih lahko dolo£imo v nekaterih primerih.

Izrek 4.4. Naj bosta n, k pozitivni celi ²tevili, kjer je n sod in k < n/2. Potem je graf

DP(n, k) izomorfen grafu DP(n, n/2− k).

Dokaz. Vse indekse v dokazu gledamo po modulu n.

Naj bodo ui, wi, xi, yi, for i = 0, . . . , n − 1 vozli²£a grafa DP(n, k) s povezavami

uiui+1, xixi+1, wiyi+k, yiwi+k, uiwi, xiyi. Naj bo j = n/2 − k. De�nirajmo permutacijo
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Π na vozli²£ih grafa DP(n, k) na naslednji na£in:

ui 7→ ui,

wi 7→ wi,

xi 7→ xi+n/2,

yi 7→ yi+n/2,

za i = 0, 1, . . . , n−1. �e ºelimo, da je Π izomor�zem grafa DP(n, k), potem mora slikati

povezave iz dolo£ene particije nazaj v isto particijo. Zunanje povezave uiui+1, xixi+1 se

slikajo nazaj v zunanje povezave, saj je Π(ui)Π(ui+1) = uiui+1, Π(xi)Π(xi+1) = xixi+1.

Enako velja za ²pice uiwi, xiyi, saj je Π(ui)Π(wi) = uiwi in Π(yi)Π(xi) = xi+n/2yi+n/2.

V primeru notranjih povezav Π slika wiyi+k v wiyi+k+n/2. Ker je k + n/2 ≡ n − (k +

n/2) ≡ n/2 − k ≡ j (mod n), lahko zapi²emo to povezavo kot wiyi+j. Na enak na£in

preverimo, da je povezava yn/2+iwn/2+i+k preslikana v yiwi+j. Torej je DP(n, k) ∼=
DP(n, j).

Primer 4.5. Po izreku 4.4 sledi, da sta grafa DP(10, 2) in DP(10, 3) izomorfna.

Slika 10: Izomorfna grafa DP(10, 2) in DP(10, 3).

4.1 Ekvivalentni 8-cikli

Vsak dvojno posplo²en Petersenov graf premore rotacijo ρ de�nirano kot ρ(ui) = ui+1,

ρ(wi) = wi+1, ρ(xi) = xi+1, ρ(yi) = yi+1 in avtomor�zem α, ki zamenja vozli²£a ene

kopije posplo²enega Petersenovega grafa z vozli²£i druge kopije: α(ui) = xi, α(wi) =

yi, α(xi) = ui in α(yi) = wi. Delovanje preslikav ρ in α na poljubnem dvojno po-

splo²enem Petersenovem grafu razdeli mnoºico povezav na 3 orbite, in sicer na orbito

zunanjih povezav, ki jo ozna£imo z EJ , orbito ²pic, ES in orbito notranjih povezav,

EI . Orbita zunanjih povezav inducira dva cikla dolºine n, orbita ²pic inducira po-

polno prirejanje, orbita notranjih povezav pa inducira bodisi 2 ·gcd(n, k)-ciklov dolºine
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n/ gcd(n, k), ko je vrednost n/ gcd(n, k) soda in gcd(n, k) > 1 bodisi gcd(n, k)-ciklov

dolºine 2n/ gcd(n, k) sicer.

Vsak dvojno posplo²en Petersenov graf premore vsaj en 8-cikel.

Trditev 4.6. Za pozitivni celi ²tevili n, k, kjer je n ≥ 3 in k < n/2, graf DP(n, k)

premore 8-cikel

C∗ = (w0, y±k, x±k, x±k±1, y±k±1, w±1, u±1, c0).

Za preu£evanje strukture 8-ciklov v dvojno posplo²enih Petersenovih gra�h upo-

rabljamo podoben pristop kot pri I-gra�h. Pravimo, da sta dva 8-cikla v dvojno

posplo²enih Petersenovih gra�h ekvivalentna, £e lahko slikamo prvega v drugega, ne

le z uporabo rotacije ρ, temve£ tudi z uporabo avtomor�zma α. Tudi v tej druºini

grafov imajo povezave iz istih orbit enako osemkotno vrednost σJ , σS in σI . Osemko-

tna vrednost grafa je torej trojica (σJ , σS, σI). Da izra£unamo prispevek τ poljubnega

8-cikla k osemkotni vrednosti dvojnega posplo²enega Petersenovega grafa, moramo

najprej dolo£iti δj, δs, δi. To naredimo tako, da pre²tejemo ²tevilo zunanjih povezav,

²pic in notranjih povezav v 8-ciklu in, v tem primeru, vrednosti pomnoºimo z γ/2n,

kjer γ ponovno predstavlja ²tevilo ekvivalentnih ciklov v danem dvojno posplo²enem

Petersenovem grafu.

4.2 Karakterizacija neekvivalentnih 8-ciklov

V tem razdelku izpi²emo in natan£no obravnavamo vse moºne neekvivalentne 8-cikle

v dvojno posplo²enih Petersenovih gra�h. Vsakemu 8-ciklu dolo£imo tudi prispevek

τ k vrednostim (σJ , σS, σI). Rezultati so povzeti v preglednicah 7, 6 in prikazani na

sliki 12.

Analiza primerov je obravnavana v slede£ih podrazdelkih. Najprej lo£imo 8-cikle

glede na ²tevilo ²pic, ki v njih nastopajo. Opazimo, da ima lahko en 8-cikel 4 (glej

razdelek 4.2.1), 0 (glej razdelek 4.2.2) ali 2 (glej razdelek 4.2.3) ²pici.

Kljub temu, da je dvojno posplo²en Petersenov graf DP(n, k) neusmerjen, si v

analizi 8-ciklov pomagamo z usmerjenostjo povezav. Za povezavo e = uiuj pravimo,

da je pozitivno usmerjena, £e je i+ 1 ≡ j (mod n) ali i+ k ≡ j (mod n) in negativno

usmerjena £e je i−1 ≡ j (mod n) ali i−k ≡ j (mod n). Ker je k < n/2 je usmerjenost

dobro de�nirana.

4.2.1 8-cikli s 4 ²picami

V tem primeru ima 8-cikel tudi dve zunanji in dve notranji povezavi. Glede na usmer-

jenost teh povezav lo£imo tri cikle. �e je ena zunanja povezava pozitivno usmerjena,
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(a) Cikel C∗.
(b) Cikel C0.

(c) Cikel C1.

(d) Cikel C2 v modri in

C3 v rde£i barvi. (e) Cikel C4. (f) Cikel C5.

Slika 11: Primer vseh neekvivalentnih 8-ciklov v DP gra�h.

druga pa negativno in enako velja za notranje povezave, imamo cikel C∗ (glej sliko 11a).

V primeru, da imajo zunanje in notranje povezave enako orientacijo (glej sliko 11b),

imamo cikel C0 oblike

C0 = (w0, y±k, x±k, x±k±1, y±k±1, w±2k±1, u±2k±1, u±2k±2).

�e imata obe zunanji povezavi pozitivno orientacijo in obe notranji povezavi negativno,

ali obratno, imamo cikel oblike:

C1 = (w0, y±k, x±k, x±k∓1, y±k∓1, w±2k∓1, u±2k∓1, u±2k∓2),

glej sliko 11c.

4.2.2 8-cikli brez ²pic

Obstajata dva tak²na neekvivalentna 8-cikla. En, ki sestoji izklju£no iz zunanjih po-

vezav,

C2 = (u0, u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7)

in en, ki sestoji izklju£no iz notranjih povezav

C3 = (w0, yk, w2k, y3k, w4k, y5k, w6k, y7k),

glej sliko 11d.



Klobas N. Hitro prepoznavanje nekaterih parametri£nih grafovskih druºin.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2020 28

4.2.3 8-cikli z 2 ²picama

Pri analizi teh ciklov nam pomaga opazka, da imajo ti cikli sodo ²tevilo zunanjih in

notranjih povezav. Torej imamo le dve moºnosti za take 8-cikle.

C4 = (w0, yk, w2k, y3k, w4k, u4k, u4k±1, u4k±2) ali

C5 = (u0, u1, u2, u3, u4, w4, y4±k, w4±2k),

glej sliki 11f in 11e.

Vsi moºni neekvivalentni 8-cikli, ki jih lahko najdemo v dvojno posplo²enih Peter-

senovih gra�h, skupaj s pogoji obstoja, prispevkom k osemkotni vrednosti celotnega

grafa in ²tevilo njim ekvivalentnih 8-ciklov, so povzeti v preglednicah 7 in 6.

Preglednica 6: Prispevek 8-ciklov k oksemkotni vrednsti grafa in ²tevilo ekvivalentnih

8-ciklov v DP gra�h.

Label C∗ C0 C1 C2 C3 C4 C5

τ (C) (2, 4, 2) (1, 2, 1) (1, 2, 1) (1, 0, 0) (0, 0, 1) (2, 2, 4) (4, 2, 2)

γ(C) n · 2 (n/2) · 2 (n/2) · 2 2 (n/8) · 2 n · 2 n · 2

Preglednica 7: Vsi neekvivalentni 8-cikli v DP gra�h.

Oznaka Predstavnik 8-ciklov Pogoji za obstoj

C∗ (w0, y±k, x±k, x±k±1, y±k±1, w±1, u±1, u0) n ≥ 3

C0 (w0, y±k, x±k, x±k±1, y±k±1, w±2k±1, u±2k±1, u±2k±2) 2k + 2 = n

C1 (w0, y±k, x±k, x±k∓1, y±k∓1, w±2k∓1, u±2k∓1, u±2k∓2) k = 1

C2 (u0, u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7) n = 8

C3 (w0, yk, w2k, y3k, w4k, y5k, w6k, y7k) 8k = n ali 3n

C4

(w0, yk, w2k, y3k, w4k, u4k, u4k+1, u4k+2) 4k + 2 = n ali 2k + 1 = n

(w0, yk, w2k, y3k, w4k, u4k, u4k−1, u4k−2) 4k − 2 = n

C5

(u0, u1, u2, u3, u4, w4, y4+k, w4+2k) 2k + 4 = n

(u0, u1, u2, u3, u4, w4, y4−k, w4−2k) 2k − 4 = 0

4.3 Konstantna osemkotna vrednost

Podobno kot v primeru I-grafov ºelimo poiskati vse dvojno posplo²ene Petersenove

grafe s konstantno osemkotno vrednostjo. Ker imajo nekateri 8-cikli ve£ pogojev ob-

stoja, se lahko pripeti, da v nekem dvojno posplo²enem Petersenovem grafu obstajata

dva cikla iste oblike. Bralec lahko hitro preveri, da se to zgodi le v primeru cikla C5
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in sicer v grafu DP(8, 2), £igar osemkotna vredost ni konstantna. Zato lahko predpo-

stavimo, da poljuben dvojno posplo²en Petersenov graf premore najve£ en cikel vsake

oblike.

Cikel C∗ je prisoten v vseh dvojno posple²enih Petersenovih gra�h. Zato so gra�

s konstantno osemkotno vrednostjo tisti, ki poleg C∗ premorejo le ²e cikla C4 in C5.

Celotno ra£unanje je povzeto v preglednici 8. Ob analiziranju teh grafov opazimo, da

Preglednica 8: DP gra�, ki premorejo cikle C4, C5 in C∗.

C4

C5
2k + 4 = n 2k − 4 = 0

4k + 2 = n DP(6, 1) DP(10, 2)

2k + 1 = n ne obstaja DP(5, 2)

4k − 2 = n DP(10, 3) DP(6, 2)

sta grafa DP(10, 2) in DP(10, 3) izomorfna (glej izrek 4.4) in da osemkotna vrednost

grafov DP(6, 1) in DP(6, 2) ni konstantna. Torej obstajata natanko dva grafa iz druºine

dvojno posple²enih Petersenovih grafov, ki sta [1, λ, 8]-cikli£no regularna. Njuna λ

vrednost je enaka 8. Grafa sta narisana na sliki 12.

Rezultati iz zgornje analize so povzeti v naslednjem izreku.

Izrek 4.7. Poljuben dvojno posplo²en Petersenov graf je [1, λ, 8]-cikli£no regularen le

v primerih, ko je izomorfen grafu DP(n, k), kjer je (n, k) ∈ {(5, 2), (10, 2)}.

Omeniti velja, da so ti [1, λ, 8]-cikli£no regularni gra� tudi povezavno tranzitivni.

Pravzaprav so to edini povezavno tranzitivni dvojno posplo²eni Petersenovi gra�, kar

sta dokazala Kutnar in Petecki [31]. Z uporabo trditve 4.2 dobimo, da je graf DP(5, 2)

izomorfen Oktaedru G(10, 2), DP(10, 2) pa ni izomorfna nobenemu posplo²enemu Pe-

tersenovemu grafu.

(a) Oktaeder. (b) DP(10, 2).

Slika 12: Vsi [1, λ, 8]-cikli£no regularni DP gra�.
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4.4 Prepoznava dvojno posplo²enih Petersenovih gra-

fov

Kakor ºe omenjeno, je algoritem za prepoznavo dvojno posplo²enih Petersenovih grafov

enak algoritmu za prepoznavo I-grafov z izjemo funkcije Raz²iri(G,U). Zato v tem

razdelku algoritma ne ponavljamo in bralca po²iljamo v razdelek 3.4.1, kjer je zapisan

algoritem 2. Na tem mestu uvedemo le funkcijo Raz²iri(G,U) za dvojno posplo-

²ene Petersenove grafe in proceduro dolo£anja natan£nega izomor�zma med vhodnim

grafom G in £lanom druºine dvojno posplo²enih Petersenovih grafov.

Ponovno velja, £e je vhodni graf G algoritma 2 iz druºine dvojno posplo²enih Pe-

tersenovih grafov in ni [1, λ, 8]-cikli£no regularen, potem lahko takoj prepoznamo eno

izmed orbit povezav (EI , EJ , ali ES) velikosti |V (G)|/2. Izrek 4.7 zagotvalja, da je graf
[1, λ, 8]-cikli£no regularen samo v primerih opisanih v prej²njem razdelku (glej sliko 12).

Ker obstjata le dva [1, λ, 8]-cikli£no regularna dvojno posplo²ena Petersenova grafa in

ker je tudi v tej druºini grafov izra£un osemkotne vrednosti vsake povezave opravljen

v konstantnem £asu velja naslednje.

Posledica 4.8. Dvojno posplo²ene Petersenove grafe lahko prepoznamo v linearnem

£asu.

Dokaz predstavlja analiza algoritma v slede£ih razdelkih.

4.4.1 Analiza algoritma prepoznave

Kakor re£eno, algoritem prepoznave je do nastopa funkcije Raz²iri(G,U) enak kot v

primeru I-grafov.

Funkcija Raz²iri(G,U) prejme kot vhodne podatke povezan kubi£en graf G in

njegovo popolno prirejanje U . �e 4 ne deli |V (G)|, funkcija Raz²iri(G,U) graf G

zavrne. V nasprotnem primeru, naj bo n = |V (G)|/4 in H = G[U ]. Ponovno imamo

dve moºnosti.

H = G. V tem primeru ima G konstantno osemkotno vrednost. Torej je £lan druºine

dvojno posplo²enih Petersenovih grafov le, £e je izomorfen enemu izmed [1, λ, 8]-

cikli£no regularnemu predstavniku te druºine. Ker imamo le dva taka dvojno

posplo²ena Petersenova grafa (glej sliko 12), je ta postopek opravljen v linearnem

£asu.

H ima 4n vozli²£ in je 1 regularen. V tem primeru predstavlja mnoºica U po-

polno prirejanje grafa G, mnoºica F = E(G) \ U pa unijo disjunktnih ciklov.

�e je G iz druºine dvojno posplo²enih Peterenovih grafov, potem sta v F dva
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cikla dolºine n in g-ciklov dolºine m. Postopek, ki dolo£i parameter k in preveri

izomor�zem med G in DP(n, k) je opisan v slede£em razdelku. Celoten postopek

Raz²iri(G,U) se izvede v linearnem £asu.

�e H in G izpolnjujeta eno izmed zgornjih moºnosti in £e izomor�zem obstaja, potem

algoritem vrne parametre ustreznega izomorfnega dvojno posplo²enega Petersenovega

grafa, v nasprotnem primeru graf G ni iz na²e druºine in ga algoritem zavrne.

4.4.2 Dolo£itev natan£nega izomor�zma z dvojno posplo²e-

nimi Petersenovimi gra�

Ker je U popolno prirejanje grafa G predstavlja mnoºica E(G) \ U zbirko disjunktnih

ciklov, kjer sta vsaj dva cikla dolºine n. �e ºelimo dolo£iti parameter k, najprej

�ksiramo en cikel dolºine n in ozna£imo njegova vozli²£a z (u0, . . . , un−1). S pomo£jo

mnoºice U dolo£imo sosednja vozli²£a wi. Sedaj uporabimo cikel iz mnoºice E(G) \U ,
ki poteka skozi vozli²£e w0 in poi²£emo njegovi sosednji to£ki, razli£ni od u0, ki ju

ozna£imo z yk in y−k (vrstni red poimenovanja vozli²£ je poljuben). Ponovno z uporabo

popolnega prirejanja dolo£imo vozli²£i xk in x−k. Nazadnje uporabimo cikel dolºine n,

ki ne uporablja povezav iz U , in gre skozi vozli²£i xk in x−k. Njegove to£ke ozna£imo

z x0, . . . , xn−1. Za laºjo predstavo glej sliko 13.

Slika 13: Proces, kako dolo£imo imena vozli²£ v algoritmu za DP grafe.

Trditev 4.9. �e je G iz druºine dvojno posplo²enih Petersenovih grafov, potem lahko

dolo£imo parameter k kot polovi£no dolºino poti p = x−k, x−k+1, . . . , x0, x1, . . . , xk naj-

manj²e moºne sode dolºine.

Dokaz. O£itno je pot p vedno sode dolºine. Torej n-cikel na vozli²£ih xi v primeru,

da je n lih razpade na pot lihe in pot sode dolºine, v primeru, da je n sod pa razpade

na kraj²o in dalj²o pot sode dolºine (ker je k < n/2 sta ti dolºini vedno razli£ni),
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vendar nam v tem primeru izrek o izomorfnosti, glej izrek 4.4, zagotavlja, da sta grafa

DP (n, k) in DP(n, (n− 2k)/2) izomorfna.

Ko so vozli²£a xi ozna£ena, lahko s pomo£jo mnoºice U dolo£imo ²e vozli²£a yi.

Sedaj je dovolj preveriti, da preostali cikli iz mnoºice E(G) \ U upo²tevajo trenutno

poimenovanje. V primeru, da ga, je graf G izomorfen grafu DP(n, k), v nasprotnem

primeru pa graf G ni element opazovane druºine grafov. Ker vsako povezavo grafa

G v tem postopku uporabimo konstantno mnogo krat, se ta postopek izvede v £asu

Θ(|E(G)|).
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5 Zloºene kocke

Graf n dimenzionalne hiperkocke Qn je graf na 2n vozli²£ih, kjer so vozli²£a predsta-

vljena z binarnim nizom (x1x2 . . . xn). Dve vozli²£i sta povezani, kadar se razlikujeta

v natanko enem bitu. Z x ozna£imo komplement binarne vrednosti x, de�niran kot

1−x. Zloºeno n-kocko FQn dobimo, £e v hiperkocki Qn identi�ciramo pare antipodnih

vozli²£, to so vozli²£a, ki so natanko n narazen. Obstaja tudi drugi na£in konstrukcije

zloºene n-kocke, kjer n − 1 hiperkocki Qn−1 dodamo vse komplementarne povezave,

to so povezave med (x1x2 . . . xn−1) in (x1x2 . . . xn−1). Mnoºico povezav zloºene kocke

lahko lo£imo na dve disjunktni podmnoºici, in sicer na mnoºico povezav, ki sestavljajo

hiperkocko, tem povezavam pravimo povezave hiperkocke in jih ozna£imo s H, ter na

mnoºico komplementarnih povezav, ki jim pravimo tudi diagonalne povezave in jih

ozna£imo z D.

Slika 14: Primer zloºene kocke FQ4.

Vsaki povezavi hiperkocke priredimo oznako i iz mnoºice {1, 2, . . . , n − 1}, kjer je
njegova vrednost enaka bitu, v katerem se sosednji vozli²£i razlikujeta. Diagonalnim

povezavam priredimo oznako d, za povezavo med vozli²£ema (0, 0, . . . , 0) in (1, 1, . . . , 1)

pa uporabimo d∗. V tem poglavju ozna£ujemo cikle kot zaporedje povezav in ne ve£

vozli²£, kakor smo to po£eli v prej²njih poglavjih. Opozoriti ºelimo, da obstaja ve£

povezav z isto oznako, vendar le te niso nikoli sosednje, saj se za poljubno izmed na²tetih

oznak vsako vozli²£e dotika natanko ene povezave s to oznako (za laºje razumevanje

glej sliko 15).

Zloºene kocke nekateri avtorji, glej npr. [34, 45], pripisujejo El-Amawyu in Lati-

�ju [32], ki sta uporabila njihovo strukturo za razvoj u£inkovitega algoritma usmer-

jevalnikov za oddajanje, £eprav so bile uporabljene ºe npr. s strani Brouwerja [9] in
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Slika 15: Primer 4-cikla (1, 3, 2, d) v grafu FQ4.

Terwilligerja [41], ki sta jih preu£evala zaradi njihove razdaljne regularnosti. Ti gra� so

bili deleºni ²tevilnih raziskav povezanih z njihovo cikli£no strukturo [45], hamiltonsko

povezanostjo [23], analizo grupe avtomor�zmov in simetrij [34], itn. Pri analizi njihove

grupe avtomor�zmov je potrebno poudariti, da je bila karakterizacija opravljena ºe s

strani Brouwerja idr. [10, str. 265].

Na² prispevek k analizi zloºenih kock razdelimo na dva dela. Najprej obravnavamo

zloºene kocke glede na njihovo cikli£no strukturo in dolo£imo vrednost λ pri obravnavi

njihove [1, λ, 4], [1, λ, 6] in [2, λ, 6]-cikli£ne regularnosti, glej razdelek 5.1. Nato pa

uvedemo algoritem za njihvo prepoznavo, ki te£e v linearnem £asu, glej razdelek 5.2.

5.1 Cikli£na struktura zloºenih kock

Ker so zloºene kocke razdaljno tranzitivne (glej npr. [42]), so tudi lo£no tranzitivne,

kar pomeni, da so [1, λ,m]-cikli£no regularene za vsak m. V tem razdelku ²tudiramo

cikli£no strukturo zloºenih kock in dolo£imo vrednost λ v primeru [1, λ, 4], [1, λ, 6] in

[2, λ, 6]-cikli£ne regulatrnosti. Pri analizi bomo uporabili naslednje lastnosti zloºenih

kock.

Opomba 5.1. Naj bo C poljuben cikel v FQn. Potem za vse oznake iz {1, 2, . . . , n−1, d}
velja, da se v C pojavijo bodisi vse sodo-krat bodisi vse liho-krat.

Izrek 5.2 (Brouwer idr. [10], Xu, Ma [45]). Graf FQn je dvodelen, £e in samo £e je n

sod.

Izrek 5.3 (Xu, Ma [45]). Vsaka povezava grafa FQn leºi v vseh ciklih sode dolºine med

4 in 2n−1. V primeru, da je n lih vsaka povezava leºi tudi na vseh ciklih lihe dolºine

med n in 2n−1 − 1.
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5.1.1 4-cikli

V tem razdelku se posvetimo 4-ciklom v zloºenih kockah. Na tem podro£ju poznamo

naslednji rezultat.

Izrek 5.4 (Mirafzal [34]). Zloºena kocka FQ3 je [2, 3, 4]-cikli£no regularna. Vse ostale

zloºene kocke FQn so [2, 1, 4]-cikli£no regularne.

Podobno dokaºemo za [1, λ, 4]-cikli£no regularnost.

Izrek 5.5. Zloºeni kocki FQ2 in FQ4 sta [1, 0, 4] in [1, 9, 4]-cikli£no regularni. Vse

ostale zloºene kocke FQn so [1, n− 1, 4]-cikli£no regularne.

Dokaz. Ker sta FQ2 ' K2 in FQ4 ' K4,4, ni teºko opaziti, da trditev drºi za n ∈ {2, 4}.
Opazimo, da v poljubnem ciklu ne moremo imeti dveh zaporednih diagonalnih povezav.

Torej ima 4-cikel lahko najve£ dve diagonalni povezavi. Pravzaprav, z izjemo FQ4 imajo

4-cikli v vseh FQn le 2 ali 0 diagonalnih povezav (glej opombo 5.1).

�e ºelimo pokazati, da je zloºena kocka [1, n, 4]-cikli£no regularna, za n /∈ {2, 4},
moramo vzeti poljubno povezavo e in pogledati v koliko razli£nih 4-ciklih leºi. Ta

postopek lo£imo na dve moºnosti, ko je e ∈ H in ko je e ∈ D. V primeru, ko je e ∈ D
ima 4-cikel ²e dodatno diagonalno povezavo in dve povezavi hiperkocke. Ozna£imo

povezavo e z d in poljubno povezavo iz H z i. Takih ciklov je natanko n−1 in so oblike

(d, i, d, i). V primeru, ko je e ∈ H imamo dve moºnosti za 4-cikle. Ozna£imo povezavo

e z i, ²e eno povezavo iz H z j in diagonalne povezave z d. �e ima cikel dve diagonalni

povezavi, potem je enoli£no dolo£en in ima obliko (i, d, i, d), v primeru, ko cikel nima

nobene diagonalne povezave imamo n − 2 ciklov, ki imajo obliko (i, j, i, j). Torej leºi

vsaka povezava v n− 1 razli£nih 4-ciklih.

5.1.2 6-cikli

V tem razdelku dolo£imo vrednost λ pri [1, λ, 6] in [2, λ, 6]-cikli£ni regularnosti zloºenih

kock. Pri analizi 6-ciklov si pomagamo z naslednjo de�nicijo.

De�nicija 5.6. Naj bo FQn zloºena kocka dimenzije n in naj bo Fn = {1, 2, . . . , n} ∪
{d}. Za dva 6-cikla, C1 = (a1, a2, a3, a4, a5, a6) in C2 = (b1, b2, b3, b4, b5, b6), kjer so

ai, bi ∈ Fn (1 ≤ i ≤ 6), pravimo, da sta ekvivalentna, £e obstaja permutacija f : Fn →
Fn, za katero je f(d) = d in f(C1) = C2, kjer je

f(C1) := (f(a1), f(a2), f(a3), f(a4), f(a5), f(a6)).

S pomo£jo de�nicije 5.6 bomo ²teli 6-cikle glede na �ksirano prvo povezavo, zato zamiki

zaporedja v splo²nem niso ekvialentni. Za laºje razumevanje de�nicije si poglejmo

slede£i primer.
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Primer 5.7. Naj bo G = FQ6 in naj bodo C1 = (1, 2, 3, 1, 2, 3), C2 = (4, 5, 6, 4, 5, 6) in

C3 = (4, d, 6, 4, d, 6) tri njegovi 6-cikli.

Hitro se lahko prepri£amo, da sta cikla C1 in C2 ekvivalentna, saj za f : F6 → F6

podano s predpisom

f =

(
1 2 3 4 5 6 d

4 5 6 2 3 1 d

)
velja f(C1) = C2. Vendar C3 ni ekvivalenten ostalima danima 6-cikloma, saj ne obstaja

tak²na permutacija, ki sledi pogojem de�nicije 5.6, ki bi preslikala 2 ali 5 v d.

Dolo£itev [1, λ, 6]-cikli£ne regularnosti

Zloºene kocke so lo£no tranzitivne, zato moramo, za dolo£itev λ vrednosti [1, λ, 6]-

cikli£ne regularnosti, �ksirati poljubno povezavo in pte²teti v koliko neekvivalentnih

ciklih se pojavi. To lahko naredimo na dva na£ina, s �ksiranjem diagonalne povezave

ali povezave hiperkocke. V nadaljevanju obravnavamo oba primera, saj s tem ne le

dolo£imo iskano λ vrednost, temve£ tudi karakteriziramo vse 6-cikle, ki se v zloºenih

kockah pojavijo.

6-cikli s �ksirano povezavo hiperkocke

V tem razdelku zapi²emo vse 6-cikle, ki se za£nejo s povezavo hiperkocke. Zaradi

ekvivalentnosti 6-ciklov lahko, brez ²kode za splo²nost, za prvo povezavo vzamemo

povezavo z oznako 1. Te cikle lo£imo glede na ²tevilo diagonalnih povezav, ki jih

premorejo. Ker dve diagonalni povezavi nista nikoli zaporedni v ciklu, imajo ti 6-cikli

najve£ 3 diagonalne povezave. Skozi ta razdelek bo ²tevilo n predstavlajlo dimenzijo

zloºene kocke FQn, d diagonalno povezavo, i, j, k, l > 1 pa paroma razli£na pozitivna

cela ²tevila, manj²a od n. Celotna anliza, ki smo jo opravili je povzeta v preglednici 9.

Cikli pa so upodobljeni na sliki 16.

�e cikel nima diagonalnih povezav, potem mora imeti eno izmed naslednjih

oblik:

C0 = (1, i, 1, j, i, j) ali

C1 = (1, i, j, 1, i, j) ali

C2 = (1, i, j, 1, j, i) ali

C3 = (1, i, j, i, 1, j).

Prispevek vseh ciklov k λ vrednosti grafa FQn je (n− 2)(n− 3).
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(a) Cycle C0. (b) Cycle C1. (c) Cycle C2. (d) Cycle C3.

(e) Cycle C4. (f) Cycle C5. (g) Cycle C6. (h) Cycle C7.

(i) Cycle C8. (j) Cycle C9. (k) Cycle C10. (l) Cycle C11.

Slika 16: Primer vseh neekvivalentnih 6-ciklov grafov FQn (n /∈ {3, 5}), ki se za£nejo s

povezavo 1.

�e ima cikel le 1 diagonalno povezavo, potem mora imeti eno izmed naslednjih

oblik:

D1 = (1, d, i, j, k, l) ali

D2 = (1, i, d, j, k, l) ali

D3 = (1, i, j, d, k, l) ali

D4 = (1, i, j, k, d, l) ali

D5 = (1, i, j, k, l, d).

Ti cikli obstajajo le v grafu FQ6 in prispevajo 24 k λ vrednosti grafa.
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�e ima cikel 2 diagonalni povezavi, potem mora imeti eno izmed naslednjih

oblik:

C4 = (1, d, i, d, 1, i) ali

C5 = (1, d, 1, i, d, i) ali

C6 = (1, d, i, 1, d, i) ali

C7 = (1, d, i, 1, i, d) ali

C8 = (1, i, d, 1, d, i) ali

C9 = (1, i, d, i, 1, d) ali

C10 = (1, i, d, 1, i, d) ali

C11 = (1, i, 1, d, i, d).

Prispevek vsakega izmed teh ciklov k λ vrednosti grafa FQn je n− 2.

�e ima cikel 3 diagonalne povezave, potem je oblike

D6 = (1, d, i, d, j, d).

Ta cikel obstaja le v grafu FQ4 in prispeva 2 k λ vrednosti grafa.

Preglednica 9: Vsi neekvivalentni 6-cikli grafov FQn (n /∈ {4, 6}), ki se za£nejo s

povezavo 1.

Oznaka Predstavnik 6-cikla Doprinos k λ vrednosti

C0 (1, i, 1, j, i, j) (n− 2)(n− 3)

C1 (1, i, j, 1, i, j) (n− 2)(n− 3)

C2 (1, i, j, 1, j, i) (n− 2)(n− 3)

C3 (1, i, j, i, 1, j) (n− 2)(n− 3)

C4 (1, d, i, d, 1, i) n− 2

C5 (1, d, 1, i, d, i) n− 2

C6 (1, d, i, 1, d, i) n− 2

C7 (1, d, i, 1, i, d) n− 2

C8 (1, i, d, 1, d, i) n− 2

C9 (1, i, d, i, 1, d) n− 2

C10 (1, i, d, 1, i, d) n− 2

C11 (1, i, 1, d, i, d) n− 2
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6-cikli s �ksirano diagonalno povezavo

V tem razdelku zapi²emo 6-cikle, ki se za£nejo z diagonalno povezavo. Zaradi ek-

vivalentnosti lahko obravnavamo le 6-cikle, za£en²i s povezavo d∗. Zopet lo£imo 6-

cikle glede na ²tevilo diagonalnih povezav, ki jih premorejo. Skozi ta razdelek ²te-

vilo n ponovno predstavlja dimenzijo zloºene kocke FQn, d diagonalno povezavo in

1 ≤ i, j, k, l,m ≤ n − 1 paroma razli£na pozitivna cela ²tevila. Celotna anliza je

povzeta v preglednici 10. Cikli pa so upodobljeni na sliki 17.

(a) Cycle Ca. (b) Cycle Cb. (c) Cycle Cc. (d) Cycle Cd.

Slika 17: Primer vseh neekvivalentnih 6-ciklov grafov FQn (n /∈ {4, 6}), ki se za£nejo s

povezavo d∗.

�e ima cikel 1 diagonalno povezavo, potem obstaja le v grafu FQ6 in ima na-

slednjo obliko

Da = (d∗, i, j, k, l,m).

Ta cikel prispeva 120 k λ vrednosti grafa.

�e ima cikel 2 diagonalni povezavi, potem mora imeti eno izmed naslednjih

oblik.

Ca = (d∗, i, d, j, i, j) ali

Cb = (d∗, i, j, d, i, j) ali

Cc = (d∗, i, j, d, j, i) ali

Cd = (d∗, i, j, i, d, j).

Prispevek vsakega izmed teh ciklov k λ vrednosti grafa FQn je (n− 1)(n− 2).

�e ima cikel 3 diagonalne povezave, potem je oblike

Db = (d∗, i, d, j, d, k).

Ta cikel obstaja le v grafu FQ4 in prispeva 6 k λ vrednosti grafa.

Zgornja analiza porodi naslednji rezultat.

Izrek 5.8. Zloºeni kocki FQ4 in FQ6 sta [1, 36, 6] in [1, 200, 6]-cikli£no regularni. Vse

ostale zloºene kocke FQn so [1, 4(n− 2)(n− 1), 6]-cikli£no regularne.
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Preglednica 10: Vsi neekvivalentni 6-cikli grafov FQn (n /∈ {4, 6}), ki se za£nejo s

povezavo d∗.

Oznaka Predstavnik 6-cikla Doprinos k λ vrednosti

Ca (d∗, i, d, j, i, j) n(n− 1)

Cb (d∗, i, j, d, i, j) n(n− 1)

Cc (d∗, i, j, d, j, i) n(n− 1)

Cd (d∗, i, j, i, d, j) n(n− 1)

Dolo£itev [2, λ, 6]-cikli£ne regularnosti

�e ºelimo dolo£iti λ vrednost [2, λ, 6]-cikli£ne regularnosti zloºenih kock moramo �ski-

rati poljubno pot p na dveh povezavah in pre²teti v koliko neekvivalentnih ciklih se

pojavi. Ker dve diagonalni povezavi nikoli nista sosednji, obravnavamo le dva primera:

pot p je sestavljena iz dveh povezav hiperkocke in pot p sestoji iz povezave hiperkocke

in diagonalne povezave.

Pot p premore dve povezvi hiperkocke

Ni teºko opaziti, da sosednji povezavi nikoli nimata iste oznake. Zaradi ekvivalentnosti

6-ciklov lahko, brez ²kode za splo²nost, povezavi hiperkocke �ksiramo kot 1 in 2. Sedaj

ºelimo dolo£iti v koliko neekvivalentnih 6-ciklih leºi pot p = (1, 2). Analizo lo£imo,

glede na ²tevilo diagonalnih povezav, ki jih 6-cikel premore. Skozi razdelek ²tevilo

n ponovno predstavlja dimenzijo zloºene kocke FQn, d diagonalno povezavo in 3 ≤
i, j, k ≤ n − 1 paroma razli£na pozitivna cela ²tevila. Celotna anliza je povzeta v

preglednici 11. Cikli pa so upodobljeni na sliki 18.

�e cikel nima diagonalnih povezav, potem mora imeti eno izmed naslednjih

oblik:

C0 = (1, 2, i, 1, 2, i) ali

C1 = (1, 2, 1, i, 2, i) ali

C2 = (1, 2, i, 2, 1, i) ali

C3 = (1, 2, i, 1, i, 2).

Prispevek vseh ciklov k λ vrednosti grafa FQn je (n− 3).
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(a) Cycle C0. (b) Cycle C1. (c) Cycle C2. (d) Cycle C3.

(e) Cycle C4. (f) Cycle C5. (g) Cycle C6. (h) Cycle C7.

Slika 18: Primer vseh neekvivalentnih 6-ciklov grafov FQn (n 6= 6), ki se za£nejo s

potjo p = (1, 2).

�e ima cikel le 1 diagonalno povezavo, potem mora imeti eno izmed naslednjih

oblik:

D1 = (1, 2, d, i, j, k) ali

D2 = (1, 2, i, d, j, k) ali

D3 = (1, 2, i, j, d, k) ali

D4 = (1, 2, i, j, k, d).

Ti cikli obstajajo le v grafu FQ6 in prispevajo 6 k λ vrednosti grafa.

�e ima cikel 2 diagonalni povezavi, potem mora imeti eno izmed naslednjih

oblik:

C4 = (1, 2, d, 1, d, 2) ali

C5 = (1, 2, d, 1, 2, d) ali

C6 = (1, 2, d, 2, 1, d) ali

C7 = (1, 2, 1, d, 2, d).

Prispevek vsakega izmed teh ciklov k λ vrednosti grafa FQn je 1.

Ni teºko opazit, da ne obstaja cikel za£en²i s potjo p, ki bi vseboval 3 diagonalne

povezave.

Pot p premore povezavo hiperkocke in diagonalno povezavo

V tem primeru pot p sestoji iz povezave hiperkocke in diagonalne povezave. Zaradi

ekvivalentnosti 6-ciklov lahko, brez ²kode za splo²nost, povezavi �ksiramo kot 1 in d∗.
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Preglednica 11: Vsi neekvivalentni 6-cikli v grafu FQn (n 6= 6), ki se za£nejo s potjo

p = (1, 2).

Label A representative of a 6-cycle Contribution towards λ

C0 (1, 2, i, 1, 2, i) (n− 3)

C1 (1, 2, 1, i, 2, i) (n− 3)

C2 (1, 2, i, 2, 1, i) (n− 3)

C3 (1, 2, i, 1, i, 2) (n− 3)

C4 (1, 2, d, 1, d, 2) 1

C5 (1, 2, d, 1, 2, d) 1

C6 (1, 2, d, 2, 1, d) 1

C7 (1, 2, 1, d, 2, d) 1

Analize se lotimo podobno kot v prej²njem primeru. Opazimo, da vrstni red povezav

v p ni pomemben, saj so cikli na (1, d∗) enaki ciklom na (d∗, 1), le da so ti zapisani v

obratnem vrstnem redu. Dimenzija zloºene kocke FQn je ponovno n, d je diagonalna

povezava in 2 ≤ m, i, j, k ≤ n − 1 so paroma razli£na pozitivna cela ²tevila. Celotna

anliza je povzeta v preglednici 12. Cikli pa so upodobljeni na sliki 19.

(a) Cycle Ca. (b) Cycle Cb. (c) Cycle Cc. (d) Cycle Cd.

Slika 19: Primer vseh neekvivalentnih 6-ciklov grafov FQn (n /∈ {4, 6}), ki se za£nejo s

potjo p = (1, d∗).

�e ima cikel 1 diagonalno povezavo, potem obstaja le v grafu FQ6 in ima na-

slednjo obliko

Da = (1, d∗,m, i, j, k).

Ta cikel prispeva 24 k λ vrednosti grafa.
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�e ima cikel 2 diagonalni povezavi, potem mora imeti eno izmed naslednjih

oblik.

Ca = (1, d∗, 1,m, d,m) ali

Cb = (1, d∗,m, 1, d,m) ali

Cc = (1, d∗,m, 1,m, d) ali

Cd = (1, d∗,m, d, 1,m).

Prispevek vsakega izmed teh ciklov k λ vrednosti grafa FQn je (n− 2).

�e ima cikel 3 diagonalne povezave, potem je oblike

Db = (1, d∗,m, d, j, d).

Ta cikel obstaja le v grafu FQ4 in prispeva 2 k λ vrednosti grafa.

Preglednica 12: Vsi neekvivalentni 6-cikli grafov FQn (n /∈ {4, 6}), ki se za£nejo s potjo
p = (1, d∗).

Oznaka Predstavnik 6-cikla Doprinos k λ vrednosti

Ca (1, d∗, 1,m, d,m) (n− 2)

Cb (1, d∗,m, 1, d,m) (n− 2)

Cc (1, d∗,m, 1,m, d) (n− 2)

Cd (1, d∗,m, d, 1,m) (n− 2)

Zgornja analiza porodi naslednji rezultat.

Izrek 5.9. Zloºena kocka FQ4 ni [2, λ, 6]-cikli£no regularna. Zloºena kocka FQ6 je

[2, 2, 6]-cikli£no regularna. Vse ostale zloºene kocke FQn so [2, 4(n − 2), 6]-cikli£no

regularne.

5.2 Prepoznava zloºenih kock

Ker so zloºene kocke lo£no tranzitivne in [2, λ, 4] ter [2, λ, 6]-cikli£no regularne, nam

podoben pristop kot v primeru I-grafov in dvojno posplo²enih Petersenovih grafov, na

4 in 6-ciklih, ne pomaga pri njihovi prepoznavi. V nadaljevanju je zapisan algoritem, ki

temelji na strukturnih lastnostih zloºnih kock. Algoritem, kot vhodne podatke prejme

poljuben graf G, za katerega dolo£i, £e je £lan druºine zloºenih kock ali ne. V primeru,

da je G £lan druºine, algoritem dolo£i njegove parametre in poda certi�kat pravilnosti

(natan£en izomor�zem med vhodnim grafom in £lanom druºine).



Klobas N. Hitro prepoznavanje nekaterih parametri£nih grafovskih druºin.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2020 44

Preden za£nemo z obravnavo algoritma moramo vpeljati ²e naslednje oznake. Za

poljubni to£ki u, v v grafu G de�niramo mnoºico Wuv, kot mnoºico to£k grafa G, ki so

bliºje to£ki u kot to£ki v,

Wuv = {x ∈ V (G) | d(u, x) < d(v, x)}.

Algoritem 4 sestoji iz dveh delov. V prvem dolo£imo mnoºico diagonalnih povezav,

ki jo v drugem delu (glej algoritem 5) uporabimo pri preverjanju, £e je vhodni graf

izomorfen zloºeni kocki.

Algoritem 4 Postopek prepoznavanja zloºenih kock.

Zahteva: n-regularen, povezan graf G na 2n−1 vozli²£ih.

1: L ← prazen slovar na povezavah grafa G, S, S ′ ← prazni mnoºici, i ← oznaka

∈ {1, 2, . . . , n− 1}
2: Ozna£i poljubno povezavo uv ∈ E(G) z d in jo dodaj v S ′.

3: za vozli²£i a ∈ N(u) \ {v} in b ∈ N(v) \ {u} naredi

4: £e ab ∈ E(G) potem

5: L[au] = i in L[bv] = i

6: dodaj au, bv v S in izberi poljubno neuporabljeno oznako i

7: dokler S ni prazna mnoºica naredi

8: Izberi povezavo uv ∈ S in jo dodaj v S ′.

9: za poljubni povezavi au, vb ∈ E(G) \ {uv} naredi

10: £e ab ∈ E(G) potem

11: Ozna£i au, vb tako, da je L[au] = L[vb]

12: S = S ∪ {au, vb} \ S ′

13: De�niraj D = {uv ∈ E(G) : L[uv] = d} in Raz²iri(G,D).

�e vhodni graf G ni povezan, n-regularen z 2n−1 vozli²£i, potem graf ni v druºini

zloºenih kock. Te pogoje lahko preverimo v linearnem £asu, zato lahko privzamemo,

da vhodni graf algoritma 4 izpolnjuje zahteve algoritma.

Dolo£itev mnoºice diagonalnih povezav. Algoritem za£ne z dvema praznima

mnoºicama S, S ′ in s praznim slovarjem, ki ima kot klju£e povezave grafa G, nji-

hove vrednosti pa predstavljajo oznake na povezavah. Vrednost i predstavlja poljubno

oznako iz mnoºice {1, . . . , n − 1}. Za£nemo z izborom poljubne povezave uv ∈ E(G),

ki jo ozna£imo kot diagonalno povezavo. To lahko naredimo, ker so zloºene kocke

lo£no tranzitivne. Sedaj vzamemo vozli²£i a, b, ki sta sosednji vozli²£ema u, v in, v

primeru, da tvorijo 4-cikel, ozna£imo povezave au in bv z oznako i, jih dodamo v S ter

zamenjamo oznako. Ko se zanka v vrstici 3 izvede do konca ima mnoºica S natanko
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2(n − 1) povezav, n − 1 izmed njih je inciden£nih vozli²£u u in imajo razli£ne oznake

(med 1 in n − 1). Enako velja za ostalih n − 1 povezav in vozli²£e v. Celotna zanka

se izvede v £asu O(n2). Sedaj, dokler mnoºica S ni izpraznjena, izberemo poljubno

povezavo uv ∈ S in opravimo podoben postopek, z izjemo, da tu ozna£imo povezave

glede na ºe ozna£ene povezave. Ker za poljubno povezavo uv ∈ S v vrstici 7 vedno

velja, da ima eno njeno kraji²£e vse inciden£ne povezave ºe ozna£ene in ker zanka na

vrstici 9 ozna£i vse povezave inciden£ne povezavi uv, je poimenovanje v vrstici 11 ve-

dno enoli£no dolo£eno. Ta celoten postopek se izvede v £asu O(|E(G)|). Ko so vse

povezave ozna£ene je dolo£itev diagonalnih povezav D preprosta. Kar nam preostane

je preveriti, £e je G izomorfen n dimenzionalni zloºeni kocki. To opravimo s pomo£jo

funkcije Raz²iri(G,D), glej algoritem 5.

Algoritem 5 Funkcija Raz²iri(G,D) de�nirana za zloºene kocke.

1: £e H = G[E(G) \D] ni dvodelen graf ali |E(H)| 6= 2n−1n potem

2: vrni ne drºi.

3: Vzami poljubno povezavo uv ∈ E(H).

4: £e povezave med H[Wuv] in H[Wvu] ne de�nirajo popolnega prirejanja in izomor-

�zma med H[Wuv] in H[Wvu] potem

5: Vrni ne drºi.

6: sicer £e H[Wuv] = K1 potem

7: Dodaj oznako 0 vozli²£u iz Wuv in 1 vozli²£u iz Wvu.

8: sicer

9: Dodaj oznako 0 vozli²£em iz Wuv in 1 vozli²£em iz Wvu.

10: Ponovno izvedi vrstico 3 za H[Wuv] in H[Wvu].

11: Preveri, £e diagonalne povezave D upo²tevajo poimenovanje vozli²£ v G.

Dolo£itev, £e je G izomorfen zloºeni kocki V tem delu uporabimo podoben pri-

stop kakor Hammack idr. [20] v algoritmu, ki v linearnem £asu prepozna hiperkocke. Za

dolo£itev parametrov vhodnega grafa moramo najprej preveriti, £e je H = G[E(G)\D]

izomorfen grafu hiperkocke dimenzije (n−1) in ustrezno poimenovati njegova vozli²£a.

Vzamemo poljubno povezavo e = uv grafa H in izra£unamo mnoºici Wuv,Wvu, za kar

porabimo O(|E(G)|) £asa. V primeru, da je H hiperkocka dimenzije (n−1) sta Wuv in

Wvu hiperkocki dimenzije (n−2). Torej je potrebno preveriti, £e povezave med H[Wuv]

in H[Wvu] inducirajo popolno prirejanje na grafu H in izomor�zem. Ta del se ponovno

izvede v £asu O(|E(G)|). V primeru, ko povezave med H[Wuv] in H[Wvu] inducirajo

popolno prirejanje, dodamo 0 oznakam vozli²£ iz prve mnoºice in 1 oznakam vozli²£

iz druge mnoºice. S tem smo upo²tevali vse povezave iz popolnega prirejanja. Vsako
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mnoºico nato razpolovimo in ponovimo postopek, dokler ni v mnoºici le eno vozli²£e.

Postopek se ponovi n− 1 krat in poimenuje vsa vozli²£a grafa H. Ta del se izvede v li-

nearnem £asu. Sedaj je dovolj preveriti le, £e povezave iz D sledijo poimenovanju grafa,

kar se izvede v linernem £asu. Ni teºko opaziti, da algoritem 5 ozna£i vsa vozli²£a.

Analiza algoritma 4 porodi naslednji rezultat.

Posledica 5.10. Grafe zloºenih kock lahko prepoznamo v linearnem £asu.



Klobas N. Hitro prepoznavanje nekaterih parametri£nih grafovskih druºin.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2020 47

6 Nadaljnje delo

Z uporabo podobnih pristopov kot smo jih opisali v magistrski nalogi menimo, da lahko

prepoznamo grafe iz nekaterih ostalih parametri£nih druºin z omejeno stopnjo vozli²£.

Nekatere izmed teh druºin opi²emo v tem poglavju.

6.1 Johnsonovi gra�

Johnsonovi gra� so regularni gra� de�nirani na naslednji na£in.

De�nicija 6.1. Za naravni ²tevili n, k, kjer je n ≥ k in za mnoºico Ω mo£i n, je J(n, k)

Johnsonov graf, £igar vozli²£a predstavljajo podmnoºice mnoºice Ω velikosti k. Dve

vozli²£i A in B sta povezani, natanko tedaj, ko je |A ∩B| = k − 1.

Slika 20: Primer Johnsonovega grafa J(5, 4).

Graf J(n, k) ima torej
(
n
k

)
vozli²£, (n− k)k

2

(
n
k

)
povezav in je k(n− k)-regularen. Ti

gra� so tesno povezani z Johnsonovi shemami, zato so zelo priljubljeni v razli£nih vejah

matematike in ra£unalni²tva. Veliko lastnosti teh grafov je ºe analiziranih me drugim

vemo, da so vsi Johnsonovi gra� vozli²£no tranzitivni [19], Hamiltonsko povezani [3],

poznamo njihovo grupo avtomor�zmov [10, str. 255]., itn.

Kljub temu, da so znane mnoge lastnosti Johnsonovih grafov, problem njihovega

prepoznavanja ²e ni razre²en. Menimo, da lahko z uporabo na²ega pristopa problem

re²imo.
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6.2 Rozetni gra�

Rozetne grafe je leta 2008 predstavil Wilson [44]. Deleºni so bili ºe ²tevlnih ²tudij,

npr. Kovács idr. so klaci�cirali vse druºine povezavno-tranzitivnih rozetnih grafov

[26], izra£unali njihovo grupo avtomor�zmov ter dolo£ili tiste, ki premorejo rotacijske

preslikave [27], dol£eni so bili potrebni in zadostni pogoji izmor�zma dveh rozetnih

grafov [14], karakterizirana je bila tudi grupa avtomor�zmov rozetnih grafov, ki niso

povezavno tranzitivni [15].

De�nicija 6.2. Za naravna ²tevila n, a, k, kjer je n ≥ 3, n > a, k ≥ 1 in k < n/2, je

rozetni graf Rn(a, k), graf z mnoºico vozli²£

{u0, u1, . . . , un−1, w0, w1, . . . , wn−1}.

Mnoºico povezav sestavljajo ²tiri vrste povezav:

� zunanje povezave uiui+1,

� 0-²pice uiwi,

� (−a)-²pice uiwi−a in

� notranje povezave uiui+k,

kjer indeksi predstavljajo ostanke pri deljenju z n.

Rozetni graf Rn(a, k) si lahko predstavljamo kot posplo²en Petersenov graf G(n, k),

ki mu dodamo (−a)-²pice (glej sliko 21).

Slika 21: Primer rozetnega grafa R10(2, 3).

Za uporabo na²ega pristopa bi bilo potrebno dokazati, da v vsakem rozetnem grafu

obstaja cikel dolºine d (zdi se, da bi d lahko bil kar 8). Ker obstajajo druºine neskon£nih



Klobas N. Hitro prepoznavanje nekaterih parametri£nih grafovskih druºin.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2020 49

povezavno tranzitivnih rozetnih grafov, nam analiza [1, λ,m]-cikli£ne regularnosti ne

zagotavlja obstoj uspe²nega algoritma za povezavo teh grafov. Vendar menimo, da bi

pozitivne rezultate dobili v primeru obravnave [2, λ,m]-cikli£ne regularnosti. Pre²teti

bi morali torej v koliko m-ciklih se pojavi vsaka pot dolºine 2. Ker so rozetni gra�

4-regularni, pri£akujemo, da bi algoritem tudi v tem primeru tekel v linearnem £asu.

6.3 Taba£jn gra�

Taba£jn gra� predstavljajo naravno posplo²itev rozetnih grafov.

De�nicija 6.3. Za naravna ²tevila n, a, b, k, kjer je n ≥ 3, n > a, b, k ≥ 1, k 6= n/2 in

a 6= b, je taba£jn graf T (n; a; b; k), graf z mnoºico vozli²£

{u0, u1, . . . , un−1, w0, w1, . . . , wn−1}.

Mnoºico povezav sestavlja pet vrste povezav:

� zunanje povezave uiui+1,

� 0-²pice uiwi,

� a-²pice uiwi+a,

� b-²pice uiwi+b in

� notranje povezave uiui+k,

kjer indeksi predstavljajo ostanke pri deljenju z n.

Taba£jn graf T (n; a; b; k) si lahko predstavljamo kot posplo²en Petersenov graf

G(n, k), ki mu dodamo a in b-²pice (glej sliko 22).

Slika 22: Primer Taba£jn grafa T (10; 2; 6; 3).
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Kutnar idr. v £lanku [30] ²tudirajo njihove grupe avtomor�zmov in pokaºejo, da

so vsi ti gra� vozli²£no tranzitivni, v [5] pa klaci�cirajo vse lo£no tranzitivne Taba£jn

grafe. Podobno kot v prej²nijh primerih je problem prepoznavanja grafov ²e odprt.

Menimo, da bi lahko z na²im pristopom ta problem re²ili in zagotovili algoritem, ki

bi te grafe prepoznal v linernem £asu. Problema bi se lotili podobno kot pri rozetnih

gra�h. Preu£evali bi torej [2, λ,m]-cikli£no regularnost teh grafov, kjer je m najmanj²a

dolºina cikla, ki je prisoten v vsakem Taba£jn grafu.
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7 Zaklju£ek

V magistrskem delu smo si natan£neje pogledali tri parametri£ne druºine grafov in sicer

I-grafe, dvojno posplo²ene Petersenove grafe in zloºene kocke. Dolo£ili [1, λ, 8]-cikli£no

regularne I-grafe in dvojno posplo²ene Petersenove grafe. Za drugo druºino smo po-

dali tudi delno karakterizacijo izomor�zmov, vendar vpra²anje celotne karakterizacije

ostaja odprto. Poleg tega smo dolo£ili vrednost parametra λ v primeru [1, λ, 4], [1, λ, 6]

in [2, λ, 6]-cikli£ne regularnosti zloºenih kock in naredili popolno karakterizacijo opazo-

vanih ciklov.

Za �ksirano povezavo nam je ²tetje 8-ciklov, v katerih povezava leºi, omogo£ilo

oblikovanje algoritma, ki v linearnem £asu odlo£i, £e je dan graf £lan druºine I-grafov

ali dvojno posplo²enih Petersenovih grafov. Strukturne lastnosti 4-ciklov zloºenih kock

pa so pripomogle k oblikovanju linearnega algoritma za njihovo prepoznavo.

Do sedaj je podoben pristop bil uporabljen le za druºino posplo²enih Petersenovih

grafov [29]. Verjamemo, da se da podoben pristop uporabiti tudi na nekaterih dru-

gih parametri£nih grafovskih druºinah, kot so npr. Johnsonovi gra�, rozetni gra� ali

Taba£jni gra�. Nekatere izmed omenjenih grafovskih druºin so predstavljene tudi v

magistrski nalogi, kjer nakaºemo, kako bi lahko pristopili k problemu.
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PRILOGE

A Algoritmi za konstrukcijo grafov

Spodaj so napisani algoritmi, ki omogo£ijo, da nam okoljse Sage grafe iz omenjenh

druºin tudi lepo izri²e s pomo£jo funkcije plot().

A.1 I-gra�

1 def Igraph(n,j,k):

2

3 if n < 3:

4 raise ValueError("n must be larger than 2")

5

6 if k < 1 or k \leq\lfloor(n-1) `/`2\rfloor `:

7 raise ValueError("k must be in 1<= k <=floor ((n-1) /2)")

8

9 if j < 1 or j \leq\lfloor(n-1) `/`2\rfloor `:

10 raise ValueError("k must be in 1<= k <=floor ((n-1) /2)")

11

12 G = Graph (2*n)

13

14 for i in range(n):

15 G.add_edge(i, (i+j) % n)

16 G.add_edge(i, i+n)

17 G.add_edge(i+n, n + (i+k) % n)

18

19 G._circle_embedding(list(range(n)), radius=1, angle=pi/2)

20 G._circle_embedding(list(range(n, 2*n)), radius =.5, angle=pi/2)

21

22 return G

Koda A.1: Algoritem za konstrukcijo I-grafov.



A.2 Dvojno posplo²eni Petersenovi gra�

1 def DoubleGeneralizedPetersenGraph(n,k):

2

3 if n < 3:

4 raise ValueError("n must be larger than 2")

5

6 if k < 1 or k \leq\lfloor(n-1) `/`2\rfloor `:

7 raise ValueError("k must be in 1<= k <=floor ((n-1) /2)")

8

9 G = Graph (4*n)

10

11 for i in range(n):

12 G.add_edge(i, (i+1) % n)

13 G.add_edge(i + 3*n, (i+1) % n + 3*n)

14 G.add_edge(i, i+n)

15 G.add_edge(i + 2*n, i+ 3*n)

16 G.add_edge(i+n, (i+k) % n + 2*n)

17 G.add_edge(i+ 2*n, (i+k) % n + n)

18

19 G._circle_embedding(list(range(n)), radius=3, angle=pi/2)

20 G._circle_embedding(list(range(n, 2*n)), radius=2, angle=pi/2)

21 G._circle_embedding(list(range (2*n, 3*n)), radius =1.5, angle=pi/2)

22 G._circle_embedding(list(range (3*n, 4*n)), radius =0.5, angle=pi/2)

23

24 return G

Koda A.2: Algoritem za konstrukcijo dvojno posplo²enih Petersenovih grafov.



A.3 Rozetni gra�

1 def RoseWindowGraph(n,a,k):

2

3 if n < 3:

4 raise ValueError("n must be larger than 2")

5

6 if k < 1 or k \leq\lfloor(n-1) `/`2\rfloor `:

7 raise ValueError("k must be in 1<= k <=floor ((n-1) /2)")

8

9 if a < 1 or a = k or a = n/2 or a >= n :

10 raise ValueError("a must be bigger than 1, different than

k, n/2 and smaller than n")

11

12 G = Graph (2*n)

13

14 for i in range(n):

15 G.add_edge(i, (i+1) % n)

16 G.add_edge(i, i+n)

17 G.add_edge(i+n, n + (i+k) % n)

18 G.add_edge(i, (i + a) % n + n)

19

20 G._circle_embedding(list(range(n)), radius=1, angle=pi/2)

21 G._circle_embedding(list(range(n, 2*n)), radius =0.5, angle=pi/2)

22

23 return G

Koda A.3: Algoritem za konstrukcijo rozetnih grafov.



A.4 Taba£jn gra�

1 def TabacjnGraph(n,a,b,k):

2

3 if n < 3:

4 raise ValueError("n must be larger than 2")

5

6 if k < 1 or k \leq\lfloor(n-1) `/`2\rfloor `:

7 raise ValueError("k must be in 1<= k <=floor ((n-1) /2)")

8

9 if a < 1 or a = k or a = n/2 or a >= n :

10 raise ValueError("a must be bigger than 1, different than

k, n/2 and smaller than n")

11

12 if b < 1 or b = k or b = n/2 or b >= n or b = a:

13 raise ValueError("b must be bigger than 1, different than

k, a, n/2 and smaller than n")

14

15 G = Graph (2*n)

16

17 for i in range(n):

18 G.add_edge(i, (i+1) % n)

19 G.add_edge(i, i+n)

20 G.add_edge(i+n, n + (i+k) % n)

21 G.add_edge(i, (i + a) % n + n)

22 G.add_edge(i, (i + b) % n + n)

23

24 G._circle_embedding(list(range(n)), radius=1, angle=pi/2)

25 G._circle_embedding(list(range(n, 2*n)), radius =0.5, angle=pi/2)

26

27 return G

Koda A.4: Algoritem za konstrukcijo Taba£jn grafov.



A.5 Zloºene hiperkocke

1 def to_cartesian(r,phi):

2 return r * cos(phi), r*sin(phi)

3

4 def sum_vectors(sez):

5 x, y = 0, 0

6 for cx , cy in sez:

7 x += cx

8 y += cy

9 return x, y

10

11 def count_ones(b):

12 i = 0

13 while b > 0:

14 i += b % 2

15 b = b // 2

16 return i

17

18 def is_edge(i, j,d):

19 return count_ones(i ^^ j) in (1,d)

20

21 def folded_hypercube(d):

22 n = 2**(d-1) # 1 << d

23

24 baza = {0b1: to_cartesian (1, 0), 0b10: to_cartesian (1, pi / 2), 0

b100: to_cartesian (0.8, pi / 5), 0b1000: to_cartesian (2, pi / 7),

0b10000: to_cartesian (2, pi / 12) ,0b100000: to_cartesian (2, pi /

24)}

25 #base vectors must be filled in manually using polar coordinates

26 #we are able to construct FQ -graphs in the dimension at most as

much as the number of basis vectors we have

27

28 coord = {i: sum_vectors ([v for k, v in baza.items () if i & k > 0])

for i in range(0, n)}

29

30 e_list = [(i, j) for i in range(0, n - 1) for j in range(i + 1, n)

if is_edge(i, j, d-1)]

31

32 g = Graph(e_list)

33

34 g.set_pos(coord)

35

36 return g

Koda A.5: Algoritem za konstrukcijo zloºenih hiperkock.


	1 Uvod
	1.1 Naš problem

	2 Osnovne definicije
	2.1 Grafi
	2.2 Algoritmi

	3 I-grafi
	3.1 Ekvivalentni 8-cikli
	3.2 Karakterizacija neekvivalentnih 8-ciklov
	3.2.1 8-cikli s 4 špicami
	3.2.2 8-cikli brez špic
	3.2.3 8-cikli z 1 povezavo na zunanjem oz. notranjem obrocu
	3.2.4 8-cikli z 2 povezavama na zunanjem oz. notranjem obrocu
	3.2.5 8-cikli s 3 povezavami na zunanjem oz. notranjem obrocu

	3.3 Konstantna osemkotna vrednost grafa
	3.3.1 Obstoj ciklov C0 in C7
	3.3.2 Obstoj ciklov C0, C1 in C2
	3.3.3 Obstoj ciklov C3, C4 in C*
	3.3.4 Obstoj ciklov C5, C6 in C*
	3.3.5 I grafi brez 8 ciklov

	3.4 Prepoznava I-grafov
	3.4.1 Algoritem in njegova analiza 
	3.4.2 Dolocitev natancnega izomorfizma z I-grafi


	4 Dvojno posplošeni Petersenovi grafi
	4.1 Ekvivalentni 8-cikli
	4.2 Karakterizacija neekvivalentnih 8-ciklov
	4.2.1 8-cikli s 4 špicami
	4.2.2 8-cikli brez špic
	4.2.3 8-cikli z 2 špicama

	4.3 Konstantna osemkotna vrednost
	4.4 Prepoznava dvojno posplošenih Petersenovih grafov
	4.4.1 Analiza algoritma prepoznave 
	4.4.2 Dolocitev natancnega izomorfizma z dvojno posplošenimi Petersenovimi grafi


	5 Zložene kocke
	5.1 Ciklicna struktura zloženih kock 
	5.1.1 4 cikli
	5.1.2 6-cikli
	Dolocitev [1,lambda,6]-ciklicne regularnosti
	6-cikli s fiksirano povezavo hiperkocke
	6-cikli s fiksirano diagonalno povezavo
	Dolocitev [2,lambda,6]-ciklicne regularnosti
	Pot p premore dve povezvi hiperkocke
	Pot p premore povezavo hiperkocke in diagonalno povezavo


	5.2 Prepoznava zloženih kock 

	6 Nadaljnje delo
	6.1 Johnsonovi grafi
	6.2 Rozetni grafi
	6.3 Tabacjn grafi

	7 Zakljucek
	8 Literatura in viri
	A Algoritmi za konstrukcijo grafov
	A.1 I-grafi
	A.2 Dvojno posplošeni Petersenovi grafi
	A.3 Rozetni grafi
	A.4 Tabacjn grafi
	A.5 Zložene hiperkocke


