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Seznam Kkratic

PH krivulja  Krivulja s pitagorejskim hodografom
ER ogrodje Euler - Rodriguesovo ogrodje
MT ogrodje Ogrodje z minimalnim zasukom

RM ogrodje Rotacijsko minimizirajoce ogrodje
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1 Uvod

Za opis prostorskega gibanja togega telesa je potrebno dolociti spreminjanje njegovega
polozaja in orientacije v odvisnosti od casa. Za dolocitev spreminjanja lege polozaja
kot parametri¢ne krivulje r(§) se obi¢ajno uporablja pot posebne tocke, kot na primer
sredisce telesa. Za dolocitev spreminjanja orientacije pa lahko uporabimo ortonormalno
ogrodje (f1(€),£2(€), f3(€)), ki je pripeto na telo. Ce parameter ¢ predstavlja ¢as, potem
prvi in drugi odvod krivulje r(§) predstavljata hitrost in pospesek telesa in prvi in drugi
odvod ogrodja (fi(§),£2(€), f5(§)) predstavljata kotno hitrost in pospesek [3].

Prikrojeno ortonormalno ogrodje (f;(€), f2(£), f3(£)) na dani prostorski krivulji r(¢)
(3
RG]
togonalna enotska vektorja, ki razpenjata normalno ravnino. Odvodi vektorjev ogrodja

je ogrodje, za katerega velja, da je f1(&) enotska tangenta in fy(§), f3(¢) sta or-

po naravnem parametru s doloc¢ajo kotno hitrost w na naslednji nacin

@— x f @— x f @
ds_w b ds_w > ds

Dobro znani primer ogrodja je Frenetovo ogrodje, ki vsebuje enotsko tangento t,

=w X f3. (11)

enotsko normalo n in enotsko binormalo b = t x n s kotno hitrostjo w = kb + 7t,
kjer sta x ukrivljenost in 7 torzija krivulje r. Komponenta 7t doloca hitrost vrtenja
normalnih vektorjev n in b glede na tangento t. Ta komponenta je dolocena z zahtevo,
da je enotska normala n vedno usmerjena proti srediséu ukrivljenosti. Ce namesto n in
b izberemo normalna vektorja u in v, ki sta dolo¢ena na nacin, da nimamo trenutnega
vrtenja okoli tangente t (t.j. kotna hitrost ogrodja zadoscéa w -t = 0), potem ogrodje

(t,u, v) imenujemo rotacijsko minimizirajoce ogrodje (RM ogrodje)

Taksna ogrodja imajo razlicne aplikacije v racunalniskih animacijah, nac¢rtovanju gi-
banja in robotiki. Pred kratkim so bile razvite Stevilne sheme za njihovo aproksimacijo.
Pri konstrukeiji RM ogrodja na vnaprej definirani krivulji r nastopi tezava z dolo¢itvo
zacetne vrednosti - z drugimi besedami, doloc¢itev orientacije vektorjev normalne rav-
nine na vsaki tocki na krivulji dolo¢a njihovo orientacijo v vsaki drugi tocki. Posledi¢no
ni mogoce v splosnem skonstruirati gibanja togega telesa, ki minimizira rotacijo ogrodja
po vnaprej doloceni poti s predpisanimi zacetnimi in kon¢nimi orientacijami. Tako v
studijah racionalnih gibanj, ki minimizirajo rotacijo ogrodja s podanimi zacetnimi in
kon¢nimi polozaji in orientacijami, krivulja r ni vnaprej dolocena, ampak je rezultat

same konstrukcije. V praksi pa je pogosto zazeljeno neodvisno dolociti krivuljo r in
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racionalno prilagojeno ogrodje (fi, fy, f3) vzdolz krivulje, ki morata zadoscati danim
robnim tockam in orientacijam. Za zadostitev te dodatne zahteve je bilo uvedeno t.i.
ogrodje z minimalnim zasukom (MT ogrodje), ki je povezano z vnaprej dolo¢eno kri-
vuljo in zacetnimi ter kon¢nimi orientacijami. V skladu z robnimi pogoji si za MT

ogrodje zelimo [1]:

e Komponenta za kotno hitrost w - f; ne spreminja predznaka. T.j. f5, f3 ohranjata

konstantno rotacijo okoli f;

e Integral dolzine loka w - f; vzdolz r ima najmanjSo mozno absolutno vrednost.

T.j., skupna kolicina rotacije f5, f3 okoli f; je ¢im manjsa.

V naslednjem poglavju bomo definirali krivulje s pitagorejskim hodografom, najpre;j
v splosnem primeru, kjer bodo predstavljenje njihove glavne lastnosti, nato pa bomo
v podpoglavjih definirali Se ravninske in prostorske PH krivulje. Pri obeh bo naveden
karakterizacijski izrek Kubote. V tretjem poglavju bo predstavljena konstrukcija Euler-
Rodriguesovega ogrodja. Gre za eno najpomembnejsih racionalnih ogrodij. Po sami
konstrukciji ER ogrodja bodo sledile Se lastnosti ogrodja. V ¢etrtem in petem poglavju
si bomo ogledali konstrukcijo racionalnega ogrodja z minimalnim zasukom. Spoznali
bomo interpolacijsko shemo, s pomocjo katere lahko konstruiramo MT ogrodje na dani

PH krivulji. V zadnjem poglavju bo sledil kratek povzetek celotnega dela.
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2 Krivulje s pitagorejskim

hodografom

Polinomska krivulja r v R? je krivulja s pritagorejskim hodografom (na kratko PH
krivulja), ¢e so komponente njenega hodografa elementi pitagorejske (d + 1)-terice, t.j.
vsota kvadratov komponent krivulje r je enaka kvadratu nekega polinoma o.

PH krivulje v R? in R? lahko skonstruiramo s pomocjo razliénih pristopov, ki jih

bomo spoznali kasneje [6].

Definicija 2.1. Najbor (&) = (x,(€),. .., 24(&))T krivulja stopnje n. Hodograf krivulje

r je vektorsko polje
T
Y(€) = (21(6), #4(&). . 74(0)) -
Krivulja r ima pitagorejski hodograf (je PH krivulja), ¢e obstaja polinom o stopnje

n — 1, da velja

(@ () + -+ (24()” = *(9).
Poglejmo si nekaj pomembnih lastnosti, ki veljajo za PH krivulje [9]:

e Ce je krivulja regularna, torej r'(¢) # 0 za V&, potem je

e Njihovo loéno dolzino ff /(&) ||d¢ = f;a(ﬁ)dé lahko eksaktno izracunamo (brez

uporabe numeri¢nih pravil za izrac¢un integralov).

e Enotska tangenta t je racionalna krivulja, saj velja t(£) = (Il(5)77|2r(,§27)'|'|"$d(5)) =

(%@ %@)
a©) e )

e Krivulje odmika ravninske krivulje, to so krivulje oblike rs(¢) = r(§) + dn(¢),

kjer 6 > 0 in n(&) je enotska normala na r definirana kot

(=y'(©).7'(§) _ (—y’(& x’(f))
22(€) + y2(€) o(§) "o(§))’

so racionalne krivulje. Ce je stopnja krivulje r enaka n, potem je stopnja krivulje

n(¢) :=

rs enaka 2n — 1.
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2.1 Ravninske PH krivulje

V tem podpoglavju bomo najprej predstavili konstrukcijo ravninskih PH krivulj in nato
bo sledil izrek Kubote.

Definicija 2.2. Tocka (z(€),y(£))T na krivulji r je singularna tocka, ¢e je r'(£) = 0

(hodograf krivulje poteka skozi koordinatno izhodisce).

Krivulji, ki nima singularne tocke, pravimo regularna krivulja [10].

Krivulja r(&) = (z(£),y(£))" je ravninska PH krivulja, ¢e komponente njenega
hodografa r'(¢) = (2/(£),y'(£))T ustrezajo pogoju

((€)) + (¥'(§)* = 0™(6),

kjer je o poljuben polinom [5], ki mu pravimo parametri¢na hitrost krivulje r [10]. Ce
je krivulja r stopnje n, potem je polinom o stopnje n — 1 [5].

Zgornja zahteva je ekvivalentna zahtevi, da ima krivulja r racionalno enotsko tan-
gento [10].

Preden nadaljujemo, najprej zapisimo definicijo najvecjega skupnega delitelja.
Definicija 2.3. Najvecji skupni delitelj stevil a in b je najvecje Stevilo, ki hkrati deli
stevili @ in b. To Stevilo bomo oznacevali z ged(a,b). Ce je ged(a,b) = 1, potem sta si
stevili @ in b tuji med seboj [8].

Naj bodo z(£), y(£) in (&) polinomi inr = (z(£), y(£))” krivulja. Hodograf krivulje
r je primitiven, ¢e je ged(2'(£),y'(€)) € R. Primitivno krivuljo r’ lahko zapisemo s

polinomoma w in v, ki sta paroma tuja kot

26 =u* () —v*(€) i yY(§)=2uuE),  &£inf0,1].
Opazimo, da dobimo iskani pitagorejski trojcek (z'(€),y/'(£),0(£)), ki je pri zgornjem
primern enak (u2(€) — v2(€), 2u(€)u(€), wX(€) + v7(6)), ker velja (w3(€) — v*(€))? +
(2u(§)v(¢))? = (u*(§) +v*(€))* [10].

Poglejmo si sedaj izrek Kubote, ki nam pove, kdaj trije polinomi zadoscajo pogoju
(@'(€)* + (' (§))* = a*(&).
Izrek 2.4. Naj bodo a(§), b(§) in c(&) realni polinomi. Ti polinomi zadoScajo pitago-
rejskemu pogoju

a*(€) +b*(€) = (9), (2.1)
natanko tedag, ko jih lahko izrazimo s polinomi u(§), v(€) in w(§) kot

a(§) = (u*(§) — v*(€)) w(8),
b(&) = 2u(§)v(§)w(8), (2.2)
c(§) = (w(§) +v*(§)) w(8),
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kjer sta si polinoma u(§) in v(§) tuja med seboj.

Dokaz. Da je (2.2) zadosten pogoj za zadostitev enakosti (2.1), opazimo, ko enakosti
(2.2) vstavimo v (2.1).
Dokazimo Se v obratno smer. Predpostavimo, da je w(§) = ged(a(€),b(€),c(§)) in

definirajmo polinome:

ki so med seboj paroma tuji in zadosS¢ajo pitagorejskemu pogoju

) =

a(6) +0(6) =2(€).
Zapisimo zgornjo enachbo kot
(€)= E(€) — a%(€) = (@(6) +a(€)) (@) —a(€)).

Vemo, da ¢(€) +a(€) in ¢(€) —a(€) nimata skupnih nicel, kajti v nasprotnem primeru bi
to pomenilo, da @, b in ¢ med seboj niso tuji. Sledi, da je vsaka ni¢la polinoma b hkrati
tudi ni¢la enega izmed polinomov ¢ 4 @ in ¢ — @, ki imajo sodo veckratnost. Polinoma

lahko zapisemo kot

@) +ag) =) in e(§)—al) =),

Ce te pomnozimo e z w(¢), dobimo (2.2). O

Kadar ged(a(€),6(§),c(€)) € R to implicira w(§) € R in ged(u(§),v(€)) € R v (2.2).
Takim resitvam pravimo primitivna pitagorejska trojica.

Iz izreka Kubote sledi naslednja posledica.

Posledica 2.5. Ravninska PH krivulja (&) = (z(£),y(€))T je doloéena s polinomi
u(§), v(&) in w(§), kjer sta polinoma u(§) in v(§) paroma tuja, preko izrazov

7€) = (W) —v* () w(€),  ¥'(&) = 2u(§)v(E)w(E). (2.3)
Nastejmo vse mozne izbire u, v in w, ki lahko generirajo neregularne PH krivulje:

e Cestau=uv=0ali w=0, potem je hodograf ' = v/ = 0 in je PH krivulja r

ena sama tocka.
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e Ce so u,v,w konstante in je w ter vsaj eden izmed u in v konstanta razlicna od

nic¢, potem je PH krivulja r enakomerno parametrizirana daljica.

e Ce sta u in v konstanti, vendar ne hkrati enaki 0 in w nekonsistentna, potem z
integracijo ' in 3’ za r dobimo neenakomerno parametrizirano daljico. V tem
primeru, v primerjavi s prej$Snjim primerom, ima parametri¢na hitrost o nicle

sode stopnje.

e Ceje w # 0 in je eden izmed u in v enak 0, potem je PH krivulja r vzporedna

ali y koordinatni osi.

e Cejew =01in u = +v ali pa je vsaj eden izmed u in v razlicen od 0, potem je

PH krivulja r neenakomerno parametrizirana daljica.

Zaradi zgoraj nastetih primerov, se moramo omejiti na tiste primere, ko so u, v in
w razlicni od 0 in sta u in v med seboj tuja, vendar ne hkrati konstantna. Ta omejitev
od nas zahteva obravnavo PH krivulj, ki so stopnje vsaj 3.

V nadaljevanju bomo privzeli, da je w = 1, saj taki hodografi definirajo regularne
PH krivulje, ki zados¢ajo pogoju r'(§) # 0 za V¢ € [0,1]. Regularne PH krivulje so
lahko samo lihih stopenj (¢e nas zanima celoten interval [0, 1]).

Ce ne bi prevzeli w = 1, potem bi ravninska PH krivulja r = (2(¢),y(¢))” bila

definirana z integracijo izrazov

2(©) =w? =%, y(€) = 2wu.

Opazimo, da bi lahko dobili krivuljo sode stopnje in obravnava PH krivulje sode stopnje
je bolj zapletena [6].
Naslednja konstrukcija nam omogoca konstrukcijo PH krivulj lihih stopenj. Gene-

rirali jo bomo iz kompleksnega polinoma w(&), stopnje m, in sicer kot:

w(&) = u(f) +iv(§)

u(§
> () — gmkek +Ika<> a-omte
o

( ) —&)mhet,

kjer so wy = uy + ivg kontrolne tocke. V enachi (2.4) nastopajo Bernsteinovi bazni

polinomi stopnje m. Ravninsko PH krivuljo r stopnje 2m + 1 dobimo z integracijo

1zraza

r'(g) = w(§). (2.5)
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Dobili smo r(§) = [w?(£)d§ + C, kjer je C € R. To pomeni, da je PH krivulja
r dolocena enoli¢no s svojim hodografom r’ do translacije natancno, ki je pogojena z

integracijsko konstanto. Naj bo

r(§) = 2 r (k) (1—¢nre

Bézierjeva krivulja stopnje n = 2m+1 za & € [0, 1] z n+ 1 kontrolnimi tockami (ry)}_,.
Sedaj lahko hodograf PH krivulje r zapisemo kot Bézierjevo krivuljo stopnje n—1 = 2m

iz mnozice kompleksnih stevil, in sicer

Y(E) = wAE) = S0, (” . 1) (1— &)t hek,

k=0

Kontrolne tocke hodografa PH krivulje (19@2;3 so podane s
’l9k = nArk = n(rk+1 — I‘k).
Poglejmo si sedaj nekaj geometrijskih lastnosti PH krivulj.

Lema 2.6. Parametricno hitrost o, enotsko tangento t in ukrivljenost k krivulje r

lahko izrazimo kot
0:|W|27 t=—, K=2

Dokaz. Najprej bomo dokazali, da je o = |wl|?. Velja

o=/ ()24 (y)? =/ (u2 — v2)? + 2uv)? = u® +v* = |u + iv]* = |w|>.

Iz tega sledi, da je

Opazimo, da je enotska tangenta t na PH krivuljo r res racionalna krivulja, kar sledi

iz definicije PH krivulj. Dokazati moramo samo Se zvezo za ukrivljenost x krivulje r.
2y — 2"
y—y3. Z nekaj

Dokazali bomo najprej levo stran enakosti. Po definiciji je k = — :
(¢"2 +y'2)2

racunanja in po definiciji 2’ in ¥’ dobimo

(u® — v?)(2uv)’ — 2uv(u® — v?)" 22UV 4 2uv*V’ — 2uPou’ — 0%
(=2 (2w CERGE
2w (U +0?) = 20w (U + ) (w — o)
B (u? 4+ 0v2)3 T (w2 +02)?

K =
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Desna stran enakosti je po nekaj algebrai¢nih operacijah in definicijah w in o enaka

QII’H(WW/) B QIHI <(u + iv)(u’ + iv’)) B QII’H ((u . iv)(u’ + iU/))

o2 r'2+y'? (u? 4 v?)?
B 2Im(uu’ + i’ — v’ +vv') 2(u1/ — o)
- (u2 + Uz)z - (u2 + vz)z )
Na ta nacin smo dokazali Se zadnjo enakost. O]

Iz dokaza sledi spodnja posledica.

Posledica 2.7. Ukrivljenost PH krivulje T je enaka

(uv" — vu') (uwv" — o)

(u2+v2)2 - o2

Podobno lahko izrazimo tudi enostsko tangento t in enotsko normalo m na PH krivuljo

T s polinomima u in v kot

(u? — 02, 2uw) , (2uv, v? — u?)
t e —— = -
- in n -

Naj bo w stopnje m kot je v (2.4). Parametricna hitrost o je polinom stopnje
2m, enotska tangenta t, enotska normala n in ukrivljenost x so racionalne funkcije oz.
krivulje. Ce je PH krivulja stopnje n = 2m + 1, potem sta racionalni krivulji t in n
stopnje n — 1 = 2m, (tako v stevcu kot v imenovalcu), ukrivljenost x pa ima v Steveu
stopnjo n — 3 = 2m — 2 in v imenovalcu 2n — 2 = 4m — 2. Loc¢na dolzina krivulje r je

funkcija parametra ¢ in je enaka integralu

13
5(6) = /0 o (t)dt. (2.6)

Polinom o je stopnje 2m, torej je polinom s(§) stopnje 2m + 1 [10].

2.2 Prostorske PH krivulje

Prostorska krivulja s pitagorejskim hodografom je krivulja r(§) = (x(£),y(€), 2(€))7T,
za katero velja, da komponente r'(£) = (2/(£),y'(£), 2'(€))T zadoscajo pitagorejskemu

pogoju

('(€)* + (' (©)* + ()" = 0*(€) (2.7)

za nek polinom o (§). Za konstrukcijo prostorskih PH krivulj obstajata dva alternativna
pristopa, in sicer uporaba kvaternionov in Hopfova preslikava.

Prvi pristop ustvari pitagorejski hodograf r'(€) iz kvaterniona [1]
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A(&) = u(&) + ()i + p(E)j + &)k, (2.8)

kjer so
1=(1,0,0,0), i=(0,1,0,0), j=1(0,0,1,0), k =(0,0,0,1),

bazni enotski kvaternioni. Prva komponenta kvaterniona se imenuje skalarni del, ostale
tri komponente se imenujejo vektorski del kvaterniona. Kvaternion z ni¢elnim skalar-
nim delom se imenuje ¢isti kvaternion. Vektorje v R3 lahko identificiramo s istimi
kvaretnioni in obratno. Ce pisemo A = (a,a) in B = (b,b), a,b € R, a,b € R?, potem

velja

A+B=(a+ba+h), AB = (ab—a-b,ab + ba+ a x b),

kjer - oznacuje skalarni produkt, x pa vektorski produkt. Z A* := (a,—a) ozna¢imo

konjugiran kvaternion od kvaterniona .4 in norma od kvaterniona A je definirana kot:

I = A" A = AA" = a® + [la]f?,
kjer je |lal]| = v/a - a Evklidska norma vektorja a. Nadalje lahko dolo¢imo komutativno
mnozenje na prostoru kvaternionov kot
Lo s | s e
AxB:= E(AIB + BiAY).

Opazimo, da je A B ¢isti kvaternion in ga lahko identificiramo z vektorji iz R3 [4].
Kvaternionski polinom v (2.8) konjugiramo in dobimo A*(£) = u(§) — v(&)i — p(&)j —
q(&)k. Potem velja

r'(g) = Ax A= A(IA(€) = [u() +v*(§) — p*(§) — ()]

Alternativna konstrukcija je, da uporabimo Hopfovo preslikavo. Sedaj je hodograf

definiran s kompleksnima polinomima «(§) in (&),

a(§) =uw(@) +iv(€)  B(E) = q(§) +ip(§), (2.10)
kot

r'(§) = (|a(©)F — 1B, 2Re(a(€)B(8)), 2Im(a(§)B(E))- (2.11)

Parametricna hitrost je definirana kot
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a(§) = IF'(€)] = [AE©) ] = a(§)I” +B(E)I* = u*(§) +v*(&) +p*(€) + ¢*(§)-  (2.12)

in je prav tako polinomska funkcija. Skupno dolzino krivulje nad intervalom [0, 1] tako
dobimo kot [3]

1
S = s(1) _/ o (1)dt.
0
Ekvivalenca med (2.9) in (2.11) je o¢itna, ¢e vzamemo A(§) = (&) + kB (), kjer

imaginarno enoto i, identificiramo z baznim kvaternionom i. Kvaternionski polinom

(2.8) in kompleksna polinoma (2.10) lahko po Bernsteinovi bazi
o= (T)a-gre izom
zapisemo kot
A€ = f;Aib;“(g), o(€) = f e, BE) = zm;@br(@,

kjer so koeficienti povezani z A; = oy + kB; za i =0,1,...,m [1].
Pri prvem poskusu posplosevanja pitagorejskih hodografov iz R? na R? so uporabili

spodnji hodograf r'(§)

2'(§) = h(&) [u*(€) — v*(§) — w(€)],
y' (&) = 2h(§)u(&)v(8), (2.13)
(&) = 2h(&u(§)w(8),

za polinome h(§), u(§),v(§),w(§) tako, da je (&) = [R(&)|(u?(€) + v*(§) + w?(E)).
Oblika (2.13) je zadosten, vendar ne potreben pogoj, da bi prostorski hodograf r’(&)

zadoscal pitagorejski enacbi (2.7). Spodnji hodograf
dE=01-¢°% YE©=¢ =1

zadosca enachi (2.7) z 0(€) = V2(£2 — € +1), vendar ga ne moremo zapisati kot (2.13).
S pomocjo tega primera opazimo, da hodograf (2.13) ne da vseh moznih prostorskih
PH krivulj. Tezava, ki se pojavi pri hodografu (2.13) je ta, da hodograf ni invarianten
za rotacije v R3. Hodograf sicer pri vrtenju okoli x osi ostane nespremenjen, pri vrtenju
okoli y in z osi pa ne ohranja oblike.

Poglejmo si sedaj izrek Kubote za prostorske PH krivulje.



Jovi¢ I. Rotacijsko minimizirajoca ogrodja prostorskih krivulj.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2020 11

Izrek 2.8. Vzemimo realne polinome a(§), b(§), c(§) in d(§), ki so si med seboj tuji.

T polinomi zado$cajo pitagorejskemu pogoju

a*(&) +b*(€) + ¢*(&) = d*(€) (2.14)

natanko tedaj, ko jih lahko izrazimo z realnimi polinomi u(§), v(§), p(§) in q(&) kot [6]

a(§) = u*(&) +v*(€) — p*(&) — ¢*(€),

b(&) = 2 [u(€)q(&) + v(€)p(€)], (2.15)
(&) = 2[w(&)q(&) — u(§)p(8)],

(&) = u?(&) + v*(&) + p*(&) + (&)

Dokaz. Ponovno zapisimo enacbo (2.14) kot b?(€) + c*(€) = d*(€) — a*(€). Enacbo

razstavimo
[b(€) +ic(§)] [b(§) — ic(§)] = [d(§) + a(§)] [d(§) — a(§)].- (2.16)

Ce w(€) = ged(b(€), ¢(€)) = konstanta, potem kompleksna polinoma b(€) + ic(€) in
b(¢) —ic(€) nimata skupnih realnih nicel. Prav tako pa so nicle b(§) —ic(§) konjugirani
pari od b(§) + ic(§). Ker sta d(§) + a(€) in d(§) — a(§) realna polinoma, ju lahko
razstavimo v kompleksno-konjugirane pare linearnih faktorjev, pri ¢emer je en ¢len

vsakega para iz b(§) + ic(€), drugi pa iz b(€) — ic(§). Te polinome lahko zapisemo kot

b(&) +ic(§) = f(&)7(8),  b(&) —ic(§) = F()g(E). (2.17)

kjer sta f(£) in g(§) kompleksna polinoma, da velja

d(§) —a(&) = f(&)F(&),  d(&) +a(§) = g(&)7(S). (2.18)

Kompleksna polinoma zapisimo z realnim in imaginarnim delom, in sicer f(&) =

V2[p() +1q(&)] in 9(§) = V2[u(&) +iu()], kjer so p(€), q(§), v(§) in u(§) realni

polinomi. Ce te realne polinome vstavimo v (2.17) in (2.18), potem nam ti enacbi
dasta izraze (2.15) kot resitev za a(€), b(&), c(€) in d(€). Ce je w(€) = ged(b(€), ¢(€)) #
konstanta, potem iz (2.16) opazimo, da je w?(€) faktor od d(£) —a(€) ali d(€)+a(€). To
pa zato, ker bi skupna nicla od b(¢), ¢(§), d(&) — a(§), d(§) + a(§) implicirala, da a(§),
b(&), c¢(€) in d(£) niso tuji. Torej, vzemimo w?(§) iz d(&) +a(€) ali d(&) —a(€). Prejsnje
argumente lahko ponovimo s tem, ko w(§) delimo z b(§) + ic(§) in b(§) —ic(€) [6]. O
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3 Euler - Rodriguesovo ogrodje na
PH krivuljah

V tem poglavju bomo najprej predstavili konstrukcijo Euler-Rodriguesovega ogrodja

(ER ogrodja), nato pa Se njegove lastnosti.

3.1 Konstrukcija ER ogrodja

Euler-Rodriguesovo ogrodje (ER ogrodje) je racionalno ortonormalno ogrodje, defini-

rano na PH krivuljah, kot

(A(IA(E), A(E)JA*(E), A kA"())
A& '

Prvi vektor ogrodja e;(§) je enotska tangenta krivulje, medtem ko es(§) in e3(§)

(e1(6), e2(€), e5(€)) = (3.1)

lezita v normalni ravnini na tangento. V primerjavi z Frenet-Serretovim ogrodjem ima
ER ogrodje prednost, da je racionalno ogrodje in da nima skokov v prevojnih tockah,

kjer imamo nicelno ukrivljenost (glej sliko (1)).

Ce bi vektorje ogrodja zapisali s komponentami kvaternionskega polinoma, potem

bi zapis vektorjev bil [3]

(u? +v* = p* = ¢*)i + 2(uq + vp)j + 2(vg — up)k

e =
! u? + v+ p? + ¢? ’
o — 2(vp — uq)i+ (u? — v+ p* — ¢*)j + 2(uv + pg)k (3.2)
o u? + 02+ p? + ¢ ’ '
2 vl 2Apg — )i+ (R Pk
3 — .

u? + v +p*+q?

Zapisimo komponente e;, e, in ez v stolpce 3 x 3 matrike:

u? + 02 +p? + ¢ 2(vp — uq) 2(up + vq)

1
2(uq + vp) u? — v +p* — ¢ 2(pg — uv)

u? + v +p*+¢?

2(vq — up) 2(uv + pq) u? —v? —p? + ¢*
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Slika 1: Frenet-Sorretovo ogrodje z nezveznostjo ogrodja v prevojni tocki.

Dobimo ortogonalno matriko z determinanto enako ena [6].

Za prostorske polinomske PH krivulje stopnje 5 so komponente vektorjev ER ogrodja

racionalne funkcije stopnje 4. Sprememba ER ogrodja vzdolz r je dolo¢ena s kotno hi-

trostjo w kot:

de1 % d62 % deg %
— =wXxe — =wXxe — = w X eg,
ds ! ds 2 ds K
kjer je w zapisan po ER bazi
W = wi€1 + woes + wses. (33)

Iz enacbe (3.3) izrazimo wq,ws in ws kot

deg

Wy =e3z: —— =
ds
de3

Wy =€ — =
ds
d61

W3 =€y — =
ds

Sedaj uvedimo polinom A(§) kot

_e2 .

_eS .

_el .

des w' —u'v —pq + plq

-2 =9
ds o? ’

d (A /A

% :2up upa—l;vq vq’ (3.4)

dey 2uq’ —u'q—vp +'p
ds o2 '
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h(&) = u(§)v'(§) — ' (§)v(€) — p(§)d' (&) + 1/ (§)a(8)- (3.5)
Tako lahko prvo komponetno kotne hitrosti zapisemo kot
_, ()
w1 (&) = 202(5). (3.6)

Ceprav sta vektorja e, in e3 odvisna od izbranega koordinatnega sistema (i, j, k), je
prva komponenta kotne hitrosti w; (ki doloca vrtenje vektorjev e, in ez okoli tangente
e na krivuljo) neodvisna od koordinatnega sistema. Sprememba koordinat bi pomenila

zamenjavo kvaterniona A s kvaternionom

A(€) = AU = a(&) + B(€)i + p(8)] + A(O)k, (37)
za nek enotski kvaternion U. Lahko preverimo, da sta polinoma &(¢) in a(€) dolocena

s spremembo @(§), 0(£), p(&) in G(&) v u(§), v(§), p(§) in q(§) iz enacb (2.12) in (3.5)
enaka o(§) in h(§) [3].

3.2 Lastnosti ER ogrodja

ER ogrodje je racionalno ogrodje za prostorske PH krivulje, ki je definirano z izrazi
(3.1) [6]. ER ogrodje ima nekaj lepih lastnosti. V primeru kubi¢nih PH krivulj je ER
ogrodje ekvivalentno Fernetovemu ogrodju [2].

Zasuk (ang: twist) Trr od ER ogrodja predstavlja skupno rotacijo vektorjev nor-

malne ravnine e, in ez okoli tangente e; vzdolz r, in sicer:

Ton = /0 “wnds = /0 o (€)o(e)de = 2 /0 1 %d@ (3.8)

Na primer za polinomsko PH krivuljo stopnje 5 je integrand v Stevcu stopnje 2 in
v imenovalcu stopnje 4.

Naj z1, Z1 in 29, Zo oznacujeta dva para kompleksnih konjugiranih nicel realnega
polinoma o (&) = u?(€) + v*(€) + p*(€) + ¢*(€), tako da je

o(§) =c(§ — 21)(€ —Z1)(§ — 2)(§ — Z2)

za neko realno konstanto ¢ # 0. Nicle polinoma ¢ (&) lahko izrazimo v zakljuceni obliki,
kar nam omogo¢a Ferrarijeva metoda. Ce delimo h(€) in o(€) z ¢, potem ima parcialni
ulomek integranda v (3.8) naslednjo obliko

h(f) _ C1 4 El 1 Co i EQ (39)

o) E—n -7 E—zm (-7
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kjer kompleksne vrednosti

h h
¢ = — (z1) — = (222 _ (3.10)
(21 —7Z1)(z1 — 22) (21 — Z2) (22 — 21)(22 — Z1) (22 — Z2)
imenujemo ostanki racionalne funkcije % na polih (navpicne asimptote) funkcije. 2,

29 in €y, G so konjugirani ostanki. Iz enacbe (3.9) dobimo nedolo¢en integral kot

/%dﬁ =cIn(§ —2z)+cIn(€ —Z1) + coIn(§ — 22) + G In(§ — Z).

Konjugirane izraze lahko kombiniramo in dobimo

@ = e(c 1 — 21| — micy)ar — Z
| Zigde = 2Refe)ne = 21 = 2m(er)arg(€ — =) -

+2Re(c2) In € — 25| — 2Im(co)arg(§ — z9).

Pri uporabi ER ogrodja kot osnove za konstrukcijo racionalnega ogrodja z mini-
malnim zasukom (MT ogrodje), moramo upostevati nekatere znacilnosti, ki vplivajo
na spremembe ER ogrodja. Vektorja e; in e se vrtita okoli tangente e; v nasprotni
smeri urinega kazalca, takrat ko prva komponenta kotne hitrosti ER ogrodja w; spre-
meni predznak za £ € (0,1). Tocke, v katerih w; spremeni predznak, so tiste tocke v
katerih ima polinom (3.5) realne nicle lihe stopnje. Te tocke imenujemo prevoji ER

ogrodja. Za PH polinomske krivulje stopnje 4 je ta polinom stopnje 2 z Bernsteinovimi

koeficienti
ho = 2(upvy — u1v9 — Pogi + P1go),
hi = ugva — u2v9 — Poq2 + P2qo, (3.12)
hy = 2(u1ve — usvy — P12 + P2q1),

in ni¢lami

_ho —hy £ /hi — hohs
B ho — 2hy + ho '
Ocitno je, da ER ogrodje nima prevojnih tock, ko je hf — hohy < 0. Segment PH

¢ (3.13)

krivulje r(¢), ima monotono ER ogrodje, ¢e ER ogrodje nima prevojev.
Zanimivi so tudi ekstremi od wy, ki jih dobimo kot ni¢le njegovega odvoda,
dwy o (§)N'(§) — 20" (§)N(E)

ds 2 a(§)

(3.14)
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Za prostorske PH polinomske krivulje stopnje pet se v Stevcu nahaja polinom sto-
pnje 5 (ker sta (&) in h(§) stopnje 4 in 2) in w; ima vsaj en in najve¢ 5 ekstremov,
vendar ne nujno znotraj intervala [0, 1]. Koeficiente polinoma lahko dolo¢imo iz h(§)
in o(§) s standardnimi algoritmi za vsoto in produkt polinomov v Bernsteinovi obliki.

Pri konstruiranju racionalnega MT ogrodja iz ER ogrodja je bolje dano polinomsko
PH krivuljo r stopnje 5 razdeliti na podsegmente z monotonim ER ogrodjem, kjer w; ne
spremeni predznaka ali pa nima ekstrema (ali pa oboje). To lahko dosezemo z uporabo

de Casteljauevega algoritma na kvaternionskem polinomu [3].
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4 Ogrodje z minimalnim zasukom

V tem poglavju bomo predstavili ogrodje z minimalnim zasukom (MT ogrodje). V
podpoglavju bomo podrobneje predstavili racionalno MT ogrodje.

Vzemimo prostorsko krivuljo r(§), £ € [0, 1], dolzine S, in naj bosta

(£1(0),£2(0),£5(0))  in  (fi(1),£2(1), £3(1)), (4.1)
vrednosti ogrodja v tockah pri & = 0 in £ = 1, pri ¢emer je f;(§) = % Oznac¢imo
z @ = 1f) 4+ Qofy + Qsf5 kotno hitrost ogrodja. Taksno ogrodje imenujemo ogrodje z

minimalnim zasukom glede na pogoj (4.1), ¢e velja:
i) Q1 ne spremeni predznaka na intervalu (0, 1), t.j. ogrodje je monotono in

ii) daje najmanjso mozno absolutno vrednost integrala

T= /OS Oyds = /01 O (6o (€)dE.

Tocko, v kateri €21 spremeni predznak, imenujemo prevojna tocka ogrodja (fi, f5, f3).
Ce prevojnih tock ni, se vrednosti T za razli¢na ogrodja z enakimi konénimi stanji lahko
razlikujejo le za veckratnike stevila 27r. Ce pa imamo prevojne tocke, potem se znotraj
integrala T lahko rotacije v eno in drugo smer odstejejo. To pa ni zazeljeno v skladu
z lastnostjo minimalnega zasuka, zato je s pogojem i) to izkljuceno.

Vzemimo sedaj ogrodje (f;(€),£2(€), £3(€)) prostorske PH krivulje r(§), £ € [0, 1],
doloceno z ER ogrodjem (e1(€),e2(€),e3(§)) kot f1(£) = e1(§) in

[5(@] _ e2<s>] | 42)
£3(¢)

e3(&)
Da bo ogrodje (fy, fy, f3) racionalno, vzamemo

cosO(§)  sinO(§)
—sin©(&) cosO(E)

O(¢) = 2tan* @, (4.3)

a(§)

za tuja polinoma a(§) in b(§) stopnje m, da velja

a?(§) = b*(¢)

2a()b(e)
2(0) T P(E) ' (44)

cosO(§) = sin ©(§) =
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Ker je © kotna hitrost ogrodja (f1(€), f2(£), £3(€)), velja
df, df, dfs
2 _Qxf — =Qxf — =Q xf3
ds s ds * ds 0
Ce to kotno hitrost razpisemo po ER bazi (t.j. Q = Qie; + Qsey + Q3e3), dobimo

komponente

(€)= wn(€) + % (45)

in 29(§) = wa(§), Q3(8) = ws(&), kjer je w = wye; + wees + wses je kotna hitrost ER

ogrodja (ey, ez, e3). Iz enacbe (4.3) sledi

or(6) = 22O —OME)
a?(€) + 0*(¢)

Zacetna in kon¢na orientacija (4.1) sta doloCeni z zacetno in konéno orientacijo

normalne ravnine, ©; = ©(0) in O = O(1), vektorjev £5(§), f5(£) glede na ey(&), es(§),

tako da ©;, ©; € (—m,+n]. Toda robna pogoja (4.1) ne dolocata enoli¢na ogrodja

(f1(£),£2(€),£5(£)). Ogrodje ima komponento kotne hitrosti (4.5) v smeri tangente,

kjer je wy(§) komponenta kotne hitrosti ER ogrodja in % je komponenta, ki nastane

ob rotaciji v normalni ravnini (4.2), zato izbira ©(§) vpliva na variacijo ogrodja med

(4.6)

robnima stanjema (4.1). V splosnem, zasuk ogrodja na prostorski krivulji z danima
zacetno in konc¢no orientacijo lahko preseze vrednost 27. To pomeni, da je skupna
rotacija, ki je potrebna za izpolnitev robnih pogojev (4.1), presezena za en ali vec
polnih zasukov za kot 2.

Zasuk ogrodja (fi, 3, f3) je podan z

S 1
T = / QldS = / (wla + (“),) dg = TER + @f — @ia (47)
0 0

in vrednost 7" lahko preseze 2, ker je Trr lahko vecji od 27 in ©; ter © sta nedolocena
do veckratnikov stevila 2. Ker lahko MT ogrodje vedno zadosti zacetno/koné¢no orien-
tacijo s skupnim zasukom, ki ni manjsi od — ali vecji od +m, se uporablja zmanjSani za-
suk T}, namesto nominalne vrednosti T. Ce T € (—n, 4], potem vzamemo T}, = T
V nasprotnem primeru definiramo 7,,,;, tako, da dodamo ali odstejemo od T' veckratnik
stevila 27, ki da vrednost v definicijskem obmocju (—m, +].

Ogrodje minimalnega zasuka, ki zadosti dana robna pogoja, je doloc¢eno tako, da

ima vrednost zasuka 7,,;, in povpreéno komponento kotne hitrosti

Tmin
S .

Formula v zakljuceni obliki za vektorja ogrodja fa(§) in f5(£), ki imata konstantno

O, = (4.8)

komponento kotne hitrosti Q; v smeri tangente e;(£) = f1(¢), je dolocena s (4.2), kjer

v (4.5) vzamemo Q;(£) = ;. Z integriranjem ima kotna funkcija ©(¢) obliko
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¢ T
O(&) = 0; + Qys(8) — 2/0 %day, (4.9)

kjer je s(§) locna dolzina funkcije, definirana kot s(¢) = f(f o(t)dt. Pri funkciji ©(&) iz

(4.9) lahko za integral na desni strani uporabimo (3.11).

Slika 2: Levo: Polinomska prostorska PH krivulja r(§) stopnje pet z danimi
zaCetnimi/kon¢nimi orientacijami f5(0), f3(0) in f5(1), f3(1) za vektorja normalne rav-
nine ogrodja (f1(€),f2(§),£5(€)). Desno: Vektorja fa(§) in f35(§) vzdolz r(§), kot je

dolo¢eno v (4.2) in (4.9), ob upostevanju robnih pogojev.

Slika 2 prikazuje primer polinomske prostorske PH krivulje stopnje pet z danimi
zaCetnimi/konénimi orinetacijami ter vektorja normalne ravnine f3(§) in f3(¢) MT

ogrodja vzdolz krivulje, kot je opredeljeno v (4.2) in (4.9).

Na sliki 3 je prikazana primerjava variacije komponente kotne hitrosti vzdolz smeri
tangente za ER in MT ogrodji [3].

4.1 Racionalno MT ogrodje

Izraza (4.2) in (4.9) dolocata MT ogrodje, ki zadosca pogoju konstantne kotne hitrost
Q1(¢) = Qy, vendar to implicira zapleteno izrazavo za f(€) in f3(¢). Ceprav je s(€)
polinom, ima integral (4.9) transcendentno odvisnost od &, kot je razvidno iz (3.11).
Poleg tega sta v enacbi (4.2) potrebna kosinus in sinus izraza (4.9).

V mnogih aplikacijah je bolje opustiti pogoj konstantne kotne hitrosti, saj lahko
tako dobimo MT ogrodje s preprostejsimi (racionalnimi) izrazi za vektorja f5(§), f5(§),

ki razpenjata normalno ravnino. Taksno ogrodje lahko skonstruiramo z uporabo (4.3)
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Slika 3: Variacija komponente kotne hitrosti ogrodja v smeri tangente za ER ogrodje
in MT ogrodja, prikazano na sliki 2, vzdolz polinomske prostorske PH krivulje stopnje

pet.

za realna polinoma (&) in b(§). Definirajmo kompleksni polinom w(§) = a(§) +1ib(§),
tako da

o wE) a6 — () + 2a()b(E)
OO =L~ @preE (4.10)

Enacbo (4.10) lahko kompaktneje zapisemo kot

exp(iO(€)) = % (4.11)

kjer je w(§) = a(§) — ib(€). Enacbo (4.6) lahko sedaj zapisemo kot [3]

L ImW(EW(E)) _ ,alEV () — d'(§b(E)

O'(&) = = .
=2 P 26 + P (©) 412
7 uporabo Hopfove preslikave in kompleksnega polinoma w velja
In(@(€)a’(€) + FOFE) _ Im(w(EW(E) 3

|(§)* + [B(E)I? [w(&)I?
Leva stran enacbe (4.13) je komponenta kotne hitrosti ER ogrodja v smeri tangente
e =1'/|r| [1].
Pokazimo, da pogoj 21 = konstanta ni nikoli izpolnjen, ce sta £5(¢) in f5(§) defi-
nirana kot v (4.2) in (4.3). Ce je stopnja(u,v,p,q) = m in stopnja (a,b) = £ potem

je

stopnja(h) = 2m — 2, stopnja(o) = 2m, stopnja(abl — a'b) = 20 — 2,

stopnja(a® + b*) = 2L.
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: . 2h . 2(al! — a'b) _
Tako iz enacbe (4.5) z wy = — in 0 = e EwEa dobimo
(a®> + b*)h + o(ab — d'b)
Q=2 4.14

kjer imamo v Stevcu stopnjo 2m + 2¢ — 2 in v imenovalcu stopnjo 4m + 2¢. Torej (),

ne more biti konstantna. Spomnimo se, da realne nicle polinoma v Stevcu dolocajo

prevojne tocke ogrodja (f;(€), £2(€), £3(€)).
Pigimo sedaj polinom w(§) izrazen v Bernsteinovi obliki

W)= > w (7}3) (1 - ret, (4.15)

Potem robna pogoja ©(0) = ©; in ©(1) = ©; implicirata
Wy . . Wi, .
— = OF — = Oy),
= exp(i©;) in = exp(i©y)

in zatorej wg = 7; exp(i%@i), W = Vf exp(i%@f), za nenicelni realni konstanti ~;,
v¢. Ker izraz (4.11) pri skaliranju w(&) s katerokoli nenicelno realno vrednostjo ostane

nespremenjen, lahko vzamemo ~; = 1 ali 7y = 1. Vzemimo torej
wo = exp(i36;) in W, = vexp(il0y).
Zazeljeno je, da je polinom w(§) = a(§) + 1b(§) nizke stopnje, da sta posledi¢no tudi
vektorja £5(€), f5(¢) izrazena v (4.2) relativno nizke stopnje [3].
4.1.1 Linearni polinom w(¢)

V enostavnem netrivialnem primeru je
w(&) = wo(l — &) + wig,
. Ao 1 .
kjer sta wo = exp(li@i) in wy = fyexp(lé@f). Izraz (4.12) je enak

27 sin %A@

0'(§) = (1 —&)2 + 7 cos %A@Z(l — &)+ 1267

kjer A©® = ©; — ©,. Ker je Stevec konstanten in je imenovalec kvadratna funkcija z
diskriminanto —(y sin %A@)Q, opazimo, da ©’ ne spremeni predznaka, kar pomeni, da
je © monotona z O(§) =0, ko je O = ©,. Parameter 7 je edini parameter, s katerim

lahko moduliramo variacijo ©(¢). S

po=00)[Q —wi(0)] i pr=0(1)[Q —wi(1)], (4.16)

lahko preverimo ali zapisa
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00 ] _ 2sin %A@

= in
" 2sin %A@ 7 P1

zagotovita 1(0) = @ in (1) = Q1. (€) z vrednostjo (4.8) lahko dosezemo le v
eni robni toc¢ki. Opazimo, da nam linearni polinom w({) ponuja premalo moznosti za

modulacijo variacije () [3].

4.1.2 Kvadratni polinom w(¢)

Vzemimo sedaj polinom w(§) stopnje 2,

w(§) = wo(l = §)* + wi2(1 — §)§ + wal?, (4.17)

kjer je v Stevcu (4.12) kvadratni polinom in v imenovalcu polinom stopnje 4. Po-
linom w(§) stopnje 2 implicira MT ogrodje stopnje 5 (kar sledi iz (4.2)) in imajo
racionalno odvisnost stopnje 8 krivulje s parametrom £. PiSimo wy = exp(i%@i) in

Wy = fyexp(i%@f) in uporabimo pg in p; iz (4.16), ter preverimo ali zapis
eXp(i%@f)Po + exp(i%@iwm

4 sin %A@ ’
zadoséa Q1(0) = Q1(1) = Q. Q1(€) je v obeh tockah definiran kot v (4.8) in « je prosti

parameter. Z uporabo (4.18) imamo v Stevcu (4.12) Bernsteinove koeficiente

wy = (4.18)

1 1 1
2Im(wow) = 3P0, 2Im(Wow>) = 2ysin 546, 2Im(Wiwy) = 572p1.

Bernsteinovi koeficienti v imenovalcu pa so naslednji
2
|W0| )

cos 2AOpy + vp1

2Re(Wow) = 2 sin %A@ ’

P + 27 cos A0 popy + 2P
16sin® AO ’

2 RG(WOWQ) + 4|W1|2 =

po + % cos %A@pl

2Re(Wiws) = 2sin %A@ ’

\W2\2 = 72-

Da bi fiksirali prosti parameter -, upostevamo minimiziranje povprecnega kvadra-

tnega odklona () od povprecne vrednosti Q;, definirano kot
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Gap) =5 [ (@ - s (4.19)
Ce upostevamo )
/0 0,(6)o(€)de = 5T,
lahko izraz (4.19) zapisemo kot

1

(AP) = 5 [ (e -t

7 uporabo (4.5) in z upostevanjem, da je €; konstanten, lahko (|AQ;|?) minimizi-

ramo glede na parameter v z doloc¢itvijo minimuma integrala

ro) - [ 1 i+ 2] (e (1:20)

kjer je samo ©’(&) odvisen od 7. Ekstrem (4.20) zados¢a pogoju

T2 1 [m(&) " (i'(f))} Qo) =0,

Zgornji integral lahko naceloma zapiSemo v zakljuceni obliki, saj so polinomi, ki

se v integralu pojavljajo, najve¢ stopnje 4. Ce pogledamo parcialni odvod ©’ (&) glede
na v, pa je v splosnem dobljena enac¢ba transcendentno odvisna od ~. To pa zahteva
iterativno numeric¢no resitev.

Uporabili bomo naslednji pristop. Za v # 0 lahko funkcijo ! izraéunamo s katerokoli
2 i =

. Pri enakomernih vozlih & = L

zeljeno natancnostjo s Simpsonovim pravilom N

0,1,..., N (N je sodo stevilo), lahko integral (4.20) zapisemo s priblizkom

F() % 503 (f(E) + 4F(E) + (&) (1.21)

kjer f(&) = Q3(&)o(§). Z izbiro N = 2" zan = 1,2,..., lahko pri povecanju iz n na
n+1 uporabimo predhodno izrac¢unane vrednosti f. Ker je funkcija f(£) nenegativna, to
omogoca hitro konvergenco do zeljene tolerance. Napaka e v priblizku (4.21) zadostuje
3]

el < ax | fY(€)].

180N4 ge[o 1

Vrednost v = 0 je izkljuéena, ker potem wo = 0 in po L’'Hopitalovem pravilu vrednost limite od
(4.11), ko £ — 1 ne omogoci interpolacije vektorjev ogrodja fa(1), f3(1).

2Simpsonovo pravilo je Newton-Cotesova formula za oceno integrala funkcije f s pomoéjo polinomov
stopnje dva. Simpsonovo pravilo lahko dobimo, tako da integriramo Lagrangeevo funkcijo stopnje 3,
ki seka funkcijo f v treh enako oddaljenih toc¢kah. Vzemimo funkcijo f, ki gre skozi tocke xg, x1,
x9, ki so oddaljene za h in pisimo f, = f(z,). Glede na Simpsonovo pravilo velja: f;j f(x)dx =
S22 By~ Lh(fo + 4F1 + £2) [7).



Jovi¢ I. Rotacijsko minimizirajoca ogrodja prostorskih krivulj.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2020 24

5 Racionalno MT ogrodje na
krivuljah z rotacijsko

minimizirajocim ER ogrodjem

Za krivulje, ki zados¢ajo enachi (4.16) in zanje velja Im(a(€)a/(€) + B(£)B'(§)) =
0, je njihovo ER ogrodje (e1(£),ex(§),e3(§)) ze samo rotacijsko minimizirajoce, zato
rotacija iz enacbe (4.2) ni potrebna, da bi pridobili racionalno RM ogrodje. Velja, da

je najpreprostejSa prostorska krivulja s to lastnostjo PH krivulja stopnje 7.

Za konstrukcijo PH krivulj stopnje 7 uporabimo naslednja kubi¢na kompleksna

polinoma

a(€) = aobj(&) + arbi(€) + bl (&) + asbi(€), (5.1)
B(E) = Bobip (&) + Brbi(€) + Babs(€) + Babs (€)
v (2.11). Velja
a1 £ 18O = (|ao|? £ [Bo]*)b5(€) + Re(@oon £ BoS1)b5(€)
|3 Re(aoan 2 Bof) + Sl + 151 400
-+ 1_10 Re(ao()ég + 3063) + % Re(@lo@ + Blﬁ?)] bg(é) (52)
|2 oo £ 5yf) + Soal £ 1) 800
+ Re(@aas £ B563)b5(€) + (Js|* £ [Bs]*)B(€),
20(€)B(E) = 20403058(5) + (B + a1 By)bS(€)
+ g(aogg + agfBy + 301 8;)b5()
+ 25 By + By + 9T, + az5,)] B(6) (53
+ %(algg + 04331 + 304252)@61 (5)

+ (285 4 3B,)b8(€) + 20038565 (€),
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a()a’(€) + B(§)B'(€) = (o + Bof1)by(€)
(@ooz + BoB2)b1(€)
[B@iaz + B182) +@oas + By b5(€) (5.4)
+ S (@i + B, 83)b5(€)
+ 3(@a0is + BolBs)bA(E).

Da bo imela krivulja rotacijsko minimizirajoce ER ogrodje mora v polinomu (5.4)

+

+
W RN Ww W

[\

biti imaginarni del identi¢no enak ni¢. Torej morajo veljati enache

Im(a@pa; + Bof1) = Im(@as + ByBa) = 0,
3Im(ayay + B162) + Im(apas + Byf3) = 0, (5.5)
Im(ayos + B,63) = Im(azas + By03) = 0.

Te enacbe nam dajo 5 pogojev za 16 prostih koeficientih («;, 5;) za i =0, 1,2, 3.

Definicija 5.1. Re¢emo, da je PH krivulja dolo¢ena z enacbama (2.10) in (2.11) v ka-
nonicni obliki, ¢e velja (g, 5y) = (w,0) za realen w # 0, tako da (e;(0),e2(0),e3(0)) =
(i,j,k).

Poljubno regularno krivuljo, t.j. r’(0) # 0, lahko z rotacijo vedno preslikamo v
kanoni¢no obliko. Posledi¢no se vsi rezultati, ki veljajo za kanoni¢no obliko, prenesejo
tudi na PH krivulje v splosnem polozaju. V naslednji lemi si poglejmo, kako se pogoji

(5.5) poenostavijo za krivuljo v kanoni¢ni obliki.

Lema 5.2. ER ogrodje PH krivulje stopnje 7 v kanonicni obliki (ap, Bo) = (w,0) je
rotacijsko minimizirajoce, ce veljajo naslednji pogoyi
Im(B36:) Im(B;5.)

= Tmlag) . 2T Imlay) 0 ¥30A)=0 (5.6)

V izrazih (5.6) smo predpostavili, da je Im(as) # 0. Ta predpostavka je avtomati¢no

izpolnjena v primeru prave prostorske krivulje [1].

5.1 Interpolacijska shema

V tem podpoglavju si poglejmo konstrukcijo interpolacijske PH krivulje, ki ima racio-
nalno MT ogrodje.
Interpolacijski problem je naslednji: Dani imamo tocki p;, p; in ogrodji (t;, w;, vi), (tf, uy, vy)
v zaetni in konéni tocki. Zelimo skonstruirati prostorsko PH krivuljo r(§) s predpisano
dolzino L > |p; — p;| in racionalnim MT ogrodjem (f(§), f2(£), f3(£)), tako da:
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P;; (£1(0), £5(0), £5(0)) = (t;, Wi, vi)
Py, (f1(1), £5(1), £5(1)) = (t,uy, vy).

r(0)
r(1)

5.1.1 Prvi korak

V prvem koraku skonstruiramo PH krivuljo stopnje 7 z rotacijsko minimizirajo¢im ER
ogrodjem, ki ustreza danim zacetnim/kon¢énim tockam, tangentam in lo¢ni dolzini. Ra-
cionalno MT ogrodje bomo nato dobili v drugem koraku z uporabo racionalne rotacije
na vektorjih normalne ravnine ER ogrodja.

Predpostavimo, da je p, = (0,0,0) in da je krivulja r(¢§) v kanoni¢ni obliki z
(v, Bo) = (w,0) in (t;,u;,v;) = (e1(0),e2(0),e3(0)) = (i,j,k). Zgornje lahko pred-
postavimo, saj nam integracija hodografa (2.11) da prosto integracijsko konstanto
p; = r(0). Preostale predpostavke dosezemo z rotacijo R, ki krivuljo pretvori v ka-
noni¢no obliko. R je potrebno uporabiti tudi na vektorjih (t;,us,vy) in Ap = p; —p;.
Ko dobimo interpolacijsko krivuljo za to standardno konfiguracijo, lahko inverz rotacije

R~! uporabimo za vrnitev krivulje v sploSen polozaj.

Za konstrukcijo krivulje v kanonic¢ni obliki imamo naslednje zahteve:

1. ujemanje e;(1) s koncno tangento t;

2. ujemanje r(1) —r(0) z Ap = p; — p;;

3. ujemanje dolzine loka s predpisano vrednostjo L;

4. izpolnjevanje pogojev (5.6), ki nam da rotacijsko minimizirajoce ERF ogrodje.

Interpolacijski pogoj 1. ustreza zahtevi:

_ (las|* = |8s]*, 2 Re(asB,), 2Im(asf3))
el(l) = |Og3|2 T |63|2 = tf. (57)

Ce © € [0, 7] in ¢ € [0,27) lahko pisemo t; = (cos O, sin © cos ¢, sin O sin ¢). Potem
je pogoj (5.7) ekvivalenten z

2033,

’043\2 - ’53|2 _ et S
|z |? + | B3]

= cos ©
s |? + [ 33/ ’

Ti enacbi nam dasta

= sin © exp(ig). (5.8)

a3 = pw COS%@ exp(i(¢ + 1)), B3 = pwsin %@ exp(iv)), (5.9)
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kjer sta p in ¢ poljubna parametra. Parameter ¢ vpliva na rotacijo vektorjev es(1), e3(1)
okoli tangente e;(1) in vpliva na obliko krivulje. Parameter p nastopa v zvezi |r'(1)| =
p*|r'(0)]. Z izbiro p = 1 zagotovimo, da bodo simetri¢ni podatki implicirali simetri¢ne
interpolante. V praksi je to omejujoce, saj bi v tem primeru resitve obstajale le za

omejeni obseg parametra ).

Pisimo Ap = p; — p; = (Az,Ay, Az) in uporabimo Hopfovo preslikavo (2.11).

Izpolnjevanje pogoja 2 nam sedaj da realno enacho

1
| (P - 15(€)Pde = Az (5.10)
0
in kompleksno enacbo
1 —_—
/ 2a(€)5(&)de = Ay + iAz. (5.11)
0
Tretji pogoj pa je ekvivalenten z realno enacbo
1
| (@ + 56 Pde = L. (5.12)
0
Enachi (5.10) in (5.12) lahko nadomestimo z enostavnimi pogoji
1 , 1 1 , 1
[ la©Pds =@+ an,  [s0Pd = jL 20 61
0 0
Za doseganje pogoja 4 pa moramo zadostiti pogojem (5.6).

Sedaj poglejmo razpolozljive proste parametre in zahtevane pogoje. V kanoni¢ni
obliki sta a in By odvisna samo od prostega parametra w, medtem ko interpolacija t ¢
implicira, da sta a3 in B3 dolocena z (5.9), kjer sta p in ¢ nadaljnja prosta parametra.
Glede na lemo 5.2 morajo koeficienti iz (5.1) zados¢ati pogojem (5.6), da imamo rota-
cijsko minimizirajoce ER ogrodje. Prva dva pogoja doloc¢ata aq, as s koeficienti ag, S,
Ba, PB3. Tako samo w, p, ¥, By, P2 ostanejo kot prosti parametri, ki predstavljajo sedem
skalarnih stopenj svobode in morajo izpolnjevati pet skalarnih pogojev, in sicer tretji
pogoj v (5.6), kompleksno enacbo (5.11) in dve realni enacbi (5.13). Torej, problem

konstrukcije krivulje vklju¢uje dva parametra svobode.

Zaradi enostavnosti uvedimo nove oznake

t = tan (%@) , €= Cos (%@) , s§=sin (%@) , (5.14)
A=cos(¢p+v), p=sin(¢+).

Pisimo 31 = wzjexp(iv)), fo = wzsexp(it)) z 27 = x1 + iy1, 22 = T2 + iys. 7Z
uporabo enacb (5.6) in (5.9) so koeficienti iz (5.1) enaki
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(050706170627043> =w (1’%,%,p0(>\+lﬂ)) ) (5]‘5)
(507 517 527 /63) =w (07 Z eXP(W’)a Zy eXp(iw>7 ps eXP(W’)) ) (516)

in morajo izpolnjevati tretji pogoj v (5.6). Spomnimo se, da za prostorsko krivuljo
velja Im(agz) # 0. Ker za regularno krivuljo velja w # 0, mora veljati tudi cu # 0.
Vemo, da je dolocen integral Bernsteinovega polinoma stopnje n enak vsoti svojih

koeficientov, deljenih z n + 1. Torej, z uporabo enacb (5.2) in (5.3) realni enacbi iz

(5.13) postaneta

10’@0‘2 + 6|a1|2 + 6|042’2 + 10|063’2
+10 Re(@oal + 52043) + 4Re(@0a2 + alc‘dg) (517)
+ Re(aoO{g) + 9Re(61a2) = 35([/ + AZE),
10[80[? + 6[B1]? + 6] B> + 10|33/

+10Re(Byf1 + BoBs) + 4Re(Byf2 + B, 5s) (5.18)
+Re(ByBs) +9Re(B,52) = 35(L — Ax),

medtem ko kompleksna enacba iz (5.11) postane

2000y + 1201 3, + 120535 + 2001335
+10(aofy + 1By + aafy + asfy) + 4(ofy + sy + a1fy + asf, (5.19)
+aofs + asBy + 9(anfy + asfy) = T0(Ay + iAz).
Sedaj uporabimo (5.15) in (5.16) v tretji enacbi v (5.6) in v (5.17), (5.18). Obe
strani enacbe (5.19) pa pomnozimo z exp(iy)) in v enacbo vstavimo podatke iz enach
(5.15) in (5.16) ter lo¢imo realen in imaginaren del. Pri imenovalcih dobimo sistem

petih realnih enacb oblike:

w2fo(371, 3/1,3327212) =k, 1=0,1,2,3,4, (520)
kjer

fo(z1, y1, 22, y2) = cup + 3(x1y2 — T211),
Su(@y, g1, 2, 42) = (10 +106° 0% + cAp) + tu(10ys + 4y)

+ sAup(dy; + 10ys) + 3t (2y5 + 3y1y + 203 ),
fo(z1,y1, T2, y2) = 105°p* + sp(4xy + 102)

+6(x] +yi + 25+ y3) + 9170 + 11Y2),
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fs(x1, 1, w2, y2) 1= spup(20sAp + 1) + (1021 + 42)

+ stp(4ys + 10y2) + depp(Axy + pyr) + 10cup(Azs + py2)

+ 12t(x1y1 + w2yo) + (1Yo + T2y1), (5.21)
Ja(x1, y1, T2, y2) = 20csp’p? — 1(10y1 + 4ya) + depp(pzy — Ayr)

+ 10cup(pas — Ayz) — 64(2y7 + 3y192 + 2473).

Za dane vrednosti p in ¢ definiramo spodnje konstante

ko =0

ki = 35(
ko = 35(L —
ks := 70(
ky := T0(si

Ker za regularne krivulje velja neenakost w # 0, potem enacba (5.20) za i = 0 da:

91($1,y1, 9327342) = cup + 3($1y2 - $2y1) =0, (5-22)

medtem, ko za ¢ = 2, 3,4 opazimo, da je

ky (WP fi(@1, y1, w2, y0) — k| — ki [w? fi(z1, 91, 22, y2) — k] = 0.

Torej, ker w # 0, potem mora za ¢ = 2, 3, 4 veljati

gi(ivl,yl,fz,yz) = klfi(xl,yl,$2>y2) - kif1($1>y1,$2,y2) = 0. (5-23)

Enacbe (5.22) in (5.23) definirajo sistem g;(x1, y1,2,y2) = 0, ¢ = 1,2,3, 4, kvadra-
tnih enacb s §tirimi spremenljivkami x1, y;, 22, yo iz katerih smo eliminirali w, medtem
ko so ¢, s, \, i, Ax, Ay, Az, L znane konstante za fiksne vrednosti parametrov ¢ in p.
Ta sistem definira §tiri kvadratne hiperpovrsine v R*, ki ima v splo$nem najve¢ 16

razlicnih realnih presecisc.

Za vsako realno resitev sistema g;(x1,y1,%2,y2) = 0, i = 1,2, 3,4, lahko iz katere-
gakoli izraza dolo¢imo ustrezno vrednost w?,
2 kz .
w? = . i=1,2,34. (5.24)
fil@1, y1, 22, 2)

Ker (w,x1,y1, T2, y2) in (—w, —x1, —y1, —Ta, —y2) definirajo enako krivuljo, lahko,

brez izgube splosnosti, izberemo pozitiven w, kot je definiran v enacbi (5.24).

Upostevajmo, da lahko enacbo g1(x1,y1, Z2,y2) = 0 zapisemo kot
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3x1y2 + cup
= 5.25
Y1 32 ( )
in ¢e zgornjo enacbo vstavimo v go(x1,y1,22,y2) = 0 dobimo naslednjo kvadratno
enacho
asys + arys +ag = 0 (5.26)
za spremenljivko yo, kjer so koeficienti odvisni od x1, xs, in sicer
a9 — 9(]{51 — k2t2)<21’% + 3131.%‘2 + 2.7);),
ay = 3(k1 — kot?)cpp(4ay + 3x2)
— Gkopuxo(btzy + 25Apxy + 2txe 4+ HsApro, (5.27)

ag = [30spz3(sp + x2) + 1825(a} + a3) + 3wia5(4sp + 92) + 2% p*] kn
— [3(10 + 10¢?p® + cAp)as + 25°p° + 10spxs + 4esAp’as] ks,

Za dani realni vrednosti z; in x5 mora za diskriminanto § = a? — 4asag iz enacbe
(5.26) veljati, da je nenegativna, da bi lahko dobili realno resitev y,, z upostevanjem,

da smo realno vrednost y; dobili iz enacbe (5.25). Tako opredeljene vrednosti zadoscajo
91(1, Y1, T2, Y2) = ga(1, Y1, 02, y2) = 0.

Naceloma bi lahko iz stirih kvadratnih enacb g;(z1,y1,22,%2) = 0 za i = 1,2,3,4
eliminirali tri spremenljivke, z namenom, da bi dobili polinom stopnje 16 za preostalo
spremenljivko. Ker je polinom sode stopnje, zal ni avtomati¢no zagotovljeno, da ima
realno niclo, kar pa je potrebno za obstoj resitve. Zapletena odvisnost enacb (5.22)
- (5.23) od vhodnih koli¢in L, Az, Ay, Az, O, ¢ izkljucuje elementarno analizo obstoja
resitev za vse mozne kombinacije njihovih vrednosti. Vendar pa obstoj dveh prostih
parametrov p, 1) povecuje verjetnost, da je z njihovo prilagoditvijo vedno mogoce najti
realne resitve. To potrjujejo Stevilni numeriéni testi, v katerih niso bili ugotovljeni

primeri, ko realna resitev ne bi obstajala [1].

5.1.2 Algoritem in primer

V tem podpoglavju si natanéneje oglejmo potek algoritma za konstrukcijo PH krivulje
iz prejsnjega podpoglavja in prikazimo primer, ki je naveden tudi v [1].

Prostra parametra ¢ in p lahko npr. dolo¢imo z minimizacijo upogibne energije E,

definirane kot [1]
M B = (OB
E= 4/0 ( s ) de. (5.28)
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V nasem primeru si bomo izbrali ¢ = 1,16256877 in p = 1,321786853. Poleg ¢ in
p dolocimo Se vrednosti za Ap = (Az, Ay, Az) = (1.25,—-0.25,0.75), L = 1.25 - |Ap|,
© = 2, ¢ = 7. S pomocjo (5.14) izracunamo vrednosti za t, ¢, s, A in p.

Naslednji korak je resiti sistem nelinearnih enach

g3(x1, Y1, T2, y2) = 0ings (1, y1, ¥2,y2) = 0,

iz katerega dobimo neznanki x; in x,. Nelinearni funkciji smo spoznali v prejSnjem

podpoglavju, in sicer

93($1;y1,$2yy2) =k * f3($17y1,952’y2) — ks * f1($1,y1,$2,y2) =

0,
(5.29)
94(371791,5627%) =k * f4(961,y1,:c2,y2) — ky f1(17173/1;56’27y2) =0,

kjer so f; definirane v (5.21). Pri reSevanju sistema nelinearnih enac¢b moramo biti
pozorni, da bo diskriminanta §, ki nastopa v (5.26) nenegativna. Ce ta pogoj ne bo
izpolnjen, bomo morali spremeniti izbiro za ¥ in p. Pri samem reSevanju sistema
nelinearnih enach uporabimo Newton-Raphsonovo iteracijo.

V nasem primeru dobimo naslednje:
93(x1, Y1, 2, y2) = 89.8021 + 169.855x; + 169.982x5 + 65.0791y; + 162.698y,

+174.392x1y; + 174.392x5y5 + 72.076821y2 + 189.511x0y; = 0,
n
94(x1, Y1, T2, y2) = 98.122 + 26.7129x + 66.7822x9 — 169.855y; — 169.982y,

—174.392y — 261.589y1y> — 174.392y2 + 54.3063z1y2 — 54.306322y; = 0.

Opazimo, da v sistemu dveh enacb ne nastopata samo z; in x5, ampak nastopata
tudi y; in yo, ki pa ju lahko izrazimo z z; in xo s pomodcjo (5.26), (5.25) in (5.20).
Posledi¢éno avtomatic¢no sledi, da sta g;(z1,y1,22,%2) = 0 in ga(x1,91,22,%2) = 0.
Zaénemo pri yo in v enacbo (5.26) vstavimo vrednosti za ag, a1, as. Opazimo, da je
Yo odvisna samo od x; in x5. Pomemben pogoj je, da mora biti § > 0. Dobljeno
enacbo za diskriminanto sem zapisala v program Python na nacin, kot je predstavljeno

na sliki 4.

S pomocjo algoritma dobimo ve¢ moznih izbir za z1 in x,. Izbrali smo zadnji dve
vrednosti, in sicer 7 = —0.4899999999999996 in x, = 0.1799999999998. Sedaj lahko
izracunamo ¥y, = 0.227571 in y; = 0.41668.

Naslednji korak bi bil izra¢un w, ki ga izracunamo po formuli (5.24). Sedaj imamo

vse podatke, ki jih potrebujemo, da lahko zapisemo PH krivuljo r. Potrebno je Se
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lista_rezulat= []

Slika 4: Iskanje spremenljivk x; in x5 s pomocjo Pythona.

izracunati «; in ;. Z uporabo enacb (5.1) in (5.15) lahko izra¢unamo vrednosti za «;
in z uporabo enacbh (5.1) in (5.16) lahko izra¢unamo vrednosti za f;.

V nasem primeru dobimo
a(€) = 2.1213007 — 1.11348¢ + 1.81041&% — 0.699841&° + 1.18695i&

B(€) = (4.01658 — 0.7890661)¢ + (—8.32457 — 0.245231)€2 + (3.08494 + 0.3490061)¢>.

Kot zadnji korak sledi izracun hodografa krivulje r po definiciji Hopfove preslikave.

Dobimo
r'(f) = (4.49992—4.724065—6.42600252+59.4847388£3—88.75353948§4+48.99877326§5

—0.148882592£5, 17.040748¢ — 46.135862 + 45.5878€% — 41.80526* + 22.82176324&°
—4.317935¢%,3.34769¢ + 0.716804£* — 18.9314£3 + 7.88405¢* — 1.60693€° 4 0.488497£°)

To nam da krivuljo

r(€) = (4.49992¢ — 2.3620362 — 2.14263 4 14.8712¢* — 17.7507€5 + 8.16646°

—1.30698¢7,8.5203762 — 15.3786£3 + 11.3976* — 8.36104£° + 3.80363£° — 0.616848¢7,
1.6738562 + 0.238935¢% — 4.73285¢* + 1.57681&° — 0.267822£° + 0.069785¢7),

ki je prikazana na sliki 5.
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Slika 5: Graficéni prikaz PH krivulje.

5.1.3 Drugi korak

V tem drugem delu si oglejmo, kako z rotacijo e; in e3 dobimo MT ogrodje, ki inter-
polira tudi f5(0), f3(0), f2(1) in £3(1).

Za prilagojeno ogrodje (fi, fs, f3) s kotno hitrostjo w = wif; + wefy + wsfs na pro-
storski krivulji r(£), £ € [0, 1] z lotno dolzino L je zasuk T definiran kot

L 1
T:/ wids :/ wiodE,
0 0

kjer je o(§) = |r'(€)| parametriéna hitrost krivulje r(¢). Za PH krivuljo v prejsnjih
dveh podpoglavjih velja, da je Trr = 0, saj je ER ogrodje rotacijsko minimizirajoce. Za
konstrukcijo racionalnega MT ogrodja (fi, f5, f5), ki bo zadostilo robne pogoje, moramo
vektorja ER ogrodja (e, e3), zarotirati z racionalno rotacijo normalne ravnine, in sicer
kot

[fQ@ 1 [a2(§)—b2(§) 2a(€)b(¢) ”eg(o] (5:30)

f3(§)] T+ | ~2a(©b©) (&) —1(E)] |es(©)
za tuja polinoma a(§) in b(§). To nam da povezavo med f; in f5 glede na e; in ez preko
kota

O(¢) = 2tan™* %. (5.31)

Predpostavimo, da je krivulja podana v kanoni¢ni obliki z (e;(0), e2(0),e3(0)) =
(1,j,k). Naj bodo £5(0), £5(0) in £5(1), £5(1) podani zacetni in konéni vektorji normalne
ravnine MT ogrodja. Njihove orientacije ©;, O so, glede na ER ogrodje, definirane
kot

(cos ©;,sin ©;) = (£5(0) - e2(0), £2(0) - e3(0)),
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(cos©y,sinOy) = (f2(1) - e2(1),£2(1) - e3(1)).

Ker lahko MT ogrodje vedno zado$c¢a zac¢etnim in kon¢énim orientacijam s skupno ro-
tacijo, ki doseze vrednosti med —7 in 7, se namesto nominalne vrednosti 7' = 05 — ©;
uporablja minimalna rotacija T}:,. Ceje T € (—m, 7], potem velja T' = T} V naspro-
tnem primeru lahko 7T,,;, definiramo na nacin, da pristejemo ali odstejemo veckratnik
stevila 27, in tako T, lezi na intervalu (—m, . Ce je w = wify 4+ wofy + wsfs kotna
hitrost MT ogrodja, potem je povprecna vrednost njene enotske tangente enaka
Ty

7

w1 =

Kot smo ze omenili, w; ne sme spremeniti predznaka pri MT ogrodju. Z drugimi
besedami, f5 in f3 se morata z 'obé¢utkom’ vrteti okoli enotske tangente f;. Naslednja
zazeljena lastnost je w; = konstanta (= @), t.j. fiksna hitrost vrtenja f; in f3 okoli f;.
Tega pogoja ne moremo doseci z racionalnim MT ogrodjem iz (5.30), saj ta zadosca

kotni rotaciji ©(¢) = w;s(§) in ne moremo izraziti polinoma a(§), b(¢) na nacin

a*(§) — b*(¢) 2a(£)b(E)
a*(&) + b*(€) a?(€) + b*(€)

Posledicno je cilj zmanjsSati variacijo w; okoli povpreéne vrednosti w;. Rotacijo

= cos(w15(€)), = sin(w;5(€)).

(5.30) - (5.31) lahko zapisemo s pomocjo kompleksnega polinoma w(&) = a(§) + ib(§),
kot

w2 (§) _ a*(§) = b*(€) +i2a(£)b(E)

OO Wor T @ 532
iz katere dobimo
1y — o I(W(EW(E)) _,al§V'(§) — a'(E)b(E)
O e TP @ e 559
Rotacija normalne ravnine (5.30) nam da komponento kotne hitrosti
wi(§) = do _dEdS _ o) (5.34)

T ds  dsd¢  o(6)

za ogrodje (f1, fs, f3) v smeri enotske tangente f;. Za pridobitev MT ogrodja je potrebno
dolociti w(&) na nacin, da ta ne spremeni predznaka in da se f; in f3 ujemata z zacetnimi
in konc¢nimi orientacijami z minimalno skupno variacijo med njimi.

Polinom w(&) mora biti vsaj druge stopnje, ¢e naj se MT ogrodje pribliza pogoju
wy; = konstanta. V primeru prostorskega PH polinoma stopnje pet bi potrebovali
komponento kotne hitrosti (5.34), ki jo implicira w(§), da izni¢i tangentno kotno hitrost
ER ogrodja ter nadomesca skoraj konstantno hitrost rotacije, v skladu s predpisanimi

robnimi pogoji. Za primere, ko ima ER ogrodje mo¢no nihanje hitrosti je potrebno
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razdeliti definicijsko obmocje [0, 1] od r(£) z namenom, da bi zagotovili, da w;(§) ne
spremeni predznaka.

PH krivulje stopnje 7 imajo rotacijsko minimizirajoc¢e ER ogrodje (z ni¢elno tangen-
tno kotno hitrostjo) in omogocajo enostavnejso in bolj natan¢no identifikacijo polinoma,
ki iz ER ogrodja ustvari MT ogrodje. V tem primeru w({) ni potrebna za iznic¢enje
tangentne kotne hitrosti ER ogrodja. Potrebna je samo hitrost vrtenja f; in f3 glede na
e, in e3, ki aproksimira k povprecni vrednosti w;. Za Bernsteinov kompleksni polinom
stopnje 2

w(&) = wo(l — )+ wi2(1 — £)§ + wy&?

lahko preverimo, da s prostim parametrom + in koeficienti

1 ~_ exp(iz05)a(0) + yexp(iz©;0(1)
wo =exp(iz0:), w1 = 4sin 1A© ’

1
Wy = 7 exp(lﬁ@f)

dobimo ©(0) = ©;, O(1) = O in wy(0) = w;(1) = W;. Parameter v lahko uporabimo

za zmanjSanje povprecnega kvadratnega odklona w; glede na w;, definiranega z

Sy = l% /0 1 (wz_u—(l@ _ 1>2a(§)d§] é. (5.35)

V splosnem integral ne dopusca izrazave v zakljuc¢eni obliki, toda lahko ga z upo-
rabo Simpsonovega pravila izra¢unamo z visoko natancnostjo. Za iskanje vrednosti
v, ki doseze svojo minimalno vrednost, se potem lahko uporabi preprosta shema za

minimizacijo [1].
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6 Zakljucek

V magistrski nalogi smo obravnavali konstrukcijo posebnih ogrodij na prostorskih kri-
vuljah, kar ima stevilne aplikacije, kot npr. konstrukcijo gibanja togih teles, nacrtovanja
poti robotov,. ..
V zZelji imeti opravka z racionalnimi ogrodji, mora pripadajoca krivulja nujno zadoscati

t.i. pitagorejskemu pogoju, torej biti mora PH krivulja. Spoznali smo, kako lahko pre-
prosto skonstruiramo taksne krivulje v ravnini in v prostoru in si pogledali njihove
kljucne lastnosti, med drugim dejstvo, da je enotska tangenta racionalna krivulja, ker
omogoca konstrukcijo racionalnih prikrojenih ogrodij. Kot najpreprostejse racionalno
ogrodje smo spoznali Euler-Rodriguesovo ogrodje, si pogledali njegovo konstrukcijo in
obravnavali pogoje, kdaj je taksno ogrodje lahko rotacijsko minimizirajoce. V ta namen
smo v nadaljevanju tudi obravanavali interpolacijski problem konstrukcije PH krivulje
stopnje 7 s predpisano dolzino, robnimi tockami in tangentami, katere ER ogrodje je
hkrati tudi RM ogrodje. Ta problem je netrivialen, saj moramo resiti nelinearen sistem
Stirih enacb s Stirimi neznankami in dvema prostima parametroma. Numericni rezultati
kazejo, da realna resSitev vedno obstaja, teoreti¢no pa to ni preprosto dokazati. Nas za-
dnji, a hkrati glavni cilj pa je bil, kako skonstruirati ogrodje z minimalnim zasukom, ki
bo poleg robnih tangent interpoliralo tudi vektorja normalne ravnine. V ta namen smo
morali sprva sploh definirati t.i. MT ogrodja in spoznati njihove znacilnosti. V nalogi
smo tako interpolacijsko shemo podkrepili tudi z algoritmom in opisom konkretnega

primera.
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