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na prostoru vseh omejenih linearnih operatorjev nad Banachovim prostorom, ki ohra-
njajo spekter operatorjev. Glavni del naloge predstavljata dokaza izrekov 3.3 ter 3.10,
kjer klasificiramo linearne surjektivne preslikave, ki ohranjajo spekter oziroma njegov
spektralni radij.

Nalogo zacnemo s kratko predstavitvijo podroc¢ja. V naslednjem poglavju predsta-
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Abstract:

In this final project paper we are dealing with the question of spectrum preservers on
operators. These are maps defined on the space of bounded linear operators on Banach
space, which preserve the spectrum of an operator. The main focus of this paper is
proving Theorems 3.3 and 3.10, where we characterize linear surjective transformations,
which preserve spectrum of an operator or its spectral radius.

We start with a chapter where the area of research is presented. Next we introduce
some main definitions and theorems, which help us understand the topic. The major
part of the paper is the chapter where we try to explain and prove our desired results

thoroughly.
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1 Uvod

Teorija ohranjevalcev predstavlja aktivno raziskovalno podrocje, ki v ve¢ji meri spada
v linearno algebro in funkcionalno analizo. Tipic¢en problem v linearnem delu te teorije
zahteva karakterizacijo vseh linearnih preslikav ¢ na nekem danem linearnem prostoru
matrik ali operatorjev, ki zados¢ajo enemu izmed naslednjih (1-4) pogojev.

Naj bo S linearen prostor matrik ali operatorjev. Za linearno preslikavo ¢ : S — S

pravimo, da

1. ohranja lastnost P definirano na S, ¢e ima ¢(7') lastnost P vedno, ko ima lastnost
P tudi T

2. ohranja funkcijo f definirano na S, ¢e drzi enakost f(o(T')) = f(T') za vsak T iz
S;

3. ohranja podmnozico ) prostora S, ¢e velja ¢(Q2) C Q;

4. ohranja relacijo =, definirano na prostoru S, ¢e velja implikacijja A ~ B =
¢(A) =~ ¢p(B), za vse A,B € S.

Prvi rezultati iz tega podroé¢ja segajo v leto 1897, ko je Georg Frobenius [3] opi-
sal stukturo bijektivnih linearnih preslikav na prostoru n x n kompleksnih matrik, ki
ohranjajo determinanto. Rezultat je povzet v izreku 1.1.

V nalogi bomo z M, (C) oznacevali mnozico vseh n x n kompleksnih matrik, z

GL,(C) pa mnozico vseh obrnljivih n x n kompleksnih matrik.

Izrek 1.1. Bijektivna linearna preslikava ¢ : M,(C) — M, (C) ohranja determinanto
matrike, tj. det(p(T)) = det(T) za vsako matriko T € M,(C), natanko tedaj, ko
obstajata matriki P,Q € GL,(C) z lastnostjo det(PQ) = 1, tako da velja bodisi

¢(T) = PTQ

za vsako matriko T bodist
o(T) = PT'Q

za vsako matriko T, kjer je T transponiranka matrike T.
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Na podlagi njegovega rezultata se je razvila obsirna obravnava karakterizacije pre-
slikav na matrikah, ki ohranjajo razlicne lastnosti, kot so obrnljivost matrik, lastne
vrednosti in njihove veckratnosti, determinanto, ... Raziskava se ni omejila le na po-
drocje matrik. Obstajajo tudi vprasanja ohranjevalcev na prostoru operatorjev.

Osrednja tema te naloge bodo linearni ohranjevalci spektra na omejenih operatorjih.
V prvem delu naloge definiramo nekatere osnovne pojme iz funkcionalne analize, ki
nam v nadaljevanju pomagajo pri razumevanju problemov. V drugem delu, pa se

osredoto¢imo na izreka 3.3 in 3.10 ter ju dokazemo.
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2 Uvodne definicije

Za razumevanje zeljenih problemov potrebujemo najprej nekaj osnovnega znanja iz
funkcionalne analize. V tem delu so predstavljene pomembnejse definicije, izreki in
trditve.

2.1 Topoloski prostor

Definicija 2.1. Naj bo X neprazna mnozica. Druzini T" podmnozic mnozice X pra-

vimo topologija, ¢e zadoSca naslednjim trem pogojem.
o Velja, X €T.
e Ce velja Vy € T, kjer je X iz indeksne mnozice A, potem je Usea VW €T.
o Ce velja Vi, Vo € T, potem je Vi NV, € T.

Par (X, T) imenujemo topoloski prostor.

2.2 Metri¢ni prostor

Definicija 2.2. Naj bo M neprazna mnozica in d : M x M — R preslikava, ki zadosca

naslednjim lastnostim.
e Zavse z,y € M velja d(x,y) > 0.
e Zavse z,y € M velja d(z,y) =0< z =y.
o Zavse x,y € M velja d(z,y) = d(y, x).
o Zavse x,y,z € M velja d(x, z) < d(x,y) + d(y, 2).
Paru (M, d) pravimo metric¢ni prostor, preslikavi d pa metrika.

Med dobro poznane metri¢ne prostore spada Evklidski prostor. To je mnozica R",

ki je opremljena z metriko

AXY) = (x1 =)+ (22— 12)> + - + (Tn — ¥a)%,

kjer sta tocki X in Y podani s koordinatami (z1, s, ..., 2,) in (Y1, Y2, .., Yn)-
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2.3 Linearen topoloski prostor

Definicija 2.3. Naj bo X vektorski prostor nad poljem F € {C,R} in tudi topoloski
prostor. Tedaj je X linearni topoloski prostor, Ce sta seStevanje X x X — X, (z,y) —

x + y in mnozenje s skalarjem F x X — X (A, x) — Az, zvezni preslikavi.

Definicija 2.4. Naj bosta X, Y vektorska prostora nad poljem F € {C,R}. Preslikava

L: X —Y je linearna, ¢e izpolnjuje naslednja pogoja.
e Velja L(x +y) = L(z) + L(y) za vse z,y € X.
e Velja L(ax) = aL(x) za vsak skalar a € F ter vsak element z € X.
Prvemu pogoju pravimo aditivnost preslikave L, drugemu pa homogenost preslikave L.

Definicija 2.5. Naj bosta X,Y linearna topoloska prostora. Mnozico vseh linearnih
preslikav iz X v Y bomo oznacili z L(X,Y’), mnozico vseh zveznih linearnih presilkav
iz X vY paz B(X,Y). Mnozico vseh zvezih linearnih preslikav iz X v X, B(X, X)
ozna¢imo kar z B(X). Elemente iz mnozice L(X,F) imenujemo linearni funkcionali,
elemente iz mnozice B(X,F) pa zvezni linearni funcionali. Z X* := B(X,F) ozna¢imo

dualni prostor prostora X.

2.4 Normiran prostor

Definicija 2.6. Vektorski prostor X nad poljem F € {R,C} je normiran, ¢e za vsak
r € X obstaja nenegativno realno stevilo ||z||, ki ga imenujemo norma elementa z,

tako da so zadosceni naslednji pogoji.
e Za poljubna vektorja x,y iz X velja ||z + y|| < ||z]| + ||y
e Za vsak vektor z € X in vsak skalar o € F velja ||azx|| = |||z
e Ceje x # 0, tedaj velja ||z|| > 0.

Na normiran prostor lahko gledamo kot na metri¢ni prostor, kjer za razdaljo med z in

y vzamemo d(z,y) = ||z — y||.

Primer normiranega prostora je ponovno evklidski prostor R" z Evklidsko normo
XN = Vai+af+ -+
Namesto Evklidske norme lahko izberemo tudi kaksno drugo normo, npr. || X||; =
21| 4 2] + - - 4 |zl
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2.5 Banachov prostor

Definicija 2.7. Metri¢ni prostor je poln, ¢e vsako Cauchyjevo zaporedje konvergira.
Ce je normiran prostor poln, glede na metriko d(z,y) =|| £ —v ||, potem ga imenujemo

Banachov prostor.

Evklidski prostor opremljen z evklidsko normo je primer Banachovega prostora.

2.6 Linearni omejeni operatorji

Definicija 2.8. Naj bosta X in Y normirana prostora nad poljem F € {R, C}. Linearni
preslikavi A : X — Y pravimo tudi linearen operator.

Linearen operator je omejen, ce obstaja tak M < oo, da velja
[Az]| < M - ||z|

za vsak element x € X. Najmanjsi tak M predstavlja normo operatorja A, ki jo

oznac¢imo kot ||Al|. Normo operatorja torej definiramo kot
|Al| :==inf{M e R : ||Az|| < M - ||z|| za vse v € X}.

Pri karakterizaciji omejenih lineranih operatorjev si lahko pomagamo z izrekom 2.9,

ki ga najdemo v knjigi [8] na strani 24.

Izrek 2.9. Naj bosta M in N normirana prostora. Linearen operator T’ : M — N je

omejenen natanko tedaj, ko je zvezen.

Definicija 2.10. Naj bo X Banachov prostor, ter v € X in ¢ € X*. Linearen operator
v®g: X — X je definiran s predpisom (v ® g)(z) = g(z)v, kjer je z € X poljuben
vektor. V primeru, da sta v in g nenicelna, pravimo, da gre za operator ranga 1, saj je

njegova slika enorazsezen vektorski prostor.

2.7 Spekter operatorja

Definicija 2.11. Naj bo X # 0 kompleksen Banachov prostor in A € B(X). Stevilo
A € C pripada resolventni mnoZici p(A) operatorja A, ¢e obstaja operator (A—\I)~! €
B(X). Komplementu resolventne mnozice pravimo spekter operatorja A in ga ozna¢imo

z 0(A) :=C\ p(A). Spekter operatorja lo¢imo na tri podmnozice.

o Tockasti spekter o,(A) je mnozica sestavljena iz takih A € C, za katere obstaja
nenicelen x € X, da velja enacba \x = Ax (0z. x € ker(AI — A)). V tem primeru
operator A— I ni injektiven in zato tudi ne obstaja inverz (A—AI)~!. Skalarjem

A € 0,(A) pravimo lastne vrednosti operatorja A.
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o Zwezni spekter o.(A) je sestavljen iz taksnih A € C, za katere je operator A — Al
injektiven, vendar ni surjektiven. Velja tudi, da je njegova slika im(A — \I) gosta

v X, vendar ni enaka celotnemu prostoru X, tj.

im(A— ) = X.

e Residualni spekter o.(A) je mnozica takih A € C, za katere je operator A — \I

injektiven in velja, da zaprtje slike ni enako celotnemu prostoru X, tj.

im(A— ) # X,

Te tri mnozice so paroma disjunktne in tvorijo particijo celotnega spektra, torej velja
0(A) =0,(A)Uoc.(A)Uo.(A).

V nekaterih primerih so lahko dolo¢ene mnozice tudi prazne. V konéno razseznem
primeru (dim(X) < o0) velja 0.(A) = 0,(A) = 0 in zato o(A4) = 0,(A).

Za lazje racunanje spektra operatorja si lahko pomagamo z izrekom 2.12, ki bo ostal
brez dokaza, saj le ta ni tako zelo pomemben za razumevanje snovi te naloge. Dokaz

si lahko pogledamo v knjigi [5] na strani 377.

Izrek 2.12. Spekter omejenega linearnega operatorja A € B(X) na kompleksnem Ba-

nachovem prostoru X je kompaktna neprazna mnoZica, ki je vsebovana v disku
{zeC: |z <[ A}

Iz izreka neposredno sledi, da je spekter omejenega linearnega operatorja na Bana-
chovem prostoru omejen. Tako se nam poraja vprasanje, kateri je najmanjsi disk okoli
izhodisca, ki vsebuje celoten spekter. Iz tega razmisljanja sledi koncept spetralnega
radija.

Naslednja trditev sledi iz izreka o Fredholmovi alternativi, ki ga najdemo v knjigi [5]

na strani 452.

Trditev 2.13. Naj bo X kompleksen Banachov prostor in T omejen linearen operator
T : X — X, ki ima koncéno razseino sliko. Ce velja, da je 0 # X\ € o(T), potem je A

lastna vrednost operatorja T.

2.8 Spektralni radij

Definicija 2.14. Spektralni radij r(A) omejenega linearnega operatorja A : X — X

na kompleksnem Banachovem prostoru X je stevilo

r(A) = sup |A|
A€o (A)
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To je radij najmajSega zaprtega diska, ki ima sredisce v izhodis¢u kompleksne rav-

nine in vsebuje celotno mnozico o(A).

Iz izreka 2.12 sledi r(A) < [|A]|.
S pomocjo kompleksne analize je moc¢ pokazati izrek 2.15. Dokaz lahko najdemo v

knjigi [5] na strani 391.

Izrek 2.15. Naj bo A omejen linearen operator na kompleksnem Banachovem prostoru.

Potem za spektralni radij r(A) operatorja A velja

r(4) = lim /A

Naslednji izrek nam pove, kaj se zgodi s spektrom, ce operator preslikamo s poli-

nomom. Dokaz izreka lahko najdemo v knjigi [5] na strani 381.

Izrek 2.16. Naj bo X kompleksen Banachov prostor, T € B(X) omejen linearen ope-
rator in

P(T) = ant™ + an 12"+ -+ ag

polinom, kjer so a; € C. Potem je

kjer je
p(T) = apyT™ + ap T"' + -+ aol.

2.9 Izrek Kaplanskega

Za dokaz izreka 3.3 bomo potrebovali tudi izrek Kaplanskega, ki je zapisan v knjigi [1]

na strani &4.

Izrek 2.17. Naj bo X kompleksen vektorski prostor in naj bo T linearna preslikava na
njem. Ce obstaja tako naravno Stevilo n, da so vektorji v, Tv, T?v,...,T™ linearno
odvisni za vsako izbiro vektorja v € X, potem obstaja tak kompleksen polinom p stopnje

najvec n, da velja p(T) = 0.
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3 Ohranjevalci spektra

Leta 1959 sta Marcus in Moyls v ¢lanku [6] prisla do naslednjega rezultata.

Izrek 3.1. Naj bo ¢ : M, (F) — M, (F) linearna preslikava, kjer je polje F algebraicno

zaprto.

1. Tedaj ¢ ohranja obrnljivost (v eno smer), tj. zadoséa implikaciji T € GL,(F) =
o(T) € GL,(F) natanko tedaj, ko je oblike

¢(T) = PTQ

ali

&(T) = PT'Q
za vsako matriko T, kjer sta P,Q € GL,(F).

2. Preslikava ¢ ohranja mnoZico lastnih vrednosti in njihove veckratnosti natanko

tedaj, ko ima eno izmed zgornjih oblik, kjer je Q = P~1

Ta rezultat sta Jafarian in Sourour leta 1986 razsirila v clanku [4], kjer sta klasifi-
cirala vse linearne surjekcije na prostoru vseh omejenih operatorjev na kompleksnem

Banachovem prostoru, ki ohranjajo spekter.

3.1 Linearne preslikave, ki ohranjajo spekter

Izrek 3.3 je bil prvi¢ dokazan v ¢lanku [4]. Preden se posvetimo izreku moramo podati

Se eno definicijo.

Definicija 3.2. Naj bosta X in Y Banachova prostora in naj bo A : X — Y linearen
operator.Linearen operator A' : Y* — X* je podan s predpisom f ~ A'f, kjer je
(A'f)(z) := f(Ax) za vsak z € X.

Izrek 3.3. Naj bosta X in'Y kompleksna Banachova prostora in ¢ : B(X) — B(Y)
o(T) za

surjektivna linearna preslikava, ki ohranja spekter operatorja, t.j. o(¢p(T)) =

vsak T' € B(X). Potem velja ena izmed nasledngjih dveh moznosti.

1. Obstaja tak obrnljiv omejen linearen operator A : X — Y, da velja ¢(T) = ATA™?
za vsak T € B(X).
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2. Obstaga tak obrnljiv omejen linearen operator B : X* — 'Y, da velja ¢(T) = BT'B™!
za vsak T € B(X).

3.1.1 Dokaz izreka 3.3

Za dokaz izreka 3.3 si bomo pomagali z naslednjimi lemami in manjsim izrekom.

Lema 3.4. Naj bo X kompleksen Banachov prostor in A € B(X). Potem je o(T+A) C
o(T) za vsak T € B(X) natanko tedaj, ko je A = 0.

Dokaz. Ce je A =0, potem je o(T + A) = o(T 4 0) = o(T) C o(T).

Predpostavimo sedaj, da velja o(T + A) C o(T) za vsak T € B(X). Zelimo
pokazati, da je A = 0.
Dokazovali bomo s protislovjem. Recimo, da je A # 0. Naj bo x € X tak vektor, da
velja Ax =y # 0.

Trdimo, da obstaja tak f € X* daje f(x) =1in f(y) # 0. Loc¢imo dva primera.

e Recimo, da sta x in y linearno odvisna. Naj bo () eno-razsezen vektorski prostor,
ki je napet na vektor x. Definiramo preslikavo g : (r) — C, ki je podana s
predpisom g(Az) = A. Tedaj je g linearen funkcional. Ker je prostor (z) konéno-
razsezen, je avtomatsko zvezen oz. omejen. Iz Hahn-Banachovega izreka sledi, da
ga lahko razsirimo do omejenega funkcionala f € X*. Ocitno je f(z) = g(x) =1

in f(y) = g(y) # 0.

e Recimo, da sta x in y linearno neodvisna. Naj bo (z,y) dvo-razsezen vektorski
prostor, ki je napet na vektorja z in y. Definiramo preslikavo g : (z,y) — C, ki
je podana s predpisom g(Az + py) = A+ p. Tedaj je g linearen funkcional. Ker
je prostor (x,y) kon¢no-razsezen, je avtomatsko zvezen oz. omejen. Iz Hahn-

Banachovega izreka sledi, da ga lahko razsirimo do omejenega funkcionala f €
X*. Ocitno je f(z) =g(z)=11in f(y) =g(y) =1 #0.

Ce je sedaj nas T oblike (z — y) ® f, potem je (T + A)x = z, saj velja

(T+ A)x =Tx + Ax
=((z—y) @ flz+ Az
= fl@)(@—y)+y
=lz—y)+y

Od tod sledi, da je 1 lastna vrednost opretatorja T+ A, torej velja 1 € o(T + A).
Trdimo, da velja o(T) = {0, f(x — y)}.
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Ocitno velja 0 € o(T), saj velja ker(f) C ker(T'). Ker je T' operator koncnega ranga
mora imeti enacba Tx = Az nenicelno resitev za vsak nenicelen A € o(T'). Najprej
nekoliko poenostavimo enacbo

Tx =Mz

S (z—y e flr=X

& flz)(z—y) =

Sxr—y=AT.
Iz slednje enacbe dobimo f(x —y) = f(Az) = Af(z) = A. Sledi o(T") = {0, f(x —y)}.
Opazimo, da velja f(x —y) # 1, saj je

flz—y) = fx) = fly) =1-f(y),

kjer je f(y) # 0. Od tod sledi, da o(T + A) € o(T).
Sedaj smo prisli do protislovja s predpostavko, torej je A = 0. n

Lema 3.5. Ce je ¢ : B(X) — B(Y) linearna preslikava, ki ohranja spekter, potem je
@ injekcija.

Dokaz. Linearna preslikava je injektivna, ¢e ima trivialno jedro, tj. ker ¢ = {0}.

Predpostavimo, da je ¢(A) = 0, kjer je A € B(X). Zelimo pokazati, da je A = 0.

Ker ¢ ohranja speketer, velja (T + A) = o(¢(T + A)) za vsak T. 7 upoStevanjem
linearnosti ¢ lahko to zapisemo kot o(T + A) = a(¢(T) + ¢(A)) = o(¢p(T) +0) =
o(¢(T)). Ce ponovno upostevamo dejstvo, da ¢ ohranja spekter dobimo o(4(T)) =
o(T). Torej smo pokazali enakost o(T + A) = o(T). Z uporabo leme 3.4 sledi A = 0.

Torej je ¢ res injektivna preslikava. O

Lema 3.6. Naj bo ¢ preslikava, ki zado$ca predpostavkam iz izreka 3.8. Tedaj je
o) =1.

Dokaz. Ker je ¢ surjektivna preslikava, vemo, da obstaja operator S € B(X), za
katerega je ¢(S) = I.
Naj bo T' € B(X) poljuben. Velja enacba

oT+S—-1)=0
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Z uporabo leme 3.4 dobimo enakost S — I = 0, Torej je S =1 oz. ¢(5) = ¢(I) = 1,

kar smo zeleli pokazati. O

Lema 3.7. Naj bo X kompleksen Banachov prostor, T € B(X), v € X, f* € X* ter
A ¢ o(T). Tedaj velja ekvivalenca

NeoT+z@f)e f(A-T)"z) =1

Dokaz. Predpostavimo najprej, da velja f((A — T)~'z) = 1, in dokazimo, da je A €
o(T+z® f). Velja

(T+r® fN—T)" v =T(\

|
S
I
&}—‘
+
=
®
=
>~
I
=
|
2

>
|
=3
L
S
+
~
|
3
>~
|
3
L
S

Torej je A res lastna vrednost operatorja (T + x ® f).

Predpostavimo sedaj, da je A € o(T+2z® f) in dokazimo enakost f(A—T)"'z) = 1.
Najbo X € o(T+z® f). Zaradi trditve (2.13) velja, da je A lastna vrednost operatorja
T+ ® f. Torej obstaja nenicelen vektor u € X, za katerega velja (T'+z ® f)u = Au.

Velja ekvivalenca
(T+z® flu=AIu

& Tu+ f(u)r = A
S (T—M)u+ f(u)r=0
S M —=T)u= f(u)x.
Od tod sledi, da je u = f(u)(A — T) 'z in zato
flw) = f(f)A=T)"2) = f(u) f(A=T)"2).

Ker je u nenicelen, je tudi f(u) nenicelen in velja f((A — T) 'z) = 1, kar smo Zeleli
dokazati. O

Izrek 3.8. Naj bo A € B(X) poljuben nenicelen operator. Naslednji trditvi sta ekviva-

lentns.
1. Operator A je ranga 1.

2. Za poljuben operator T' € B(X) in poljuben skalar ¢ # 1 velja

oT+A)No(T+cA) Co(T).
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Dokaz. Najprej predpostavimo, da je A operator ranga 1 in dokazujemo inkluzijo o (7+
A)No(T + cA) C o(T) za poljuben T € B(X) in poljuben ¢ # 1.

Ker je A operator ranga 1, ga lahko zapisemo kot A = r® f zanek x € X in f* € X*.
Izberimo sedaj poljuben operator 7' € B(X) in skalar A ¢ o(T'). Iz leme (3.7) sledi
A€ o(T+cA) & cf(A—=T)'x) = 1. Ocitno A ne more pripadati mnozoici o (T + cA)
za razlicne vrednosti c.

o(T+A)No(T+ cA) =0 za vsak ¢ # 1. Seveda velja ) C o(T). S tem je implikacija
dokazana.

Sedaj dokazujemo obratno. Predpostavimo, da velja o(T'+ A)No (T +cA) C o(T),
kjer sta T € B(X) in ¢ # 1 poljubna. Zelimo pokazati, da je operator A ranga 1.
Dokazovali bomo s protislovjem. Predpostavimo, da je rang operatorja A vsaj 2. Po-
kazali bomo, da predpostavka ni zadoscena.

Zaceli bomo s primerom, ko je A skalar, tj. A = «al, a # 0. Naj bo T operator, za
katerega velja o(T) = {0, a}. Tedaj sledi

o(T+ A)No(T +2A) = {2a} € o(T).

Prisli smo do protislovja.

Sedaj poglejmo primer, ko je A ranga vsaj 2 in ni skalar.
Konstruirali bomo tak nilpotentni operator N, da bo N® = 0 in tak skalar ¢ # 1, da
bo presek o(N + A) No(N + cA) vseboval nenicelno vrednost.
Najprej poglejmo primer, ko obstaja vektor v € X, da so u, Au, A?u linearno neodvisni
vektorji. Naj bo U = (u, Au, A*u) linearna ogrinjaca teh vektorjev. Naj bo V komple-
mentaren prostor prostora U, tj. X = U @ V. Sedaj definirajmo linearen operator N

na prsotoru X za katerega veljajo lastnosti

Nu =u — Au,
NAu = Au — 2A%,

2 1 3 2
NA“u = —§u+§Au—2A u,

Nv=0 zavsakvelV.

Trdimo, da je N € B(X) in velja N® = 0. Ker je A € B(X) ,je tudi A% € B(X) in
zato N € B(X). Prepricajmo se sedaj Se, da je N> = 0 za v € V ter bazne elemente
prostora (u, Au, A%u). Velja
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N*v = N?(Nv)
= N0
=0,
N*u = N?(Nu)
= N?(u — Au)
= N(Nu — NAu)
= N(u— Au — Au + 2A%u)
= Nu — 2N Au + 2N A*u
=u — Au — 2Au + 4A%u — u + 3Au — 4A%u
=0,
N*Au = N?(N Au)
= N?(Au — 2A%u)
= N(NAu — 2N A%u)
= N(Au — 2A%u + u — 3Au + 4A%)
= —2NAu + Nu+ 2N A%u
= —2Au + 4A%u + u — Au — u + 3Au — 4A%u
=0,
N3 A%y = N*(N A?u)
= NQ(—lu + gAu —2A%)

2

1
= N(—§Nu + gNAu — 2N A%u)

1 1 3
=N(—-u+ §Au + §Au — 3A%u + u — 3Au + 4A%)

2
1
:N(ﬁu—Au+A2u)
1 2 1 3
= —u— —Au — Au+2A%u — —u + = Au — 2A>
2u 5 U U+ U 2u—|—2 U U
= 0.

Torej je N res nilpotentni operator na prostoru B(X), za katerega velja N3 = 0.
Poleg tega velja
(N+ A)u=Nu+ Au=u — Au+ Au = u,
(N +2A)Au = NAu + 2A%u = Au — 2A%u — 2A%u = Au.

Opazimo torej, da je 1 lastna vrednost operatorja (N + A) ter operatorja (N + 2A).
Velja torej 1 € o(N + A) No(N + 2A). Prisli smo do protislovja, saj 1 ¢ o(N) = {0}.
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Poglejmo sedaj primer, ko so z, Az, A%z linearno odvisni, za vsak vektor z € X. Iz
izreka 2.17 sledi, da obstaja tak polinom p stopnje najve¢ dva, da velja p(A) = 0. Ker
operator A ni skalar p ne more biti stopnje ena. Zato je stopnja polinoma p enaka dva.
Poleg tega obstaja tak vektor u € C, da sta u in Au linearno neodvisna. Ker vodilni
koeficient nima velikega pomena, saj ga lahko izopstavimo, predpostavimo, da je enak

1. Torej je lahko polinom p ene izmed oblik

p(t) = (t = a)(t = B),

pt) = (t —a)?,
p(t) = (t —a),
p(t) =

kjer sta « # [ nenicelna skalarja.

1. Denimo, da je p(t) = (t — a)(t — ), kjer je a« # [ in «, B # 0. Tukaj sta « in
(3 lastni vrednosti preslikave Apy, kjer je W = (u, Au), saj je p njen minimalni
polinom. Iz lastnosti o Jordanski kanoni¢ni formi ugotovimo, da sta velikost

najvecjih kletk za lastni vrednosti o in § enaki 1. Zato je Jordanska forma za

(23)

2. Denimo, da je p(t) = (t — a)?, kjer je a # 0. Iz lastnosti 1 o Jordanski kanoniéni

preslikavo Ay enaka

formi ugotovimo, da je velikost najvecje kletke za lastno vrednost « enaka 2

Zato je Jordanska forma za preslikavo Ay enaka

(00)

3. Naj bo p(t) = t*. Ker je rang A > 2, obstaja tak v € X, da sta vektorja Au in
Av linearno neodvisna. Seveda so vektorji v, Av, A%v linearno odvisni. Zato je
tudi prostor Wy := (v, Av) invarianten za A. Enako velja za Wy := W @ W, =
(u, Au,v, Av). Velja tudi, da je p(Aw,) = 0, kjer je p minimalen polinom pre-
slikave Ay, : Wy — Ws. Zaradi Jordanske kanonicne forme je velikost najvecje
kletke za lastno vrednost 0 enaka 2. Ker je 0 = p(A) = A2, sledi A(Au) = 0 in
A(Av) =0, tj. dimker(Apy, —0- 1) > 2. Opazimo tudi, da sta Jordanski kletki
za lastno vrednost 0 (vsaj) 2. Ker je dim Wy < 4 in je rang(Ajw,) > 2, sta obe

kletki velikosti 2. Torej je Jordanska forma za Ay, enaka

0100
0000 (01 01
000 1 _<0 0>@<0 0)'
0000
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4. Denimo, da je p(t) = t(t—a), kjer je a # 0. Naj bo W5 enak kot pri tocki 3. Zaradi
Jordanske kanoni¢ne forme je velikost najvecje kletke za lastno vrednost o enaka
1. Enako velja za lastno vrednost 0. Ker je 0 = p(A) = A(A—al) = (A—al)A,
sledi (A — al)Au =01in (A — al)Av = 0. Torej je dimker(Ap, —a-1) > 2 od
tod sklepamo, da sta Jordanski kletki za lastno vrednost o vsaj 2. Ce je prostor

Wy 3-razsezen, potem je Jordanska forma za Ay, enaka

a 0 0
(3.1)

Ce je prostor W, 4-razsezen, pa je Jordanska forma za A, enaka

o o o O
S o Q0 o
o O o O
2 o o o

kjer je v € {0,a}. V tem primeru prostor W, zamenjamo s primernim 3-

razseznim podprostorom, da bo Jordanska forma oblike (3.1).

Naj v nadaljevanju W oznacuje koncno razsezen podprostor, glede na katerega imamo
podano Jordansko formo. Naj bo Z komplementaren ptostor prostora W v X, tj.
X =W @ Z. Naj bo N tak operator, da velja N, = 0, zozitev N, pa naj ima

matricno reprezentacijo enako
0 0 0 0 0 0 0 0 00 0
ali ali ali |0 2a 2a |,
o) (o) () el )
0 —2a —2«a

v odvisnosti od tega, katerega izmed §tirih primerov obravnavamo. Torej je N? = 0.
Naj bo ¢ = a7 " ali 4 ali 2 ali 2. V tem primeru vsebuje presek o(N + A)Na (N + cA)
nenicelne skalarje o ali 2cv ali 2cv ali /2, kar nas pripelje do protislovia v vseh &tirih

primerih. O

Lema 3.9. Naj bo X kompleksen Banachov prostor in ¢ taksna preslikava, da zado$ca
predpostavkam izreka 3.3. Ce je R € B(X) tak operator, da je njegov rang enak 1,
potem je rang operatorja ¢(R) tudi dimenzije 1.

Dokaz. Naj bo R € B(X) ranga 1. Po izreku 3.8 velja

o(T+ R)No(T+cR) Co(T) zavsak T € B(X) in vsak skalar ¢ # 1.
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Ker je ¢ linearna preslikava, ki ohranja spekter veljajo enakosti

o(T+ R) = o(o(T + R)) = a(¢(T) + ¢(R)),
o(T' + cR) = o(&(T + cR)) = a(o(T) + co(R)),
o(T) = a(¢(T)).
Torej velja
o(¢(T) + ¢(R)) Mo (H(T) + c¢(R)) € o(6(T))
za vsak T' € B(X) in vsak ¢ # 1. Ker je ¢ bijekcija sledi

a(S+o(R)Na(S+cp(R)) Co(S)
za vsak S € B(X) in vsak ¢ # 1. Iz izreka 3.8 sledi, da je rang od ¢(R) enak 1. O
Sedaj lahko dokazemo izrek 3.3.

Dokaz. Za vsak nenicelen x € X ter vsak nenicelen f € X* definirajmo mnozici L, =
{r®@h:he X*}in Ry ={u® fiue X}.

Trdimo, da sta mnozici L, in Ry maksimalna linearna podprostora prostora B(X),
sestavljena iz operatorjev ranga 1.

Da sta L, in R; sestavljeni iz operatorjev ranga 1 je ocitno Ze iz same definicije obeh
mnozic. Najprej bomo pokazali, da sta L, in R, res podprostora B(X). Dokazati

moramo dva pogoja.

e Za poljubne elemente h, f € X* in u,v € X Zelimo pokazati enakosti x® (h+ f) =
r@h+z® fin (u+v)® f=u® f+v® f, kar bo pomenilo, da sta mnozici
L, in Ry zaprti za seStevanje. Naj bo w € X poljuben vektor. Tedaj velja
(z@ (h+ Hw = (h+ fHlw)z = h(v)z + f)z = (z @ hw + (2 @ flw oz.
r®@Mh+f)=x®h+2® f. Podobno velja ((u+v) ® flHw = f(w)(u+v) =
fwu+ flw)o=(ue flu+ (v flwoz. (u+v)@ f=u® f+v® f.

e Zelimo pokazati, da za vsak h € L,, u € Ry ter skalar A € C veljajo enakosti
Mr@h)=z® (M) in \Nu® f)=(u)® f.
Naj bo w € X poljuben vektor. Tedaj velja (z ® Ah)w = Ah(w)x = Az @ h)w
in (u® (Af))w = Af(w)u=Au® f)(w).

Torej sta L,, Ry res podporstora v B(X). Pokazati moramo Se, da sta maksimalna.
Naj bo V' C B(X) tak vektorski podprostor, ki vsebuje le operatorje ranga < 1 in
vsebuje L, za nek z. Denimo, da obstaja element S € V'\ L,. Ker je S operator ranga
ena, je oblike S =y ® g za nek nenicelen y € X in nek nenicelen g € X*. Ker S ¢ L,,
sta vektorja linearno neodvisna. V nasprotnem, ce bi veljalo y = Az za nek A\ # 0, bi
dobili S=y®g= (M) ®g=2® (Ag) € L,.
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Izberimo tak h € X*, ki je linearno neodvisen od g. Tedaj veljax ® h € L, C V in
y®g e V. Ker je V vektorski prostor, sledi + ® h + y ® g € V. Slika operatorja
T ® h 4y ® g na poljubnem elementu z € X je enaka

(x@h+y®g)z=(r@h)z+ (y® g)z = h(z)z + g(2)y,

iz, Cesar razberemo, da je slika operatorja (r ® h + y ® g) dvo-razsezna, saj je enaka
prostoru (z,y). Operator (r ® h + y ® g) je tako ranga dva, kar je protislovje. Zato
velja V = L,.
Maksimalnost prostora 2y se dokaze na podoben nacin.

Trdimo, da za vsak z € X velja, da je ¢(L,) enak L, za nek y € Y ali R, za nek
geyYr.
Da to res drzi, si pomagamo z lemo 3.9. Vemo, da je L, maksimalen podprostor
prostora B(X). Zaradi leme 3.9 morajo biti tudi operatorji v ¢(L,) ranga 1. Ker je
¢ bijekcija, ohranja tudi maksimalnost mnozice. Potemtakem je ¢(L,) lahko le oblike
L,zanekyecY oz. Rjzanek g€ Y™,

Trdimo, da za poljubna u,v € X ne more hrati veljati, da je ¢(L,) = L, in
¢(Ly,) = Ry, saj je L, N R, prostor dimenzije 1, L, N L, pa prostor dimenzije 0 ali

dim(X*). Velja namrec¢
LyNR,={ye f;feY}n{vog:veY}=yoyg

in
0, ce u # v
L,NnL,={uf:feXIn{vaf:feX}=
L,=1L,, c¢eu=nw.
Ker je ¢ bijektivna linearna preslikava, ohranja tudi dimenzijo prostorov. Zato lo¢imo

dva primera.

1. Za vsak x € X obstaja tak y € Y, da velja ¢(L,) = L, 0z. ¢p(z @ f) =y ® g.
Ker je preslikava ¢ linearna, je linearna tudi preslikava f +— ¢g. Oznac¢imo sedaj
g = C.f, kjer je C, linearna transformacija C, : X* — Y*. Pokazati zelimo, da
je prostor {C, : x € X} dimenzije 1.
Ce to ne drzi, potem obstajajo 1,22 € X, y1,42 € Y ter dve linarno neodvisni

transformaciji C7, Cs, da velja

P(r1® f)=y1 ®C1f
in

P2 ® f) =y2 @ Cof
za vsak f € X*. Od tod sledijo enakosti

NRCIf+10Cf=¢(r1® f+22® f) = d((21 + 22) ® f),
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kar predstavlja operator ranga 1 za vsak f € X*.

Ker sta C in C5 linearno neodvisni transformaciji, potem sta y; in y, linearno
odvisna in L,, = L,,. Od tod sledi, da sta L,, in L,, enaka in posledi¢no tudi
21 in x5 linearno odvisna.

Vendar v tem primeru pridemo do rezultata, da sta C; in Cy linearno odvisni
transformaciji, kar je v protislovju s predpostavko. Od tod sledi, da je dim({C, :
xr € X}) = 1. Posledi¢no obstaja taka linearna transformacija C' : X* — Y*, da
velja p(x ® f) =y ® Cf za vsak f. Naj bo A: X — Y linearna transformacija,
ki vektorju z priredi vektor y. Potem je ¢(x ® f) = Az @ C'f. Opazimo, da sta
A in C bijekciji, saj je preslikava ¢ bijekcija. Vzemimo poljuben operator 7' na
prostoru X. Potem je ¢(T + 2 ® f) = ¢(T) + Axr @ C'f. Naj bo A € C taksen
skalar, da velja A ¢ o(T). Iz leme 3.7 sledi, da je f((A —T) 'z) = 1 natanko
tedaj, ko je C'f((A — ¢(T)) ' Az) = 1. Zaradi linearnosti velja

FA=T)""2) = Cf (A = ¢(T)) " Ax) (3:2)
zavser € X, f € X in A ¢ o(T).

Ce sedaj zamenjamo A z ulomkom % dobimo enakost

F((1==T)7 AT y) = CF((1 = 2¢(T)) " 'y), (3-3)

ki drzi za vsako nenicelno kompleksno stevilo z v okolici {z : |z]| < 0} tocke 0. V

limiti, ko gre z — 0, dobimo

f(A™y) = Cf(y). (34)
Ker sta g1(2) := f((1 —2T)*A7ly) in ga(2) :== Cf((1 — 2¢(T))'y) (iz enakosti
(3.2)) holomorfni funkciji, lahko izra¢unamo njun odvod v tocki z = 0. Velja

) . g1(2) — g1(0)
gi(0) = lim = — ==

— lim * (f((I =217 A7 y) — f(A7My)

fivy
= tim (T~ 2T) A7y — A7)

= tim (T~ 2T)™ — (I = 2T) (1 = 2T))A™Yy)
= tim ~f (T~ =T)7 (1 — (1 = =T))A™'y)

= tim (T~ 2T)"2AY)

= tim ~=f (7~ 2T) ' A™y)

=lim f ((I - 27) " A™"y)

= f(TA™'y)
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0 =1y 2
‘BL%Z( F(U = 20(T))"y) = Cf(yy))
_%Zc*f( — 2¢(T)) "y — y)
—llinZCf( I—z2¢(T))"" = I)y)
_ lii%ch( I—z6(T)™" = (I = 2¢(T)) (I — 26(T)))y)
= tim ~CF (1 — =6(T)) (T — (I — 26(T)))y)

= tim 2O (1 — 26(T)) " 26(T)y)
~ tiny %Zc f (I = 26(T) " 6(T)y)
=lm Cf (I - 26(T))'¢(T)y)

= Cf(o(T)y).

Z uporabo enakosti (3.4) opazimo, da je C'f(¢(T)y) = f(A™1¢(T)y). Od tod

sledi
F(TA™Yy) = fF(A7'o(T)y).

Posledicno je ¢ oblike
H(T) = ATA™

za vsak T' € B(X).

2. V tem primeru privzemimo, da za vsak x € X obstaja tak g € Y*, da je ¢(L,

R,. Tukajje Ry={y®g:yeY}.
Definirajmo preslikavo ¢ : B(X) — B(Y™*) s predpisom

Najprej bomo pokazali, da velja

Izberimo poljuben y ® g € R, kjer je y nenicelen. Tedajza f € Y* in z € YV

velja
(y@9)'fz=fly®g)2) = flg(z)y) = 9(2) f(y).

Posledicno je

(y@9)'f=f(y)g.

(3.5)

(3.6)
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Definirajmo F,, € Y** s predpisom F,(f) = f(y). Tedaj je

(9®Fy)f: Fy(f)g = f(y)g.

Iz enacbe (3.6) razberemo, da velja (y ® g)' = g ® F, € L, kar dokazuje inklu-
zijo (3.5). Za vsak x € X torej obstaja tak g € Y*, da velja

(Le) C Ly (3.7)

Znano je, da imata operator 7" in T* enaka spektra. Zato ima preslikava 1) povsem

enake lastnosti kot preslikava ¢. To pomeni, da v enacbi (3.7) velja enakost

¢(Laz) = Lg' (38)

To tudi pomeni, da je prostor Y refleksiven, tj. Y** =Y, preslikava 1) pa je tako
kot ¢ surjektivna. Sedaj iz prvega primera (kjer je Y zamenjan z Y*) sledi obsto]

takega obrnljivega operatorja A : X — Y™, da velja
W(T) = ATA™!

t].
(6(T))" = ATA™Y, (3.9)

za vse T € B(X). Ce oznagimo B := (AY)~' = (A~')!, kar je obrnljiv operator

B: X* — Y* =Y in uporabimo transponiranje na enacbi (3.9), dobimo
(6(T))" = BT'B™".
Zaradi refleksivnosti velja (¢(T))" = ¢(T') oz.
¢(T) = BT'B™*
za vse T' € B(X).

S tem je dokaz izreka 3.3 koncan. m

3.2 Linearne preslikave, ki ohranjajo spektralni ra-
dij
Bresar in Semrl sta leta 1996 v ¢lanku [2] izrek 3.3 posploila. Njun izrek 3.10 zreducira

predpostavko o ohranjanju spektra na predpostavko o ohranjanju spektralnega radija.

Izrek 3.10. Naj bo X kompleksen Banachov prostor in ¢ : B(X) — B(X) surjektivna
linearna preslikava, ki zadosca enacbi r(p(A)) = r(A) za vsak A € B(X). Potem velja

ena izmed nasledngjih dveh moznosti.
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1. Obstaja tak bijektiven omejen linearen operator T : X — X in taksno kompleksno
stevilo ¢, da velja ¢p(A) = cTAT™! za vsak A € B(X) in |c| = 1.

2. Obstaja tak bijektiven omejen linearen operator T : X* — X in tako kompleksno
stevilo ¢ z lastnostjo |c| = 1, da velja ¢(A) = cTAT! za vsak A € B(X). V

tem primeru mora biti X refleksiven prostor.

Za dokaz izreka 3.10 moramo najprej dokazati, da ¢ ohranja nilpotente v obeh
smereh, tj. N € B(X) je nilpotent, ¢e in samo ¢e je ¢(V) nilpotent. Nato pa uporabimo
izrek 3.11, katerega dokaz najdemo v [9].

Izrek 3.11. Naj bo X netrivialen kompleksen Banachov prostor in By(X) linearna
ogrinjaca nilpotentnih operatorjev iz B(X). Predpostavimo, da je ¢ : By(X) — Bo(X)
surjektivna linearna preslikava, ki ohranja nilpotente v obeh smereh. Potem obstaja

tako nenicelno stevilo d € C, da velja ena izmed nasledngjih dveh moznosti.

1. Obstaja tak omejen linearen operator T : X — X, da je ¢p(A) = dT AT~ za vsak
A € By(X).

2. Obstaja tak omejen bijektiven linearen operator T : X* — X da je ¢(A) =
dT AT~ za vsak A € By(X). V tem primeru je X refleksiven.

3.2.1 Dokaz izreka 3.10

Dokaz. Dokaz celotnega izreka je razdeljen na 7 korakov.

1. Naj bo ¢ taksna preslikava, da zadoSéa pogojem iz izreka (3.10). Potem je ¢
mjekcija.
Predpostavimo, da je ¢(A) = 0 za nek operator A # 0. Izberimo tak x € X, da
velja 0 # Ax = y. Velja r(A) = 0. Trdimo, da sta z,y linearno neodvisna.
Recimo, da sta x in y linearno odvisna. Torej lahko zapisemo y = Ax za nek
skalar A € C, oz. Az = Az. Ker je r(A) = 0, je A lahko le 0. Vendar smo
prisli do protislovja s predposavko, da je Az # 0. Torej sta x in y res linearno
neodvisna.
Naj bo V' komplementaren prostor prostora (z,y), tj. X = (z,y) & V. Defini-
rajmo N € B(X) kot

Nr=Ny=x—y

ter
Nv=0



Klobas N. Ohranjevalci spektra na operatorjih.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2018 22

za vsak v € V. Trdimo, da je N> = 0 in 7(¢(N)) = 0. Prva enakost sledi iz

enacb

)=Nz—Ny=z—-y—(v—y)=0,
N?*y = N(Ny) = N(z —y) = Nv — Ny = 0.
Ker je N? =0, sledi r(N) = 0 in posledi¢no r(¢(N)) = 0.

Ob upostevanju predpostavke, da je ¢ linearna dobimo enakosti
YA+ N) = ¢(A) + ¢(N) =0+ ¢(N).

Ker ¢ ohranja spektralni radij opazimo, da je r(A+N) = r(¢p(A+N)) = r(¢(N)).
Sedaj racunamo (A+ N)x = Ax+ Nx = y+x —y = x. Posledi¢no je r(¢(N)) =
r(A+ N) > 1. Prisli smo do protislovja.

Velja torej, da je ¢(A) = 0 natanko tedaj, ko je A = 0.

V jedru ker ¢ preslikave je le nicelni operator. Od kod sledi, da je ¢ injektivna

preslikava.
2. Ce ¢ zadosca predpostavkam iz izreka (3.10) potem je ¢(I) = cI, kjer je c € C in
le| = 1.
Dovolj je, da pokazemo, da sta x in ¢(I)x linearno odvisna za vsak = € X.
Recimo, da to ne drzi za nek z € X. Naj bo W komplementaren prostor prostora
(x, (), tj. X = (x,¢(I)x) ® W. Definirajmo M € B(X) s predpisi
Mz =2z — ¢(I)x,
Mo(I)x =4x —2¢(I)x Mw =0.
zavse w € W.

Trdimo, da je M? = 0, kar je razvidno iz enacb

= M(0)
=0,
M?x = M(Mz)
— M2 - 6(1)a)
=2Mxz — M¢o(I)x

=22z —¢(I)x) — 4o —2¢(1)x
=0,
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M2o(I)x = M(Mo(D)e)

= M4z — 2¢(I)x)

=8z —4¢(I)x — 8x + 4¢(I)x

=0.
Ker je ¢ bijekcija, obstaja tak R € B(X), da je M = ¢(R). Vemo, da je
r(M) = 0. Torej je tudi r(R) = 0.
Izracunajmo sedaj r(I + R) =r(I) +r(R) =1+ 0 = 1. Torej je r(¢p(I) + M) =
r(I + R) = 1. Kar pa je v protislovju z enakostjo

(p(I)+ M) =)z + Mz = p(I)x + 2z — ¢(I )z = 2z,

ki pravi, da je r(¢(I) + M) > 2.

Torej sta x in ¢(I)z linearno odvisna za vsak x. Posledi¢no je ¢(I) = ¢l za nek
tak c € C, da velja ¢ = 1.

V nadaljevanju dokaza lahko brez izgube splosnosti privzamemo, da je ¢ = 1 in
o(I) = 1.

V nasprotnem definiramo preslikavo ¢ s predpisom ¢(A) := ¢~ 1¢(A), za katero
je(I)=clo(I)=clel =1.

Sedaj bomo s 7(A) oznacevali mnozico takih A € o(A) za katere velja |\| = r(A).
3. Ce ¢ zadosca predpostavkam izreka (3.10) je w(¢d(A)) = w(A) za vsak A € B(X).

Izberimo A € w(A). Ob upostevanju linearnosti ¢ ugotovimo, da velja

H(A+ M) = ¢(A) + Xp(I) = ¢(A) + Al
Ker ¢ ohranja radij sledi

r(A4+ M) = |r(A) + (D] = |+ M| = |2A] = 2r(A).

Torej obstaja tak a € o(¢(A)), da je |a+ A| = 2|)|, saj velja

r(p(A+A)) =71(d(A) + M) = |a+ Al

Ker velja r(¢p(A)) = r(A), je |a] < |Al. Od tod sledi, da je a = A. Torej je
A€ a(d(A)) in w(A) C w(o(A)).

Ker je ¢ bijektivna preslikava, ki ohranja spektralni radij, obstaja njen inverz
¢!, ki prav tako ohranja spektralni radij. Torej je m(¢(A)) C 7(A) in velja
m(A) = 7w(o(A)).

4. Naj bo ¢ preslikava, ki zadoscéa pogojem iz izreka (3.10), naj bo B € B(X) tak
operator, da velja B¥ = 0, kjer je k € N, za katerega velja k > 2. Ce za A € B(X)
velja AQ'A=0,i=0,1,2,...,k =1, kjer je Q = ¢(B), potem je

r(AQF + AQF ! + QAQM P + QPAQF P -+ QM A) = 0
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za vsak A € C.
Oznacimo By (k) = AQ"' + QAQ? + Q®AQ"* +--- + Q" 'A in By(k) = Q".
Velja r(A + )\Q)k =r((A+ )\Q)’“) in A2 = AQA = AQ?A = -.- = AQ*? =0.

Trdimo, da je
r(A+ Q) = IN1r(By(k) + ABy(k)).

Za dokaz te enakosti bomo uporabili indukcijo.
Naj bo k = 2. Torej je B1(2) = AQ + QA in By(2) = Q?, iz Cesar sledi

r(A+ Q) =r((A+ Q)%

(A% + ANAQ + MNQA + \Q?)
(0 4+ AAQ + AQA + \?Q?)
r(AMAQ + QA+ 2Q?))

= A\[r(B1(2) + ABy(2)).

Dokazimo trditev sedaj za splosen k. Predpostavimo, da velja
r(A+ Q)" = A\ 2r(AQF 2 + QAQF P + - + Q" 2A + NQF ).
Tedaj velja
r(A+2Q%) = (A + Q)" ) (A + Q)

O AE2(AQR T + QAQN 4 -+ QFPAQ + QA
+AQ" (A +2Q))
= (A" 2 (AQM2A + QAQF PA+ - + QFPAQA
+ Qk—QAQ 4 )\Qk—lA + )\(AQIC—I
+QAQ P + -+ QF PAQ? + QM 2AQ + \Q)
= 2@ A + AQE + QAQ 2 4+ + QM 2AQ + Q")
= (A"t (Bi(k) + ABs (),

kar zaklju¢i dokaz indukcije. Po drugi strani velja enakost
r(A+2Q)" =r(¢ (A + Q)" = r((671(A) + AB)"),

saj je ¢! bijektivna linearna preslikava, ki ohranja spektralni radij. Ce upostevamo

Se dejstvo, da je B¥ = 0, potem trdimo, da dobimo enakost

T(A + )\Q)k = T(AO + )\Al + -+ )\kilAkfl), (310)
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kjer so operatorji Ay, ..., Ax_1 definirani kot

AO = ¢_1(A)ka
Ay = 64 B 4 o B (A

Apr =BT (A) £+ 07 (A) B

Za dokaz enakosti (3.10) bomo uporabili indukcijo. Naj bo k = 2. V tem primeru
je Ag = ¢ 1 (A)?, A = ¢ (A)B + By (A) in B? =0, iz Cesar sledi

r((¢~'(A) + AB)?)
(¢ A2 + Ao H(A)B+ AB¢ 1 (A) + \2B?)
= T(A() —|— /\Al)

r(a+2Q)?

Naj bo sedaj k poljuben. Predpostavljamo
r(A+AQ) ™ =r(Ag + NAL+ -+ NT24,,).
Upostevajmo Se dejstvo, da je r(A + AQ) = r(¢~'(A) + AB), kar implicira

r(A+ AQ) r(A+2Q)" (A +2Q))

((Ag+ AL+ -+ NT2A) (671 (A) + AB))
= (07 (A + Mo (A 2B+ + Bo (A) ) + -
+AT(BM o (A) + -+ 67 (A)B) (671 (A) + AB))
= (¢ (A + M@ (A) BT (A) + -+ BT (A
o NTRBR 2T A 4 ¢ (A)BR 2 (A))

+ A0 (A)TIB N (¢ (A) B -+ BoH(A)"B)
o R MY B2 Y A)B - 4 ¢ (A)BRY

= (¢ (A + AT A)TIB ¢ H(A) TPBTHA) T 4
+BoT (AT + N (6T (A TPB 4+ BoT(A)B

+o (A TBTHA) + -+ BT (A) )

F AL BR 2 Y A)B + - - - + ¢ (A)BFY))

=7(Ao + AL+ N2Ap + -+ NTTA ).

||*u

S tem je indukcijski korak zakljucen. Pokazali smo, da je

IMNF1(By 4+ ABa) = r(Ag + Ay 4+ X245 + -+ + A 1A, ).
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Vemo, da je r(A4) < [|A].
Ce je |A| > 1, potem velja
r(Br+ ABa) = |A| 7" r(Ag + AA; + N Ay + -+ N4 )

< T Aol + IATTA + AP A + -
+ AP Ag-al)
< [[Aoll + 1Al + | A2f] + - -+ + [ Ak -

Ce je |\ < 1, velja

F(By + ABy) < | By + ABal| < | Bull + || Bl

Dokazali smo torej, da je funkcija U : A\ +— r(B; + AB2) omejena. S pomocjo

¢lanka [10] lahko pokazemo, da je funkcija U(A) subharmoni¢na. Sedaj uporabimo

Liouvillov izrek za subharmoniéne funkcije (pomagamo si s ¢lankom [7]), od koder

sledi, da je U konstantna funkcija, tj. U(X) = r(B;). Oziroma

r(By + ABy) = r(By), za vsak A € C. (3.11)

Opazimo, da je BiA =0, saj je AQ'A=0zavsaki=0,1,...,k—1 oz.
BiA = (AQ" + QAQ* ? +- -+ Q"1 A)A
= AQF A+ QAQF A+ .-+ QF A2
= 0.

Trdimo, da je B? = X}, 2 AQ* 2 + X}, _3AQ* 3 + -+ + XA za nek X; € B(X).

Res velja

BY = (AQ" + QAQ" 7 + - + Q" TA)(AQY + QAQY T + - + Q" A)

= AQFTAQN ! 4 QAQN2AQN 4+ 4+ QFLA2QF 1y
+AQPAQ™? + QAQMTAQM P + - + QM AQAQM
FOQMIA2OM T 4 OFTAQAQN T 4+ QM TAQN A =
— AQFQAQM? + QAQF2QAQM -+
FQPAQFBQPAQ M 4 -+ QF2AQQN A =
— AQFAQM? + QAQNAQF S + QXAQFAQN 1 4 - + QF2AQFA =
= X3 2AQ" 4+ X} 3AQF P + - + Xy A,
kjer je X; € B(X) oblike Q* 277 AQ*. Opazimo, da je
B2QA = (X2 AQ" 2 + X3 _3AQ 3 + - + X, A)(QA)
= X2 AQ  PQA+ X3, _3AQ* PQA + - + XgAQA
— Xy 2 AQM A + X s AQF A 4 -+ XpAQA
=0
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in
B{A = Bi(B1A)

= B0

=0.
Na podoben nacin izpeljemo, da je B} = Y;,_3AQ* 3+ -+YyA zanek Y; € B(X)
in poslediéno B{Q?A = B{QA = B3A = 0.
Ce postopek ponavljamo lahko pokazemo, da je B¥*! = 0. Od tod sklepamo, da
je 7(By + ABy) = 0 za vsak A € C. To velja ob upostevanju enakosti (3.11) in
dejstva, da je By nilpotent.

5. Ce za B € B(X) wvelja, da je B¥ = 0 za nek k € N, kjer je k > 2, potem je
¢(B)* =1 = 0. Pri tem je ¢ taksna preslikava, ki zadoséa predpostavkam iz izreka
(3.10).

Naj bo Q = ¢(B). Ker je B¥ =0, iz izreka 2.16 o preslikavi spektra sledi {0} =
o(0) = o(B*) = o(B)*, kar pomeni, da je o(B) = {0} oz. r(B) = 0. Posledi¢no
jer(Q) =0 oz. o(Q) = {0}. Predpostavimo, da je Q**~! = 0. Naj bo p polinom
stopnje < 2k — 1. Zapisemo ga lahko kot p(t) = at™(t — A\)(t — o) -+ - (t — A\n),
kjer je a neko nenicelno kompleksno stevilo, m +n € {0,1,...,2k — 1} in so

stevila Aq, ..., A\, € C nenicelna. Denimo, da velja p(Q) = 0, t;.

0=p(Q) = aQ™(Q = MI)(Q = Al) -+ (Q = Anl). (3.12)

Ker je o(Q) = {0}, so operatorji @ — \;I obrnljivi. Enac¢bo (3.12) lahko po-
mnozimo z desne z operatorjem a'(Q — A\, 1)t ---(Q — A\ I)”!. Na ta nacin
dobimo enakost Q™ = 0. Ker je m < 2k — 1, sledi Q%! = QmQ* =™ = 0, kar
je protislovje. Zato velja p(Q) # 0.

Iz izreka 2.17 sledi, da obstaja tak vektor v € X, da so vektorji u, Qu, Q*u, ...,
Q%14 linearno neodvisni.

Definirajmo

ke k k ke e e
Z = (u,Qu,...,Q" %u, Qu, Q" u, ..., Q* 2u, Q* 1u — Q" u).

Opazimo, da Q*'u ¢ Z. Torej obstaja tak f € X* da je f(Q*'u) = 1 in
f(z) =0 zavsak z € Z.



Klobas N. Ohranjevalci spektra na operatorjih.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2018

Za nas f veljajo enakosti

fu) =0,
f(Qu) =0,
FIQ¥u) =0,
F(QF ) =1,
f(QFu) =0,
Q¥ 2u) =0,
fQ* ) =1

Naj bo A = (u — Q*u) ® f. Opazimo, da zai=0,1,...,k — 2 velja

AQ'u = (u — Q"u) ® fQ'u
= f(Q"u)(u — Q")
=0
in
AQM 'u = (u — QFu) ® fQF 'u
= f(Q"u)(u — Q%)
=u— Q"u.
Od tod sledi
(Q°+AQ"" + QAQ" 7 + - + Q"' AJu
— QFu+ AQ 'u+ QAQM 2u + - + OV Au
=Q"u+u— Q"u
= u.

Torej je r(QF + AQ¥ 1+ QAQF 2 + .- + Q¥ 1A) > 1.
Zai1=0,1,....,k—1 velja

kier je f(Q'u — Q") = 0. Iz koraka 4 sledi r(QF + AQ* ' + QAQ* 2 + ...
Q*1A) = 0. Prisli smo do protislovja. Torej je Q?*~! = ¢(B)?*~1 = 0.
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Ker je ¢! bijektivna linearna preslikava, ki ohranja spektralni radij, lahko po-
novimo zgornji postopek tudi za ¢! in s tem dokazemo, da ¢ ohranja nilpotente
v obe smeri. Sedaj lahko za dokaz izreka 3.10 uporabimo izrek 3.11.
Predpostavimo, da velja 1. moznost iz izreka 3.11. V tem primeru definiramo
¢: B(X)— B(X) kot

$(A) =T '9(A)T.

Ce velja 2. moznost izreka 3.11, je X refleksiven prostor, t.j. (X*)* = X. Zaradi
tega je naravna vlozitev K : X — X** bijektivna. V tem primeru je ¢ definirana
kot

$(A) = KT (A (T™)'K.

V obeh primerih je ¢ bijektivna linearna preslikava, ki ohranja spektralni radij
in zadosca enakosti

o(I) =1, §(N) = AN (3.13)
za vsak nilpotenten operator N € B(X). Pri tem je d € C skalar.
Izrek bo dokazan, ko pokazemo, da d =1 in ¢p(A) = A za vsak A € B(X).
6. Velja d =1 in ¢(P) = P za vsak projektor P ranga 1.
Projekcijo P ranga 1 lahko zapisemo, kot z ® f, kjer je f(z) = 1. To velja, saj je
P? = P in posledi¢no
Pv = f(v)z,
Py = P(P(v)) = P(f(v)z) = f(v)f(2),

iz cesar sledi f(z) = 1. Ker je P projektor, velja tudi

X =1imP @ ker P. (3.14)

Najprej pokazimo, da sta y = ¢(x ® f)z in z linearno odvisna.

Predpostavimo, da to ne drzi. Potem zaradi enakosti (3.14) velja, da je ¢(x ®
flx = axr + z, kjer je a = f(y) € Cin z # 0, z € ker f. Izberimo sedaj tak
g€ X* dajeg(zr) =0ing(z) = 1. Najbow = ¢(x® f)z. Veljaw = fr+yz+u,
kjer je B = f(w) in v = g(w). Torej je u = w — f(w)z — g(w)z. Opazimo, da je
u € ker f Nker g, saj velja
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n

(w) — g(f(w)z) — g(g(w)2)

g(u) =g
g(w) =0 —g(w)g(z)
g
0

(w) — g(w)

Sedaj definirajmo
6=2-0a)2-7) -5
N =d ' ((6z —u) ®g),
A=N+(z® f).

Najprej izra¢unajmo g(dx — u). Spomnimo se, da je g(x) = g(u) = 0. Torej je
9(0x —u) = dg(x) — g(u) = 0.

Trdimo, da je N2 = 0. Naj bo t € X poljuben vektor. Tedaj velja

N?*t = N(Nt)
= N(d™'((62 — u) ® g)(t))
= N(d'g(t)(0x — u))

Zaradi enakosti (3.13) je ¢(N) = dN in posledicno ¢(A) = ¢(x ® f) + dN.
Trdimo, da je A®> = A2. Naj bo t poljuben vektor. Tedaj velja

(N + (@ f))0r —u)+ fFOYN + (z @ f))z
(d'g(6x — u)(dx — u) + f(0x — u)x)

g()(0+dz) + f(¢)(0 + x)
“lg(t)dx +d 7 f(t)x
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in
At = A(A%)

= A(d 'g(t)6x +d 1 f(t)r)

= (N+(z@ f))(dg(t)ox +d~" f(t)z)

=d'g(t)sNz +d~ 1f(t)Na: +d g(t)0(z @ fla+d ' f(t)(z @ fa

= (dg(t)d +d ™ f(1))d" g(x)(0x —u) + (d7'g(t)d +d " f (1)) f(x)x

=0+d tg(t)dx +d 1 f(t)x.
Ker je A3 = A?, oziroma A3 — A% = 0, lahko sestavimo polinom p oblike p(z) =
23 — 2% = 2?(x — 1), za katerega je p(A) = 0. Od tod sledi, da je o(p(A)) = {0}.
Ob upostevanju izreka 2.16 opazimo, da je o(A) C {0,1}. Torej je r(A) < 1, kar

pa je v protislovju z enakostjo

P(AN(2 =)z +2) =2(2 -7z + 2),
ki jo pridobimo iz izracuna

P(A)((2 =)z +2) = (AN + ¢z @ ))((2 = 7)x + 2)
=dN(2=7)X+2)+2-7)0® flz+o(z @ f)z
= dd™' (6x — u)(9(2)(2 =) + g(2)) + 2 = y)(az +2) +w
=0r—u)+2—7)(ax+2)+Pr+vz+u
=(2-a)2—7)— Bz —u+20r+ 2z — ayr —yz+
+ Bz + vz +u
=4-2yv—2a+ay—0B)lr+z2a—ay+p)+2z=
=(4—2y)x + 22
=2((2—7)z +2).
Dokazali smo, da za vsak z € X in f € X*, za katera velja f(z) = 1, obstaja
skalar A(z, f) € C, da velja

o ® flz = Nz, f)z. (3.15)

Sedaj izberimo take z,y € X ter f,g € X* daje f(z) = g(y) = 1 in f(y) =
g(x) = 0. Trdimo, da so operatorji y ® f, © ® g in (x —y) ® (f + g) nilpotenti.
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Naj bo u poljuben vektor. Tedaj veljajo enakosti
(y® f)*u=(y @ f)(f(u)y)
= f(f(w)y)y
=0,
(z® g)*u = (z ® g)(g(u)r)
= (9(g(u)z)x
=0,
(z=y) @ (f+9)u=((r—y)®(f+9)f+9)(w)(z—y)
= ([ +9))((f+9)(z—y)(z—y)
=([+9)W((fz—y)+g(=—y))(z—y)
= ([ +9)W)((f(@) = f(y) + 9(z) — 9(y))(z — y)
=([+9)(w)(1-0+0-1)(z—y)
=0,
iz ¢esar sledi, kar smo trdili. Pokazimo, da velja enakost
R f-y®g=yf-—rz@g+(r—y) @ (f+9) (3.16)

Naj bo u poljuben vektor. Tedaj velja

(2@ flu—(y®g)u=
Y@ flu—(zog+@-—y)e(f+g =f

flw)z —g(u)y
(wy —g(

(—g(u) + f(u) + g(u))
y(f(u) = f(u) = g(u))

= [(w)z +g(u)y,

kar dokazuje enakost (3.16). Od tod sledi

I
=

_I_

Y@ f)—oy®yg)=dz®f-y®yg),
saj velja

(e f-y®9)

@ f-2z®g+(x—y)@(f+9))

(Y& f)—olz®g)+¢((x—y) @ (f +9))
(Y@ f)—dlz®g)+d(z—y)®(f +g))
ef-z0g+(@-y) e (f+g))
(z@f-y®g).

Pz f)—dly®g)=¢

¢
¢
d
d
d

)
wy = g(uwz + (f(u) + g(u))(x —y)
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Opazimo, da smo sedaj dokazali, da velja

¢(P) = ¢(Q) =d(P - Q), (3.17)

¢e je PQ = QP =0, kjer sta P in Q projekciji ranga 1. Iz zgornjega sledi

Pr@fly=dy@gy+drz® f-y®g)y
=Ny, 9)y +d(x @ fly —d(y @ g)y
= Ny, 9)y + df (y)x — dg(y)y (3.18)
= ANy, 9)y +0—dy
= My, 9)y — dy.

Pokazali smo, da vektor ¢(x ® f)y lezi v linearni ogrinjac¢i vektorja y, kjer je
r® f projekcija ranga 1 in y vektor iz jedra preslikave f. Posledi¢no je restrikcija
preslikave ¢(z ® f) na ker f veckratnik identitete.
Trdimo, da za katerokoli projekcijo P ranga 1 obstajata kompleksna skalarja
Ap # up, da velja

&(P) = Ap(P) + up(l — P).

Vsaka projekcija P ranga 1 je oblike P = 2 ® f, zanek x € X ter f € X*. Zaradi
enakosti (3.15) in (3.18) veljata enacbi ¢(P)x = Apx ter ¢(P)y = upy za vsak
vektor y € ker f = kerP = im(I — P), kjer sta Ap, up € C skalarja. Ce je z € X
poljuben vektor, ga lahko zapisemo kot z = Pz + (I — P)z, kjer je Pz € (z),
(I—P)z € ker P. Zato velja ¢(P)z = ¢(P)Pz+¢(P)(I—P)z = Apz+up(I—P)z,
oziroma ¢(P) = ApP + pp(I — P).

Za vsak nenicelen projektor P velja, da je o(P) = {0,1}. To sledi iz izreka 2.16
in enacbe P? = P, oz. p(P) = 0, kjer je p(x) = 2? — z.

Operator ¢(P) = ApP + up(I — P) lahko zapisemo kot ¢(P) = p(x), za p(z) =
(Ap — pp)x + pp. Po izreku 2.16 sledi

o(¢(P)) = a(p(P)) = p(o(P)) = P({0,1}) = {Ap, pr}.

Torej je o(p(P)) = {\p, up}. Kerje m(¢(P)) = n(P) = {1} velja ena izmed dveh

moznosti in sicer, da je Ap = 1 in |up| < 1 ali up =1 in |Ap| < 1. Velja tudi

{~1,1} = n(I — 2P) = n(I — 2¢(P)) C o(I — 26(P)) = {1 — 2p, 1 — 2up}.

Torej je {—1,1} = {1 —2\p, 1 —2up}. Od tod sklepamo, da je A\p = 0 ali up =0
oziroma ¢(P) = P ali ¢(P) =1 — P.
Naj bosta sedaj P in Q projekciji ranga 1, za kateri velja PQ) = QP = 0. S

pomocjo enakosti (3.17) dobimo dve resitvi.
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(a) Velja ¢(P) = P, $(Q) = Q ind = 1.
(b) Velja ¢(P) =T —P, $(Q) =1 —Qind = —1.

Ce velja drugi primer, je ¢(P+Q) = 21 —(P+Q). Opazimo, da je r(¢(P+Q)) = 2

in r(P+ Q) = 1—a, kar nas je pripeljalo do protislovja. Torej drzi prva moznost.

7. Naj bo ¢ preslikava, ki zadosca pogojem izreka (3.10). Velja, da je p(A) = A za
vsak A € B(X).

Naj bo Az = x, za nek A € B(X) in nenicelen vektor 2 € X. Ce je A € C taksen
skalar, da velja [A\| > || A, potem je

1
— -1 —
(M —A)x 1
saj velja
1 1
()\I—A)()\_lsc) = A—lOJ_A)x
= )\%()\[x—Ax)
1
_ %1()\— 1
= .

Izberimo f € X*, da velja f(x) = 1. Sedaj uporabimo lemo 3.7 in opazimo, da
je A € o(A+ pu(z ® f)) natanko tedaj, ko je puf((Al — A)~'x) = 1. Trdimo, da je

A =1+ p, kar sledi iz ekvivalence

pf((A = A)'r) =1

& uf(3—7) =1
1
_ -1
& py— f(2)
1

Dokazali smo, da velja
o(A+plz® f)) S{A e CGIA[ < A} U{L + p}.

Torej, ce je |u| > ||Al|+1 potem velja 144 € T(A+u(z® f)) = 7($(A)+u(z&f)),
oziroma 14 p € o(d(A) + pu(x ® f)). Ce sedaj ponovno uporabimo lemo Lema 4,
sledi

uf (I + pl = 6(A)) ) = 1. (3.19)
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Enacbo lahko Se preuredimo

Wf((1 -+l — 6(A))2) = uf (w (1 _ M) _ )

7
Sty (- 24=1) ),

Ozna¢imo sedaj z B := %. Na operatorju (I — B)~! lahko uporabimo Neu-

mannovo vrsto in dobimo

J(I=B)"a)=f (Z ka)

=Y f(B'z)

Y (tA S o)
k=0 K

=> ' f((@(A) = I)kx).
k=0

Ta rezultat uporabimo na enakosti (3.19) in dobimo

S u((0(A4) = D)) = 1.

Oziroma

$ o) - 1) _
k=1 H
Naj bo ¢x = f((¢(A) — Ikz). Ker je |u| > [|A]| + 1 poljuben, sledi, da je

holomorfna preslikava z — >, cx2" enaka 0 na disku

zeC: |z <« )
{ 2] HAH+1}

V posebnem je ¢; = f((¢(A) —I)x) = 0. Od tod sledi, da je f(¢(A)x) =1, saj je

0= f((¢(A) = Dz) = f(6(A)x) = f(z) = f(6(A)r) — 1. (3.20)

Sedaj vzemimo tak g € X*, za katerega je g(z) = 0. Opazimo, da je (f+g)(z) =
1, saj velja

(f +9)(x) = f(x) +g(z) = 1.
Zaradi enacbe (3.20) je (f+9)(¢(A)x) = 1in g(¢p(A)z) = 0. Torej sta z in ¢(A)z
linearno odvisna in velja, da je ¢p(A)x = z, kjer je f(z) =1 in f(p(A)x) = 1.

Pokazali smo, da enakost Az = x implicira enakost ¢(A)x = x.
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Naj bosta sedaj y € X in A € B(X) poljubna. Oznac¢imo z = Ay in izberimo
tak operator F' ranga ena, za katerega je F'y = y — z. Sledi, da je ¢(F) = F.
Torej je (A+ F)y =y in (¢(A) + F)y = y, kar pomeni, da je ¢(A)y = z. Od tod
sledi, da je ¢(A) = A, kar smo zeleli dokazati.

S tem je izrek 3.10 dokazan. O]
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4 Zakljucek

V diplomski nalogi smo se seznanili z ohranjevalci spektra omejenih operatorjev na
Banachovem prostoru. Spoznali smo karakterizacijo linearnih surjektivnih preslikav, ki
ohranjajo celo mnozico spektra operatorja. Le te imajo lahko eno izmed dveh predpi-
sanih oblik, tj.

H(T) = ATA™!

ali pa
¢(T) = BT'B™,

kjer je T € B(X) poljuben in sta A : X — Y, B : X* — Y obrnljiva omejena
operatorja.

Pogledali smo si tudi posplositev tega rezultata, kjer smo se omejili na preslikave, ki
ohranja le del operatorjevega spektra, in sicer njegov spektralni radij. V tem primeru

je preslikava oblike

$(T) = cATA™!

ali
H(T) = cAT' A,

kjer je |c| =1, T € B(X) poljuben operator. Pritem je A: X — X oz. A: X* - X

omejen bijektiven operator.
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