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V zakljuénem delu so predstavljeni Bernsteinovi bazni polinomi in nekaj njihovih
kljucénih lastnosti kot so simetri¢nost, rekurzivnost, nenegativnost, unimodalnost ter
visanje stopnje ter njihovo razmerje z bazo monomov. V naslednjem poglavju pred-
stavimo Bézierove krivulje, ki jih definiramo z Bernsteinovimi baznimi polinomi ter s
pomocjo de Casteljauovega algoritma. Krivulje so zelo priljubljene v racunalniskem mo-
deliranju (CAD aplikacijah) zaradi stevilnih matemati¢nih lastnosti, ki nam omogocajo
njihovo enostavno kontrolo ter oblikovanje, ne da bi pri tem izgubili gladek videz kri-
vulje. Iz lastnosti Bernsteinovih baznih polinomov izhajajo tudi pomembne lastnosti
Bézierovih krivulj kot so psevdo-lokalna kontrola, simetrija, lastnost konveksne ovoj-
nice, preprosto racunanje odvodov in integralov ter visanje in nizanje stopnje krivulj.
Podobno lahko lastnosti prenesemo na racionalne Bézierove krivulje in ploskve. S
pomocjo Bernsteinovih baznih polinomov dokazemo tudi Weierstrassov izrek, ki pravi
da za vsako zvezno funkcijo ostaja neko zaporedje polinomov, ki konvergira k funkciji
f(z) na [a,b]. V poglavju Numeri¢na stabilnost pa s pogojenostnimi stevili pokazemo,
da je Bernsteinova baza stabilnejSa od monomske baze. Vecina vsebine je povzeta
po |[G. Farin, Curves and Surfaces for CAGD, A Practical Guide, Morgan Kaufmann
Publishers, Fifth Edition, 2002] in [ R.T.Farouki, The Bernstein polynomial basis: a
centennial retrospective, Department of Mechanical and Aerospace Engineering, Uni-

versity of California, 2012].
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(monomial) basis. Further more we use Bernstein polynomials to define Bézier curves.
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1 UVOD

Leta 1912 je matematik Sergei Natanovich Bernstein prvic¢ uporabil Bernsteinove bazne
polinome v konstruktivnem dokazu Weierstrassovega izreka v ¢asopisu Communicati-
ons of the Kharkov Mathematical Society. KasnejSe uporabe Bernsteinovih polinomov
pa so sledile sele v zgodnjih Sestdesetih letih dvajsetega stoletja, ko sta jih francoska
inzenirja avtomobilske industrije de Casteljau in Bézier uporabila kot osnovo Bézierovih
krivulj. Z njimi sta lahko oblikovala proste oblike krivulj ter jih enostavno nadzorovala
s pomocjo kontrolnih toc¢k. Krivulje so sicer dobile ime po Bézieru, ker je ideja de Ca-
steljaua ostala zgolj v internem zapisu francoskega podjetja Citroen. Bézier je ustvaril
tudi svoj CAD sistem imenovan UNISURF in tako utrl pot preostalim razvijalcem
CAD aplikacij. [7]

Po definiciji Bernstenovih baznih polinomov bomo predstavili nekaj njihovih klju¢nih
lastnosti kot so simetri¢nost, rekurzivnost, nenegativnost, unimodalnost ter pokazali,
da vsota vseh Bernsteinovih baznih polinomov stopnje n tvori particijo enote. Ogle-
njihovo razmerje z bazo monomov. Sledi poglavje o Bézierovih krivuljah, kjer bomo
Bézierove krivulje definirali z Bernsteinovimi baznimi polinomi ter s pomocjo de Caste-
ljauovega algoritma. Krivulje so postale zelo priljubljene v racunalniskem modeliranju
zaradi Stevilnih matematicnih lastnosti, ki nam omogocajo njihovo enostavno kontrolo
ter oblikovanje, ne da bi pri tem izgubili gladek videz krivulje. Iz lastnosti Bernste-
inovih baznih polinomov izhajajo tudi pomembne lastnosti Bézierovih krivulj kot so
psevdo-lokalna kontrola, simetrija, konveksna ovojnica, preprosto racunanje odvodov
in integralov ter visanje in nizanje stopnje krivulj (glej [1], [4] in [7]).

V poglavju Posplositve bomo zaradi potrebe po ve¢ fleksibilnosti za proste oblike
pri geometrijskem modeliranju uvedli racionalne Bézierove krivulje. Z njihovo pomocjo
bomo lahko prilagodili krivuljo nasim potrebam in obenem ohranili enak kontrolni po-
ligon. Vecino lastnosti Bézierovih krivulj bomo brez tezav prenesli tudi na racionalne
Bézierove krivulje, manjSe omejitve se nam bodo pojavile pri utezeh. V podpoglavju si
bomo ogledali se Bézierove ploskve kot tenzorski produkt in predstavili njihove lastno-
sti. Ker pri kompleksnejsih ploskvah izredno tezko izvedemo postavitev pravokotne
strukture, si bomo pomagali tudi s trikotnimi Bézierovimi krpami, katere bomo opisali

7 baricentriénimi koordinatami.



Koren U. Bernsteinovi polinomi in njihova uporaba.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2018 2

V nadaljevanju bomo predstavili dokaz Weierstrassovega izreka, ki trdi, da za vsako
zvezno funkcijo f obstaja neko zaporedje polinomov p,, ki konvergira k funkciji f na
[a,b],

Tim p, (z) = f(2).
Weierstrass je svoj izrek dokazal ze leta 1885, vendar ga je leta 1912 Sergei Natanovich
Bernstein poenostavil z uporabo Bernsteinovih polinomov (povzeto po [5] in [7]).

V naslednjem poglavju bomo predstavili Se eno pomembno lastnost Bernsteinove
baze, in sicer njeno numeric¢no stabilnost v povezavi z nenatancnostjo zacetnih podat-
kov ter napak zaokrozevanja, ki se pojavijo pri izrac¢unih s plavajoco vejico. S pomocjo
pogojenostnih stevil bomo preverili, kako obcutljiva je funkcija za spremembe in na-
pake pri vnosu vhodnih podatkov. Preverili bomo tudi, ali obstaja nenegativna baza
polinomov, s katerimi bi lahko Bernsteinove polinome zapisali kot nenegativno linearno
kombinacijo le-teh, in bi bili posledi¢no stabilnejsi kot Bernsteinovi polinomi (povzeto
po [7]).

Zakljucéna naloga vsebuje tudi slike, s katerimi smo prikazali Bernsteinove polinome
stopnje n = 4, primer kubicne Bézierove krivulje, primer spremembe Bézierove krivulje
pri premiku ene izmed kontrolnih tock ter spremembo racionalne Bézierove krivulje pri
razlicnih izbirah ene izmed utezi. Slike so bile oblikovane v klasicni GeoGebri, ki je

prosto dostopna na https://www.geogebra.org/download?lang=sl.
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2 ZGODOVINA
BERNSTEINOVIH POLINOMOV

Matematicne ideje, ki nastanejo iz resevanja konkretnih prakti¢nih problemov, njihov
razvoj in kon¢ni pomen je v samem zacetku tezko predvidljiv. Nekateri koncepti mate-
maticnih idej po letih zapadejo v relativno pozabo, nekateri pa zazivijo kot pomemben

gradnik uporabnih orodij, ki nam olajsajo razlicne izracune.

2.1 Sergei Natanovich Bernstein

Ruski in sovjetski matematik Sergei Natanovich Bernstein se je rodil 5. marca 1880 v
Odesi v Ukrajini. Leta 1898 se je po uspesnem zakljucku Solanja v srednji Soli preselil
v Pariz in pricel s studijem matematike v Sorbonu. V akademskem letu 1902-1903 je
delal v Gottingenu pod vodstvom Davida Hilberta. To obdobje je bilo pobuda, da je
leta 1904 v svoji doktorski disertaciji predstavil analiticno resitev elipti¢nih diferenci-
alnih enach, Hilbertejevega devetnajstega problema. Disertacija je bila z navdusenjem
sprejeta tudi pred takratnim odborom francoske matemati¢ne skupnosti pod vodstvom
predsednika Emila Picarda. Leta 1905 se je Bernstein vrnil v Rusijo in pricel s pisa-
njem nove disertacije, da bi izpolnil pogoje za zaposlitev na raziskovalnem podroc¢ju v
Rusiji, saj jim ni zadostovala njegova Sorbonska disertacija.

Leta 1912 je v kratkem zapisu v ¢asopisu Communications of the Kharkov Mathe-
matical Society predstavil konstruktivni dokaz Weierstrassovega izreka, ki temelji na
verjetnostni teoriji. V zapisu je prvi¢ uporabil Bernsteinove bazne polinome. Leto ka-
sneje je predstavil novo doktorsko diseratacijo v Harkovu, ki je temeljila na polinomski
aproksimaciji funkcij.

Kasneje se je posvetil delovanju na podrocju verjetnosti in teorije aproksimacij.
Bil je tudi direktor matematicnega instituta v Harkovu. Leta 1930 je bil odstranjen s
polozaja, dve leti pozneje pa se je preselil v Leningrad. Tam je deloval kot vodja oddelka
verjetnosti in matematicne statistike na Akademiji znanosti ZSSR ter kot predavatelj
na Univerzi v Leningradu. Med drugo svetovno vojno mu je pred obleganjem mesta
uspelo pobegniti v Kazahstan. Po vojni se ni zelel vrniti v Leningrad, ampak se je raje

preselil v Moskvo. Tam se je zaposlil na Univerzi v Moskvi ter med 1944 in 1951 urejal
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dela Pafnutija Lvovicha Chebysheva. Leta 1947 je bil odpuscen s svojega polozaja in
je nato postal vodja oddelka teorije aproksimacij v Steklovem matematicnem institutu
Ruske akademije znanosti, kjer je ostal vse do svoje upokojitve leta 1957. Sergei
Natanovich Bernstein je umrl 26. oktobra 1968 v Moskvi. [7]

2.2 Definicija Bernsteinovih polinomov

Definicija 2.1. Naj bo ¢t € [0,1]. Potem je i-ti Bernsteinov bazni polinom stopnje n
(glej Slika 1) definiran kot

bR (t) = (7)%(1 —O i=0,1,..n,
1

n!

kjer je (7) = An—i)l-

Izrek 2.2. Linearno kombinacijo Bernsteinovih baznih polinomov
By(t) =) aubf(1)
=0

imenujemo Bernsteinov polinom stopnje n, kjer so a; Bernsteinovi koeficienti.

by, (t)

0.4

0.2

Slika 1: Bernsteinovi polinomi stopnje n=4.
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2.3 Prve uporabe

Polinomi se pogosto uporabljajo v racunskih modelih znanstvenih ali inzenirskih pro-
blemov. Njihova uporaba je enostavna, saj lahko nad polinomi izvajamo rac¢unske
operacije kot so sestevanje, odstevanje, mnozenje, deljenje, potenciranje ter mnozenje
s konstanto. Lastnosti nastetih operacij med oziroma nad polinomi so enake lastno-
stim operacij, ki jih izvajamo pri racunanju s Stevili. Bernsteinovi bazni polinomi so
bili prvi¢ omenjeni leta 1912 v kratkem zapisu, kjer je Sergei Natanovich Bernstein
predstavil konstruktivni dokaz Weierstrassovega izreka.

V zgodnjih Sestdesetih letih dvajsetega stoletja sta inzenirja francoske avtomobilske
industrije Paul de Faget de Casteljau in Pierre Etienne Bézier zacela z razvojem novih
racunalniskih matematicnih orodij, ki bi oblikovalcem omogocila gradnjo in oblikovanje
kompleksnih oblik kot je npr. avtomobilska karoserija. Tezavo so jima predstavljale
predvsem proste oblike, zato sta zelela razviti nac¢in kako s spreminjanjem geometrijskih
parametrov enostavno oblikovati krivulje in tako dobiti ¢im lepse oblike. Da bi to
dosegla, morajo biti krivulje vsaj dvakrat zvezno odvedljive in nad njimi mora biti
mogoce izvajanje kontrole. Ker Bernsteinovi polinomi ustrezajo tem pogojem sta jih

de Casteljau in Bézier sprejela kot osnovo Bézierovih krivulj.

2.4 CAD - prakti¢cne aplikacije

Racunalnisko podprto nacrtovanje ali racunalnisko podprto konstruiranje (angl. Com-
puter Aided Design, CAD) je geometrijsko orodje, ki z uporabo strojne in programske
racunalniske opreme olajSa inzenirjem nacrtovanje in oblikovanje objektov. Upora-
blja se predvsem v strojnistvu, gradbenistvu, arhitekturi, elektrotehniki in lesarstvu.
Najbolj znani programski paketi za CAD so AutoCAD, Pro/ENGINEER, SolidWorks,
Unigraphics in drugi.

S CAD aplikacijami je konstruiranje veliko hitrejse in natancnejse. Zelo preprosto
je prek aplikacij popravljati objekte, saj le-te temeljijo na parametricnih operacijah,
kar pomeni, da se s spremembo enega parametra spremenijo tudi ostale mere, ki so
vezane na ta parameter. Najvecji doprinos pri uporabi CAD aplikacij sta dober nadzor
nad elementom objekta in celoto ter enostavno komuniciranje z drugimi programi;
dokumentacijo lahko prenesemo v druge programe ali vzpostavimo podatkovno bazo
za proizvodnjo - povezava med CAD in CAM (angl. Computer Aided Manufacturing,

tj. racunalnisko podprta proizvodnja).
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2.4.1 De Casteljau in Bézier

Leta 1960 je francoski inzenir Pierre Etienne Bézier, ki je delal v razvojnem oddelku
instituta Renaulta, zacel razmisljati o racunalniski reprezentaciji mehanskih delov. Nje-
valjev, ki sta definirana znotraj paralelepipeda. Afina preslikava paralelepipeda bi nam
vrnila afino preslikavo krivulje. Kasneje se je Bézier vrnil k prvotni polinomski formu-
laciji in jo razsiril Se za visje stopnje. Razvijal je tudi svoj CAD sistem UNISURF.
Zelel je ustvariti sistem, ki bi kvantitativno opisal geometrijo avtomobilske karoserije
in jo natanéno matemati¢no definiral. To bi olajsalo oblikovanje delov in orodij pri
avtomobilski industriji. Sistem je bil uveden leta 1968 in je v celoti v uporabi od leta
1975. Bézier je s svojim programom utrl pot preostalim razvijalcem CAD aplikacij.
Pred Bézierom pa je leta 1959 Bézierovo krivuljo neodvisno razvil tudi francoski
inzenir Paul de Faget de Casteljau, ki je takrat delal v konkurenc¢ni avtomobilski indu-
striji Citroen. Njegova ideja pa je takrat ostala samo v internem zapisu podjetja in so
jo objavili Sele kasneje, zato je krivulja dobila ime po Bézieru. V zgodnjih Sestdesetih
je bil razvoj digitalnih racunalnikov Se v samem zacetku in si preostali inzenirji niso
znali predstavljati, da je mogoce ustvariti program, ki bi lahko oblikoval karoserijo.

Zato je bila reakcija inzenirjev na de Casteljaujevo idejo zelo burna.

the designers were astonished and scandalized. Was it some kind of
joke? It was considered nonsense to represent a car body mathematically.

It was enough to please the eye, the word accuracy had no meaning ... [7]

V sedemdesetih letih je bilo posredovanje profesorja Wolfganga Bohma kljuc¢nega
pomena pri razpoznavnosti dela Paula de Casteljauja. De Casteljau je razvil hitrejso
in numeric¢no stabilnejSo metodo za racunanje tock na Bézierovi krivulji, ki je postala
temelj modeliranja in oblikovanja. Metodo imenujemo de Casteljauov algoritem. Pred-
stavil je novo tehniko nadzora krivulje in sicer s pomoc¢jo kontrolnega poligona. Na-
mesto neposrednega spreminjanja krivulje, jo lahko spremenimo s pomocjo spremembe

kontrolnega poligona.
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3 LASTNOSTI
BERNSTEINOVIH BAZNIH
POLINOMOYV

Navedli bomo nekaj kljuénih lastnosti Bernsteinovih polinomov, glej [1] in [4].

3.1 Simetricnost
Za Bernsteinove bazne polinome, ki so na intervalu ¢ € [0, 1], velja simetrija
by i(1—1) = b} (t)
Dokaz. Izhajamo iz osnovne definicije Bernsteinovih polinomov b7 (¢) = (7)¢'(1—t)" ",
kjer je i = 0,1, ...,n. Potem velja

n

by_i(1—1t) = ( ) (1-— t)"_i (1-(1- t))"—(n—i)

n—1

| .
n (1—t)""" = -

(n—0!'(n—(n—1))! il(n —1)!
- (?)tiu — ) = B(L).

3.2 Rekurzivnost

Bazni polinom stopnje n + 1 lahko zapiSemo v rekurzivni obliki z uporabo baznih

polinomov stopnje n kot
b (t) = O (8) + (1 — t) (1)

zai=0,1,...,n+1, kjer je b'(t) = 0 za i < 0 oziroma i > n ter b = 1.
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Dokaz. Velja

bt (t) = (nj 1)#’(1 — 1) = ((Z " 1) - (T;)) ti(1 — ¢yt
(i N 1)t"(1 — )" (7;) £ — )t
= t( . 1>ti_1<1 —)TT () (Tj) t(1 -0

= b (1) + (1 =) b(1).

[
3.3 Nenegativnost
Zai=0,1,..,nint € [0, 1] velja b?(t) > 0.
Dokaz. Ker jet € [0,1], sta t' > 0in (1 — )"~ > 0. Torej je tudi b'(t) > 0. O

3.4 Particija enote

Vsota vseh Bernsteinovih baznih polinomov stopnje n je enaka konstanti 1.
Zb" = DNt F 00 (t) ... F () =1, te0,1].

Dokaz. Pokazali bomo, da velja
Ya(t) = S,1(t)

za n > 1. Uporabimo definicijo rekurzivnosti in sicer,

Za(t) = 3 (L= 07 1) + 85 (0)

=0
n—1 n
= (1-1) (Z o) + bZ‘%t)) +t (Z () + b’:%t))
=0 i=1
n—1 n—1
=(1-1)) b +t2bff =(1-1)) b +t2b”1 t)
i=0 i=0
n—1
=D () =Eaa(t)
i=0
Posledi¢no je 3, (t) = X, _1(t) = ... = XZo(t) = 0J(0) = 1. Torej je X, (t) = 1 za Vn > 0,

kjer je t € [0, 1].
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3.5 Unimodalnost
Polinom b7'(t) ima en sam ekstrem, in sicer, kjer je t = £ za ¢ € [0, 1].

Dokaz. Pois¢imo naprej lokalne ekstreme. Odvajamo polinom b7 (t).

%b?(t) = <n) it (1= (7;) #1(—1)(n —i)(1 — t)ni-L

— (7}) (it (1= )" =t — i) (1 — )"
_ <") (1 — )" =t —d)(1 — )"

]

_ <”) (1 — )" (1 — t) — t(n — 1))

]

Izraz (7)t*(1 — ¢)"~! je enak 0, kadar je t = 0 in ¢ ¢ {0,1} ali pa t = 1 za

i ¢ {n —1,n}. Toda v tem primeru ima polinom b} (¢) vrednost 0.

Preostane se drugi del, da ga ena¢imo z 0 in sicer (i(1 —t) — t(n — 7).
i(1—t)—tn—1i) =0 i(l—t) =t(n—1i) & i—it =tn— it

) 1
Si=nt&t=—.
n

S tem smo dokazali, da je maksimum Bernsteinovih polinomov dosezen v ¢ = *.

3.6 Vrednosti v krajis¢ih

Za Bernsteinove bazne polinome velja

1 =0 0 i=0,1,.,n—1
b?(O)—{ ! ter b;‘(l)—{ TR

Dokaz. Za t = 0 preverimo dva primera in sicer:

[]

1. © = 0: Vstavimo poznane vrednosti v splosno formulo Bernsteinovih polinomov, ter

upostevamo, da je (8) =1 ter 0° = 1 ter dobimo

b = (g”) 0°(1 — 0)" 0 =1

2. 1=1,2,...,n: Vemo, da je 0 = 0 za vsak ¢ > 0. Sledi, da je

b = (") 0'(1— )" =0

]

Podobno preverimo Se za t = 1.
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3.7 Odvodi
Odvod Bernsteinovega polinoma stopnje n so Bernsteinovi polinomi stopnje n — 1. Z
odvodom izraza b} (t) = (7)¢'(1 — ¢)"~" dobimo

donin n—1 n—1
@) =n (B0 — 07 0))

kjer je b"71(t) = 0 in b271(¢) = 0.

Dokaz. Velja

%b?(t) = % <(TZ) £(1 - t)m')

mb iy nei, (mn—i)nl n—i-1
nn—1! n—i n(n -1 ; n—i—1
- (i—l)!(n—i)!t (1-19) +i!(n—i—)1)!t(1_t)
n—1). i—1 n—i n—1)I n—i—1
S e e

=n (0)5 () = b7 (1)) -

3.8 Integracija

Nedoloceni integral Bernsteinovega polinoma lahko zapisemo kot

1 n+1
/b?(t)dt T n+1 j:zi;q b?ﬂ(t) + konstanta.

Dokaz. Sledi dokaz s pomoc¢jo odvodov.

d 1 n+1 1 n+1 d
— i) | = Zpntlt
dt<n+1,z J ()) n+1 dt ®)

j=it1 g=it+l
_ ni DD (1) (B0~ B()
n+1 o
= > () - b )
J=i+1
= b(t).
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Doloceni integral na intervalu [0, 1] pa je enak

! 1
/ bl (t)dt = )
0 n+1

Dokaz. Vsi Bernsteinovi polinomi enake stopnje imajo enak integral na intervalu ¢ €
[0, 1]. To lahko vidimo, ker za vsak i € {1,2,...,n} velja

0= /01 (%b;‘“(t)) dt = (n+1) (/01 v (t)dt — /01 bg‘(t)dt) :

1 1
/b?_l(t)dtz/ br(t)dt,i € {1,2,...,n}.
0 0

Vemo, da je stevilo Bernsteinovih polinomov stopnje n enako n + 1. Ker velja

n 1 1 n 1
Z/ b?(t)dt:/ Zb;?(t)dt:/ 1dt = 1.
i=0 70 0 =0 0

Sledi,

Sledi,

3.9 Visanje stopnje

Bernsteinov polinom stopnje n—1 lahko zapiSemo kot linearno kombinacijo Bernsteino-
vih polinomov stopnje n. Torej lahko Bernsteinov polinom stopnje r (r < n) zapisemo
kot linearno kombinacijo Bernsteinovih polinomov stopnje n. Naprimer, Bernsteinov
polinom stopnje n — 3 lahko zapiSsemo kot linearno kombinacijo Bernsteinovih polino-
mov stopnje n — 2, vsakega izmed njih pa lahko zapisemo kot linearno kombinacijo
Bernsteinovih polinomov stopnje n — 1 in tako dalje. Povisanje stopnje Bernsteinovih

polinomov za r splosno zapisemo kot

i+r (n r
. (DG e
bp(t) =Y et (t), i€ {0,1,..,n}.
= )
Dokaz. Dokazali bomo, da lahko vsak Bernsteinov polinom stopnje n, zapiSemo kot
linearno kombinacijo Bernsteinovih polinomov stopnje n+ 1. Najprej b (¢) pomnozimo
s t:

10 (t) = <”) FFL(] - )i = (n) $HL(] — t)(n-i—l)—(i-i—l

1 1

— (7;) bn+1<t) _ i+1 n+1<t)’

(7111) i+1 n+1 i+1
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in nato se z (1 —¢):

oo = (7)o <,531) )

n—i+1
= ———b(0).
—
Torej Bernsteinov polinom stopnje n lahko zapisemo kot
n—i1+1
n+1

+ 1
1+ bn+1<>+

+ 1 +1 b:l+1<t)

(1) =

3.10 Relacija z bazo monomov

Mnozica Bernsteinovih baznih polinomov b (t), b} (¢), ..., b (t) tvori bazo vektorskega
prostora polinomov z realnimi koeficienti in so kvec¢jemu stopnje n. Vsako funkcijo
t' € {1,t,t%,...,t"} lahko izrazimo z linearno kombinacijo n + 1 Bernsteinovih baznih

polinomov. Med baznimi funkcijami veljajo razmerja

br(t) = i(—nj—i (Z‘) (‘Z)tﬂ in = Xn: Ei)) () zai=0,..n

Jj=t Jj=t %

Dokaz. Velja

o= (1o = (e ()
S () () )=z () ()
()0

kjer smo v drugi vrstici uporabili binomsko razgiritev (1—¢)"~*. Da dokazemo, da lahko

I
INgE

J=1

katerikoli element ¢ € {1,¢,¢%, ...,t"} zapisemo kot linearno kombinacijo Bernsteinovih

polinomov, uporabimo Se formulo za visanje stopnje ter indukcijo po n.

Zai1=0: n .
— Z %b?(t) = Zb;(t)

5=0
Za 1 =1,2,...,n, pa uporabimo indukcijo po n.
Za bazo indukcije vzamemo n = 0:

0]
Z—O
b
0

j:
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Indukcijski korak, n — 1 — n:

=t =t i ((n_ll)) by (t) = i ((n_ll))

n—1
L (t)

=> ((;-ﬁ))jzl () =2 ((;—ﬁ))%bmzz ((,;))bﬂt)
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4 BEZIEROVE KRIVULJE

Bézierove krivulje (Slika 2) so polinomske parametri¢ne krivulje, ki so priljubljene pred-
vsem zaradi njihovih Stevilnih matematicnih lastnosti, ki omogocajo njihovo enostavno
kontrolo in analizo. Kot smo ze v prejsnjih poglavjih omenili se uporabljajo predvsem
v racunalniskem modeliranju, tj. CAGD aplikacijah. So pomemben gradnik pri vek-
torski grafiki, kjer jih uporabljamo za modeliranje gladkih krivulj. Ker jih definirajo
kontrolne tocke, se Bézierove krivulje lahko spremenijo, ne da bi pri tem izgubili gla-
dek videz krivulje. Uporabljamo jih tudi pri animacijah kot je Adobe Flash, robotiki,
racunalniski pisavi (TrueType), ekonomskih aplikacijah itd. [3]

Slika 2: Primer kubi¢ne Bézierove krivulje.

4.1 Definicija

Bézierove krivulje so sestavljene iz dveh ali ve¢ tock, ki doloc¢ajo velikost in obliko
krivulje. Prva in zadnja tocka oznacujeta zacetek in konec krivulje, preostale tocke
pa dolocajo njeno ukrivljenost. Poznamo linearne, kvadratne, kubicne ter Bézierove
krivulje viSjega reda. Najpogosteje uporabljamo kvadratne in kubi¢ne krivulje. Tudi
pri zapletenejsi obliki raje uporabimo zlepke krivulj nizjih stopenj, zaradi enostav-
nejSega izracuna, lazje kontrole posameznih delov krivulje ter boljsih aproksimacijskih

lastnosti.
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Bézierove krivulje bomo definirali z Bernsteinovimi baznimi polinomi ter s pomocjo
de Casteljauovega algoritma. Najprej jih predstavimo z de Casteljauovem algoritmom,
ki velja za osnovni algoritem pri njihovi konstrukeiji. Algoritem za definiranje Bézierove
krivulje katerekoli stopnje n je linearna interpolacija med dvema krivuljama stopnje

n — 1.

Tabela 1: De Casteljauev algoritem

De Casteljauev algoritem:

Dane imamo tocke ¢, cy, ...,c, € R* in t € [0, 1].

0

1. Definiramo ¢;(t) = ¢;, kjer je i = 0,1, ..., n.

2. Ponavljamo izracun cf(t) = (1 —t)ci ' (t) + tci (), kjer je k = 1,2,...,n in

i=0,1,...,n—k

3. Tocka cfj(t) je tocka na Bézierovi krivulji b(¢) pri parametru ¢.

Obicajno vmesne tocke de Casteljauevega algoritma zapisemo v trikotno shemo, ki

jo imenujemo tudi de Casteljaueva shema,

<o
el ct)
c; ci(t)
g (t)
ch Cua(t) oo et eg(t).

Bézierovo krivuljo lahko zapisemo tudi kot posebno kombinacijo Bernsteinovih po-

linomov in kontrolnih tock.

Definicija 4.1. Naj bo podanih n + 1 kontrolnih to¢k cy,cy,...,c, € R?, potem je

Bézierova krivulja stopnje n enaka
b(t) =) cbj(t), telo,1],
=0

kjer so b'(t) Bernsteinovi bazni polinomi. Tocke c; pa imenujemo kontrolne tocke

Bézierove krivulje.

Dokaz. Pokazati moramo, da se elementi k-tega stolpca de Casteljauevega algoritma
izrazajo kot
itk itk

ch(t) = cQ()bf ,(t) =D cot)bf (1) zavsaki=0,1,...n—k
=i =i
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Dokazali bomo z indukcijo po k. Privzemimo, da je k = 0 ter ga vstavimo v de Casteljau
algoritem cf(t) = (1 —t)c ' (t) + tcf ] (t), ter upostevamo definicijo Bernsteinovih
polinomov. Iz tega sledi, da je

c) =c;=c; b(t) = Zc@ b)_i(t).
=i

Predpostavimo, da za nek k < n velja

i+k

ch(t) = cbf ;(t),i=0,1,...n—k
{=1

Vemo, da se elemente novega stolpca v de Casteljauevem algoritmu izra¢una po formuli
cf(t) =1 —t)ck®t) +tck (t), zai=0,1,..,n — k — 1. Uporabimo Se indukcijsko

(2

predpostavko ter upostevamo rekurzivnost Bernsteinovih polinomov. Sledi,

itk i+1+k
Cfﬂ(t) =(1-1) Z cebf_;(t) +1 Z cebf_; (1)
=i (=i+1
i+k
= (1= 0b(t) + Y co (1= D) + b1 (1)) + Cirrintbi(t)
t=i+1
itk i+ 14k
=51 + Y e (1) + b1 = Y e ().
t=i+1 =i

O

S povezavo kontrolnih tock lahko dolo¢imo veckotnik z zacetkom v ¢y, nato zapo-
redoma povezemo vse kontrolne tocke do tocke c,. Ta veckotnik imenujemo Bézierov
kontrolni poligon. Zacetek in konec krivulje sta tako fiksno doloc¢ena, medtem ko s
spreminjanjem polozaja preostalih kontrolnih tock spreminjamo obliko krivulje. Kot
primer izgleda zapisa Bézierove krivulje lahko napiSsemo enac¢bo kubicne Bézierove kri-
vulje kot

b(t) = cobp(t) + c1b3(t) + cobi(t) + csbi(t),

kjer so b?(t) kubi¢ni Bernsteinovi bazni polinomi in ¢; koeficienti polinomske krivulje

b(t). Zapis lahko preoblikujemo v
b(t) = co(1 —t)* + c1(1 — )%t + co(1 — )t + cst?.

Ce primerjamo de Casteljauev algoritem s prejsnjo definicijo Bézierovih krivulj,
ugotovimo da pocnemo isto stvar samo njen zapis je drugacen. De Casteljauov al-
goritem je numeri¢no stabilnejsi, vendar pocasnejsi. Katera definicija je primernejsa

oziroma uporabnejsa, pa je odvisna od naSega namena uporabe.
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4.2 Lastnosti Bézierovih krivulj

Iz lastnosti Bernsteinovih polinomov izhajajo pomembne lastnosti Bézierovih krivulj.

1]

4.2.1 Psevdo-lokalna kontrola

Psevdo lokalna kontrola ima prakticen pomen pri oblikovanju Bézierovih krivulj. Ob
spremembi katerekoli izmed kontrolnih tock ¢;, je sprememba Bézierove krivulje najvecja
v okolici tocke z vrednostjo parametra %, ceprav sprememba vpliva na celotno krivuljo
(glej Slika 3).

Dokaz. Lastnost izhaja iz unimodalnosti Bernsteinovih baznih polinomov, polinom

b7 (t) doseze maksimum na intervalu [0,1] pri t = £. O

Slika 3: Primer spremembe Bézierove krivulje pri premiku ene izmed kontrolnih tock.

4.2.2 Simetrija

Iz simetricnosti Bernsteinovih baznih polinomov velja, da sta Bézierovi krivulji glede
na zaporedji kontrolnih tock cg,cq,...,c, in c,,c,_1, ..., co enaki. Razlikujeta se samo

v smeri parametrizacije

1=0 =0
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Dokaz. Simetricnost Bézierove krivulje izhaja iz lastnosti simetri¢nosti Bernsteinovih
baznih polinomov

b (1) = by, (1 = 1).

4.2.3 Odvodi in integrali

S pomocjo odvodov (integralov) Bernsteinovih polinomov, lahko izra¢unamo odvod

(integral) Bézierove krivulje.

Trditev 4.2. Odvod Bézierove krivulje b"(t) = > """ ¢;b(t), kjer je t € [0,1], lahko

1zrazimo kot

—b” —nZAch" Y
kj67” je ACZ‘ = Cijy+1 — C;.

Dokaz. Najprej potrebujemo odvod Bernsteinovega baznega polinoma b7 (t). Upora-

bimo lastnost Bernsteinovih polinomov in sicer

donin n—1 n—1
%bz (t)=n (bi—l (t) —b; (t)) :

Odvod Bézierove krivulje b" je
n—1
—b" —nz b)) — b cl—an —an?‘l(t)c
n—1
= an?_l(t)cHl —an?_l( ”Z Cip1— C;) b (t)
i=0 =0 =0
n—1
=nY_ Achi (1)
i=0

Visje odvode Bézierove krivulje lahko zapisemo kot

dr nl =

—b"(t) = — E A"c; b (t

dtr ( ) (n _ 7“)‘ — c 7 ( )
Tu je A" prema konéna diferenca,

ATCi = AT71C7;+1 — Arilci = (T) (—1)T*jci+j.
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Trditev 4.3. Nedoloéeni integral Bézierove krivulje b(t) zapisemo kot

n+1

/ t)dt = Zc*b”“

kjer so ¢ kontrolne tocke nove Bézierove krivulje, ¢; = ¢;_;+—= . Ce privzamemo,

n+1
da je konstanta ¢ = 0, lahko enacbo preoblikujemo v

1 n+1
c = n—l—liz;ci’ zat=1,...,n,n+ 1.

Doloceni integral na intervalu [0,1] definiramo kot

1 1 n
/0 ®) n—l—liggc

Dokaz. Najprej Bézierovo krivuljo b(t) zapisemo s pomocjo Bernsteinovih polinomov.

Sledi integracija,

/m@ﬁ:/«ncM@)ﬁz/%@WHwﬂm+m+%WWﬁ

1=0
1 1 1
_ / cobl(#)dt + / b ()t + .+ / Co b () dt.
0 0 0

Vemo, da je integral Bernsteinovega polinoma b'(¢) na intervalu [0, 1] enak +1. Iz

tega sledi,

Lot et — >
C C —C, = ——— Ci.
n+1 " n+1" n+1 n+14%

O

V splognem lahko zapisemo dolocen integral Bézierove krivulje na intervalu [a, b]
kot

4.2.4 Konveksna ovojnica

Konveksna ovojnica kontrolnih tock je najmanjsa konveksna mmnozica, ki vsebuje vse

konveksne kombinacije kontrolnih tock.
Trditev 4.4. Bézierova krivulja b(t) lezi v konveksni ovojnici svojih kontrolnih tock.

Dokaz. Bernsteinovi bazni polinomi so za ¢t € [0, 1] nenegativni ter tvorijo particijo
enote. Torej je Y I, c;b?(t) konveksna kombinacija kontrolnih tock za vsak t € [0, 1].
O

Opomba 4.5. Ce t ¢ [0, 1], lastnost konveksne ovojnice ne velja.
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4.2.5 VisSanje in nizanje stopnje

Vcasih geometrija kontrolnega poligona ni dovolj fleksibilna in si zato pomagamo z
zvisanjem stopnje krivulje. Kontrolni poligon s tem konvergira k Bézierovi krivulji
in lahko tako Se natan¢neje oblikujemo krivulje (CAD). Ko govorimo o visanju sto-
pnje Bézierove krivulje, to pomeni da dodamo novo kontrolno tocko tako, da krivulja
ohrani obliko in parametrizacijo. Vecje kot je Stevilo kontrolnih tock, lazje spremi-
njamo Bézierovo krivuljo. Postopek visanja stopnje lahko ponavljamo in tako dodamo

krivulji poljubno stevilo kontrolnih tock.

Trditev 4.6. Bézierovo krivuljo lahko povecamo iz stopnje n na stopnjo n +r, za vse

r >0, pri cemer le-ta ostane nespremenjena,

n—+r

b(t) =) b ().
=0

Dokaz. Zvisanje stopnje Bernsteinovih polinomov za r smo dokazali ze v prejsnjem

poglavju. Zanima nas Se, kaj se bo dogajalo s kontrolnimi to¢kami. Veljati mora

n-+r

i cibi(t) =Y Tt (t),
1=0 =0

oziroma, ¢e Bézierovo krivuljo stopnje n zvisamo za eno stopnjo velja

n n n+1 n+1
Sa(t)ea—o =" e -a

i=0 i=0
kjer smo nove kontrolne tocke oznacili z ¢;. Levo stran nato pomnozimo z 1 in sicer z
izrazom (1 —t) +t,

n

Y e (ZL) (L=t (1 — )™ = Ti c; (n ;L 1)ﬂ'(l — )t

=0

Nato primerjamo koeficiente pri izrazu t(1 — ¢)"~ 1

C; . =c;| .| tci—1|. .
/) 7 7 —1

Izraz poenostavimo in dobimo

? {
f: ]_— Z I '_’ ':0717... 1-
C; < n+1)c +n+1C21 () n+

Torej je
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Ce zelimo znizati stopnjo krivulje n za r (n — 7, kjer je r > 1), lahko koeficiente
stopnje n — r glede na stopnjo n izrazimo kot

0,

c, = Bz —
= (")

kjer je k = 0,...,n —r. Nizanje stopnje le malokrat ohrani originalno krivuljo, saj bi le-

ta morala nastati z zviSanjem stopnje. Izraz niZanje stopnje se obicajno v ohlapnejsem

pomenu uveljavlja kot najboljso aproksimacijo polinoma stopnje n na intervalu [0, 1] s

polinomi nizjih stopenj z neko dolo¢eno mersko napako.
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5 POSPLOSITVE

V prejsnjem poglavju smo spoznali, da se lahko z vecanjem stevila kontrolnih tock bolj
priblizamo zeljeni obliki krivulje, vendar s tem spremenimo kontrolni poligon krivulje.
S pomocjo racionalnih Bézierovih krivulj pa lahko ohranimo enak kontrolni poligon in

prilagodimo krivuljo nasim potrebam.

5.1 Racionalne Bézierove krivulje

S kvadratnimi polinomskimi Bézierovimi krivuljami lahko predstavimo le parabole. Pri
geometrijskem modeliranju pa potrebujemo ve¢ vsestranskosti za proste oblike kot so
krozni loki in stozni¢ni odseki, zato uvedemo racionalne Bézierove krivulje. Le-te tudi

zagotavljajo vecji nadzor nad obliko krivulje.

Definicija 5.1. Racionalna Bézierova krivulja v R? je krivulja, ki jo dobimo s pro-

. .s . Td+1 d T T2 Td 1
jekcijo P : Rt — R (x1, 29, ..., Tgp1) —> (Lﬂil’ ey 1), prave polinomske

Bézierove krivulje v R+,

Izrek 5.2. Racionalna Bézierova krivulja stopnje n je oblike

Z?:o w; ;b7 (t)
Z?:o w; b (t) ’

kjer so b} (t) Bernsteinovi polinomi, ¢; kontrolne tocke in w; > 0 njihove skalarne utezi.

te0,1],

Dokaz. Po definiciji lahko totko na racionalni Bézierovi krivulji x(t) € R¢ gledamo
kot (x(t),1)" € R*1. To je projekeija tocke [w(t)x(t), w(t)]”, ki lezi na polinomski
Bézierovi krivulji v R™. Vrednost w(t) lahko izrazimo tudi kot w(t) = >_7" , w;b(t).
Sledi, da toc¢ko na polinomski Bézierovi krivulji stopnje n v R%*! lahko predstavimo
kot
w(®) [x(t)] _ [x(t) > wib;%(t)] |
2 im0 wibif (1)

Naj bodo p; € R%. Polinomsko Bézierovo krivuljo v R4*! lahko potem zapiSemo kot

- Pi| n/y x(t) Z?:owib?(t)
Z[ ]bi (”_[ S wibf(1). ]

i—0 Wi
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Iz tega izraza dobimo enacbo

DDt =x(t) Y wibi(t).
i=0 i=0
Torej lahko x(t) izrazimo kot

iy OO+ PUE() + poBEE) -t PR

kjer privzamemo, da so vrednosti p, = w;c;. O

Utezi w; se navadno uporabljajo kot parameteri oblikovanja krivulje . Ce pove¢amo
eno izmed utezi, krivuljo priblizamo k pripadajoci kontrolni tocki c;, glej Slika 4. Ce
so vse utezi enake, se racionalna Bézierova krivulja reducira na polinomsko Bézierovo
krivuljo v R%. Ce so vse utezi w; nenegativne, potem ima krivulja lastnost konveksne
ovojnice. Vecino lastnosti polinomskih Bézierovih krivulj brez tezav prenesemo tudi na
racionalne Bézierove krivulje, ¢eprav moramo biti pozorni, ker imamo manjse omejitve

pri utezeh.

Slika 4: Racionalne Bézierove krivulje pri razli¢nih izbirah ene izmed utezi.

Racionalno Bézierovo krivuljo lahko predstavimo tudi z uporabo de Casteljaujevega
algoritma. Ceprav je algoritem preprost in obi¢ajno ucinkovit, ta metoda ni numericno
stabilna za utezi, ki se znatno razlikujejo po velikosti. Ce so nekatere w; zelo velike,
potem nekatere vmesne tocke w;c; niso ve¢ v konveksni ovojnici prvotnega kontrolnega
poligona in tako izgubimo natancnost. Racionalno Bézierovo krivuljo lahko torej s
pomocjo de Casteljaujevega algoritma definiramo kot

wn—l ,wﬂ—ll
c'(t) = (1 —t)——c 4ttt
% w? 7 wln +1>
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kjer je wi(t) = (1 — t)w! '(t) + tw!'5 (). Eksplicitna oblika enatbe za vmesne tocke

c?(t) je podana kot
> im0 WitjCirb] (1)
2 =0 Wi; 07 (1)

Ce upostevamo, da imamo samo pozitivne utezi potem vemo, da so vse tocke v konve-

cl(t) =

7

ksni ovojnici, kar nam zagotavlja numeri¢no stabilnost.

5.2 Bézierove ploskve kot tenzorski produkt

Osrednji pojem pri definiciji Bézierovih ploskev s pomoc¢jo Bernsteinovih polinomov
je tenzorski produkt. Spomnimo se, da je tenzorski produkt dveh mmozic {a,b,c} in

{d, e, f} mnozZica vseh parov elementov

{{a,d},{a, e}, {a, f},{b,d}, {0, e}, {b, f},{c, d}, {c, e}, {c, [}}.

Idejo lahko uporabimo pri definiranju Bézierove ploskve kot tenzorski produkt dveh

krivulj.
Definicija 5.3. Bézierovo ploskev stopnje (m,n) definiramo kot tenzorski produkt
S(’LL, U) = Z Z Ci,jb;’l(u)b?(v)v (u7 U) S [07 1] X [07 1] )
i=0 j=0

kjer so c¢;; kontrolne tocke Bézierove ploskve, bj"(u) in b} (v) pa Bernsteinovi bazni

polinomi.

Mrezo, ki jo gradijo kontrolne tocke, imenujemo kontrolna mreZa ali Bézierova
mreza.
Lastnosti Bézierovih ploskev

Bézierove ploskve imajo veliko lastnosti, ki so analogne Bézierovim krivuljam.

Particija enote Vsota vseh produktov Bernsteinovih polinomov » 7\, > 7% b (u)b7 (v)

je enaka konstanti 1.

Dokaz.
> ' Oy ()b (v) =Y b (u) Zb?(v) = 0 u) 1= b)) =1
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Konveksna ovojnica Bézierova ploskev S(u,v) = 37" 7" ¢ ;b (w)b} (v) lezi v

konveksni ovojnici svojih kontrolnih tock c; ;.

Dokaz. Dokazati moramo, da so bj"(u)b7(v) = 0 in ) b (u)b?(v) = 1. Slednjo lastnost
smo dokazali pri prejsnji tocki. Pri dokazu b]"(u)b7(v) > 0 pa uporabimo lastnost
nenegativnosti Bernsteinovih baznih polinomov. Vemo, da so b;*(u) > 0 in b} (v) > 0.

Vemo, da je produkt dveh nenegativnih polinomov lahko le nenegativen. O

Visanje stopnje Predpostavimo, da zelimo Bézierovo ploskev stopnje (m,n) spre-

meniti v ploskev stopnje (m + 1,n). To pomeni, da is¢emo kontrolne tocke cg,lj’o) kot

n m+41

S( Z (Z C(Ol bm-l—l ) bn( )
7=0 =0

Izraz v oklepaju predstavlja n + 1 primerov viSanja stopnje Bézierove krivulje. Po-

magamo si z enacbo, ki smo jo uporabili za izracun novih kontrolnih tock pri visanju

stopnje krivulje - ¢,

Cz(ljo) (1-#) i’j—l-mLHCi_l,j, zZa 220,1,,m+1 in ij,l,...,.n.

Stopnjo Bézierove ploskve zvisamo v smeri spremenljivke u z obravnavanjem vsakega
stolpca kontrolne mreze kot Bézierove krivulje in visanjem stopnje le-te. Podobno velja
za viSanje v smeri spremenljivke v. Visanje v eno ali drugo smer izvajamo postopoma,
lahko najprej v smeri » in nato v smeri v ali obratno. Novo kontrolno mrezo lahko iz

stare mreze dobimo v enem koraku z odsekoma bilinearno interpolacijo,

L o J

L [ i 1_ i ] Ci-1,5-1 Ci—1,5 n+1

7] m+1 m+1 ’
Cij—1 cij | [1— 7

n+1

Odvodi Pri odvajanju Bézierovih ploskev bomo uporabili parcialne odvode na u in

v. Parcialni odvod na w zapisemo kot

d ~d (<~ m n
@S(u,v) = ; Tu (; ci ;b; (U)> b} (v).

Ker je izraz v oklepaju odvisen samo od u, lahko uporabimo enac¢bo za odvod Bézierove

krivulje, %b”(t} =n 3 Ak (1) Sledi,

3
3
L

d M — n
@S(u v)=m A b w)b] (v).

Il
=)

§=0 i
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Oznaka A'Cc;; = ¢;11; — ¢;; pomeni, da imamo diferenco v smeri spremenljivke u.

Podobno lahko zapisemo tudi parcialni odvod Bézierove ploskve na v,

n—1 m
d m n—
%S(u,v) = nZZAO’lcmbi (u)b} Y(v),
j=0 i=0
kjer sedaj velja A%!c;; = c¢; 41 — ¢;;. Problem odvajanja Bézierove ploskve smo

prevedli na ve¢ podproblemov odvajanja Bézierovih krivulj. Za izracun parcialnega
odvoda na u vzamemo vse stolpce kontrolne mreze ter izracunamo njihove odvode
pri parametru u. Izracunane vrednosti interpretiramo kot koeficiente druge Bézierove

krivulje stopnje n in nato izra¢cunamo njeno vrednost pri parametru v.

5.3 Trikotne Bézierove krpe

Po letu 1959, ko je de Casteljau samostojno razvil Bézierovo krivuljo, je idejo razsiril Se
na ploskve. Ugotovil je, da imajo Bernsteinovi polinomi simetri¢no formulacijo ter da
jih najlazje opiSe z baricentri¢nimi koordinatami. Ta koncept je posplosil na ploskve
in tako so nastale prve trikotne Bézierove krpe. Glavna prednost Bernstein-Bézierovih
krp je, da so zelo enostavne za geometrijsko razumevanje matematicnih konceptov.
Vemo, da je njegova ideja takrat ostala samo v internem zapisu podjetja Citroen in so

jo objavili Sele kasneje, zato so dobile ime po Bézieru. [2]

Definicija 5.4. Bernsteinov bazni polinom stopnje n dveh spremenljivk je definiran

kot

bi (u) = b(l,]yk)(u) = Z']‘k'u vjwk7 |1’| =1 +j + k =n,

kjer je u = (u,v,w) ter u + v + w = 1 so baricentri¢ne koordinate.
Polinom b} := 0, e je katerikoli indeks ¢, j ali k& enak 0.

Izrek 5.5. Bernsteinovi polinomi zadoscajo enacbi

1 0 0
b (w) =u- b}, (w) +v- b}, (u) +w- b’;__elg(u), ee=10|.ea=[1],e5=10

0 0 1
Dokaz. Izracunajmo enega od ¢lenov,

— 1) .
U - bﬂ:el (u) = —(n ) wvIwk,
e (1 — )5k
Vsi ¢leni so enakih stopenj v u, v in w, torej je dovolj, da vidimo da je
(n—1)! (n—1)! (n—1)! n!

(i — DGk (G — DK ik — 1) gk
Pomnozimo enacho z i - j - k ter upostevamo, da je vsota i, j in k enaka n. Izrek je s

tem dokazan. O
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Definicija 5.6. Trikotno Bézierovo krpo stopnje n definiramo z baricentri¢nimi koor-
dinatami kot
Sw)= ) edf(w), i=(i,j.k)
i+j+k=n

kjer so c; kontrolne tocke.

Trikotne Bézierove krpe imajo podobne lastnosti kot tenzorske Bézierove ploskve.
Lahko jih predstavimo z modificiranim de Casteljauovem algoritmom, lezijo v konveksni
ovojnici svojih kontrolnih tock, njihove robne krivulje so Bézierove krivulje dolocene
z robnimi kontrolnimi tockami, lahko jim zvisamo stopnjo, da dobimo fleksibilnejse
ploskve, izracunamo odvod in druge lastnosti. [6]

Mnoge ploskve lahko oblikujemo s pomocjo pravokotnih krp, vendar te zahtevajo
podatke za pravokotno geometrijo in podobnost parametrizacije nasprotne robne kri-
vulje. To lahko dosezemo le pri nekaterih ploskvah, kot je na primer pokrov prtljaznika
avtomobila, ne pa na primer pri notranjih ploscah karoserij. Pri kompleksnejsih plo-
skvah postavitev pravokotne strukture zahteva precej casa in truda, zato je primernejsa
uporaba trikotnih Bézierovih krp. Razlog je preprost, saj lahko vsako ploskev prekri-
jemo s trikotnimi krpami. Obstajajo tudi sistemi, ki zahtevajo uporabo le pravokotnih
krp. V takem primeru, ko ploskev zahteva trikotno krpo, degeneriramo pravokotno

krpo, da izgleda kot trikotna krpa.
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6 WEIERSTRASSOV IZREK

Naj bo C([a,b]) mnozica zveznih funkcij f : [a,b] — R, ki seveda vsebuje vse po-
linomske funkcije. Te imajo obliko p(z) = ¢y + a1z + ... + ¢, 2", kjer so vrednosti
¢; € R. Neformalno Weierstrassov izrek trdi, da za vsako zvezno funkcijo obstaja neko
zaporedje polinomov, ki konvergira k funkciji f(z) na [a, b],

lim p,(z) = f(z).

n—o0

Teoreticno moramo izbrati samo dovolj veliko stopnjo n, da se dovolj priblizamo Zeljeni
funkciji. V praksi je to stopnjo tezko doseci, saj bi morali izbrati velikost v tiso¢ih ali
celo milijonih. To je eden izmed najpomembnejsih rezultatov v analizi, da se lahko
vsaki zvezni funkciji poljubno priblizamo s polinomsko funkcijo. [5]

Weierstrass je dokazal svoj izrek leta 1885. Leta 1912 je Sergei Natanovich Bernstein

moc¢no poenostavil njegov dokaz z uporabo Bernsteinovih polinomov.

Izrek 6.1. Naj bo f zvezna realna funkcija na intervalu [a,b] in e > 0,. Potem obstaja

polinom p, za katerega velja
|f(x) = p(a)] <,

za vse x € [a,b].

Dokaz. Ker linearna bijekcija [a,b] — [0, 1], z — =2, ohranja stopnjo polinoma, se
lahko omejimo na interval [0, 1].

Za vsako funkcijo f € C([0,1]) definiramo Bernsteinov polinom p,, kot

wie) =31 (1) o).

Koeficient pred polinomom b} (z) je vrednost funkcije f v tocki £, kjer ima polinom
b (z) ravno svoj maksimum. Pokazali bomo, da velja p, — f , ko gre n — oo. Tako
bomo dokazali, da se lahko poljubni zvezni funkciji f poljubno dobro priblizamo z
Bernsteinovimi polinomi glede na neskon¢no normo.

Funkcijo f lahko zapisemo upostevajoc¢ lastnost particije enote Bernsteinovih baznih

polinomov kot
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Torej je

o -0 =3 (10 - (1) ) s

k=0
S trikotnisko neenakostjo lahko nadalje zapisemo

)~ £ < 11 - £ () 0.

Predpostavimo, da imamo podan € > 0. Naj bo funkcija f zvezna na intervalu [0, 1],
torej obstaja ¢ za vsak t,x € [0,1], ¢e je |t — x| < § sledi, da je | f(t) — f(x)] < €/2. V

trikotniski neenakosti bo tocka x samo pri nekaterih indeksih k znotraj d-okolice tocke

%, zato bomo nastavili mnozici

k
Ky ={ke{0,1,...,n}: |z — ﬁ| < 0},

k
Ky={ke{0,1,...,n}: |l ——=| >0} ={0,1,...,n} \ K.
n
Ce upostevamo, da so vsi b(2) nenegativni, velja
S 17 - £ (2 ) ) < § 3 o) < § Yot = 5
ke Ky ke Ky k=0

Za vsoto znotraj K ne vemo, ali je vrednost |f(z) — f (£) | majhna, vemo pa, da je
omejena. Namre¢, ker je f zvezna funkcija na kompaktnem obmocju, obstaja konstanta
M, tako da je |f| < M na intervalu [0, 1], torej je

1) -7 (%) 1<20

n

Ce je k € K, potem je |naz — k| > né oziroma (nx — k)2 > (nd)?. Sledi

> If(x) - ( >]b” <2M ) bp(x) ( 57 Z(nx—k:)QbZ(x)

ke Ko keKso keKo

oM .

< CHE Z(”x — k)b (x)

k=0

2M &

= — Z(nsz — 2nxk + k*)b}(x)
(nd)* 1=
2M

= o) [n°z* = 2na(nz) + nz(na — z + 1))
2]\/[

Pri poenostavljanju izraza smo upostevali naslednje enakosti

Zbﬁ(m) =1, Z kby(x) =nx  ter Z kb (x) = nz(nr — z + 1).
k=0 k=0 k=0
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Da velja prva enakost, smo to dokazali zZe v poglavju Lastnosti Bernsteinovih baznih
polinomov. Vemo, da Bernsteinovi bazni polinomi stopnje n tvorijo particijo enote.

Sledi dokaz druge enakosti, in sicer:

2": kby(x) = z”: k(Z) b (1 —2)"F = i”(: : 1) 21 — )"k

k=0 k=0 k=1
— (n-1\ ; o [n—1\ |, .
=n ( ‘ )OUHI(I _ x)(n—l)—] — nxz ( . )x](l _ x)(n—l)—J
=0 N J =0 \ 7
n—1
:anby Yz) =nx-1=nz,
§=0

ter tretje enakosti:

é Rh) = 38 (Z) A1) =3k (Z - ka“ -

k=0 k=0
_ - n—1\ ;4 n—k
—ank(k_l) (1—2)
k=1
n—1 n—
— 1 . 7 1 n—1—
nx ;( +1) ( . ):c (1—2x)
n—1 n 1 n—1 1
_ - i1 n—1—1 - i1 n—1—1
na:;( . )a:( x) +nx;z< . >x( )

n—2
-2
=nx +n(n — 1)z (n i )xk(l — )"k
k=0

= nx +n(n — 1)a? = nx + n’2* — na?

=nz(nx —x+1).
Vemo, da je z(1 — ) < 1/4 na [0, 1], torej smo pokazali, da velja
k M
(B ) < 2=
S 17— 1 (£) it < o

keKo

Zadnji izraz bo manjsi od 5, dokler bo vrednost n vecja ali enaka a%. Ce zdruzimo

skupaj vsote nad K; in Ks, smo za vse z € [0, 1] dokazali,
M
n> o= @) - fu)l <e
Weierstrassov izrek je s tem dokazan. O

Opomba: Bernsteinovi polinomi res konvergirajo proti zvezni funkciji glede na ne-
skon¢no normo, a konvergenca je pocasna. V praksi je potrebno iskati druge resitve z

aproksimacijo zveznih funkcij s polinomi glede na neskon¢no normo.
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7 NUMERICNA STABILNOST

Ze v sestdesetih in sedemdesetih letih so bile Bézierove krivulje in ploskve pogosto upo-
rabljene v rac¢unalnisko podprtem geometrijskem oblikovanju zaradi svojih elegantnih
geometrijskih lastnosti, enostavnega konstruiranja in manipulacije preko kontrolnih
tock ter enostavnih rekurzivnih algoritmov, ki so na voljo za njihovo obdelavo. Sele ka-
sneje pa je prisla do izraza Se ena pomembna lastnost Bernsteinove baze in sicer njena
numericna stabilnost v povezavi z nenatancnostjo zacetnih podatkov oziroma napak
zaokrozevanja, ki se pojavijo med izracuni s plavajoco vejico. Za razliko od vecine
drugih znanstvenih ali inzenirskih izracunov geometrijskih modelov so CAD sistemi v
vecini izhodisce za nadaljnje aplikacije. Te pa potrebujejo natancénost in doslednost
geometrijske predstavitve. [7]

V podpoglavju bomo pokazali, da je Bernsteinova baza ena izmed optimalno sta-
bilnejsih baz v smislu, da ne obstaja nobena druga nenegativna baza, ki daje manjsa
pogojenostna Stevila. Na podroc¢ju numeriéne analize nam pogojenostno Stevilo pove,
kako obcutljiva je funkcija za spremembe in napake pri vnosu vhodnih podatkov in

posledi¢no, koliko napak dobimo za to v izhodni vrednosti funkcije.

7.1 Pogojenostna Stevila

Vsaka mnozica n + 1 linearno neodvisnih polinomov ¢q, ¢1, ..., ¢, stopnje < n tvori

bazo polinomov stopnje n. Polinom p stopnje n lahko enoli¢no izrazimo kot

n

p(t) = Z ckPr(t),
k=0
kjer so cq, ¢1, ..., ¢, ustrezno izbrani koeficienti. Pri izbiri baze za numericne izracune je
obcutljivost polinoma p(t) pri spremembah njegovih koeficientov bistvenega pomena.
Numeri¢na nestabilnost lahko izhaja iz zacetne merilne napake ali zaokrozitvene na-
pake. Predpostavimo, da ima vsak koeficient ¢; neko naklju¢no motnjo dci. Iz tega

sledi, da je polinom p z napako enak p + dp. Velikost dp(t) je odvisna od
(a) vrednosti neodvisne spremenljivke ¢,

(b) statisticne porazdelitve motenj dco, ..., d¢y,
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(c) ter izbrane baze ¢y(t), ..., P (1).

Osredoto¢imo se na vpliv (¢). Predpostavimo, da spremenljivka ¢ lezi na intervalu
[0,1] ter, da imajo motnje dcy, ..., ¢, enakomerno porazdelitev s fiksno maksimalno

relativno vrednostjo €, tako da velja
—e < Ocg/cp < e

za vsak k = 0,1,...,n. Potem ima vrednost p(t) = Y, _, cx¢x(t) perturbacijo

n

p(t) +0p(t) = cxdi(t) + Y derdil(t),
k=0

k=0

kjer je motnja dp(t) znotraj intervala
= [Sexdi(t)] < Op(t) <+ [6ckdn(t)].
k=0 k=0

Ce bazo {¢o(t),...,¢n(t)} oznacimo s ® ter upostevamo —e < dcp/cp < +e€ lahko

zapisemo

6p(t)] < Calp(t))e, Kierje  Cal(p(t)) =) [exu(t)].

Cs(p(t)) je pogojenostno stevilo za vsako vrednost polinoma p(t) za katerikoli ¢ v od-
visnosti od relativnih motenj njegovih koeficientov v bazi ® = {¢¢(t), ..., ¢, (t)}. Vemo,
da je Cy(p(t)) odvisna od izbire baze za p(t). Baza polinomov ® = {¢y(t), ..., dn(t)} je

nenegativna na intervalu t € [a, b|, ¢e vsi njeni ¢leni izpolnjujejo pogoj
orp(t) >0 zavsak t€la,b,k=0,..n.
Bernsteinova baza ima to lastnost, kadar je [a,b] = [0, 1].

Izrek 7.1. Naj bosta W = {¢)o(t), ..., 0 (1)} in ® = {@o(t), ..., pn(t)} nenegativni bazi
polinomov stopnje n ter t € [0,1]. Predpostavimo, da lahko polinome baze V izrazimo

z menegativno kombinacijo polinomov baze @, in sicer kot
Y;(t) = ZMjk¢k(t), j=0,1,...,n,
k=0

kjer je My, > 0 za 0 < j,k < n. Potem pogojenostna stevila za katerokoli vrednost
polinoma p(t) stopnje n v katerikoli tocki t € [a,b] v teh bazah izpolnjujejo

Ca(p(t)) < Cu(p(t)).
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Dokaz. V danih nenegativnih bazah lahko polinom p(t) izrazimo kot

Z aﬂ/}j Z Ck¢k

Iz enacbe v izreku, ¢;(t) = > _o Mj,¢i(t), sledi da so tudi koeficienti baz medsebo]

povezani,
n
C = E aijk, kzO,l,...,n
J=0

Ker sta bazi nenegativni na t € [a, b], lahko pogojenostna Stevila za vrednost polinoma

p(t) v teh bazah zapisemo kot

= Jerlén(t) in Culp Z|ay|¢a
k=0

Ce ¢, = > 27— @jMjy uporabimo v Cg(p(t)) in upostevamo trikotnisko neenakost

n n
Dok <DLl
k=0 k=0

dobimo

Co(p

3 oAt <z(zm Jk|> onlt)

Kjer je M;, > 0 za vse j, k in lahko upostevamo, da velja |a; M| = |a;|M;x. Preure-

dimo enacbo na desni strani in dobimo,

) < Z |a,] Z ko) =Y las|;(t) = Cu(p(t)).

7=0

[]

Pomemben primer izreka je, ko za ® vzamemo Bernsteinovo bazo na [0, 1] ter za W

monomsko bazo {1,¢,...,t"}.

Posledica 7.2. Pogojenostni stevili Cg(p(t)) in Crn(p(t)) za vrednost polinoma p(t)
v Bernsteinovem ter monomskem zapisu, p(t) = > p_ocxbi(t) in p(t) = Y p_, axt”,
zado$cata pogoju

Cp(p(t) < Cu(p(t))
za vsak polinom p(t) in t € [0, 1].
Dokaz. Bernsteinova in monomska baza sta nenegativni na intervalu [0, 1] ter iz raz-

merja med njima (glej poglavje Lastnosti Bernsteinovih baznih polinomov) vemo, da

lahko katerikoli element monomske baze zapisemo kot linearno kombinacijo Bernstei-

. j
novih baznih polinomov z nenegativnimi koeficienti kot ' = » 7, ((n)) b3 (t). Torej so

izpolnjeni pogoji izreka 7.1. [
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Opomba: Obratno lahko tudi katerikoli element Bernsteinove baze izrazimo z line-
arno kombinacijo polinomov monomske baze kot b7 (t) = > ", (=1)’"" (?) (Y)#, vendar
ta vsebuje tudi negativne koeficiente.

Bernsteinova baza je stabilnejsa od monomske baze pri vrednotenju polinomov na
t € [0,1], katerih koeficenti so elementi naklju¢ne perturbacije enotne relativne ma-
gnitude. Pri primerjavi Bernsteinovih in monomskih polinomov na [0, 1] smo lahko
prepricani, da je za vsak polinom obmocje perturbacije pri prvem vedno ozji kot pri

slednjem.

7.2 Optimalna stabilnost

Priizreku 7.1 imamo podani nenegativni bazi polinomov stopnje n, ¥ = {tg(t), ..., ¥, (t) }
in ® ={¢o(t),..., on(t)}, na nekem dolocenem intervalu in prva je nenegativna kombi-
nacija druge,

v' = Mo7,

za neko matriko M, katere elementi ustrezajo pogoju M, > 0za 0 < j, k < n. Iz
prejsnjega podpoglavja vemo, da je Bernsteinova baza polinomov stabilnejsa od mo-
nomske baze. Zanima nas, ¢e obstaja nenegativna baza polinomov, s katerimi bi lahko
Bernsteinove polinome zapisali kot nenegativno linearno kombinacijo le-teh ter bi po-
sledi¢no bili stabilnejsi kot Bernsteinovi polinomi. Na to vprasanje sta nam odgovorila
R. T. Farouki in V. T. Rajan v Algorithms for polynomials in Bernstein form, 1988,
in sicer, da je Bernsteinova baza optimalno stabilna.

Naj bo P,, mnozica vseh nenegativnih baz polinomov stopnje n na intervalu [0, 1].
Transformacije U7 = M®T med bazami polinomov stopnje n s pomoé¢jo elementov
nenegativne matrike M vzpostavljajo delno urejenost mnozice P,. Natancneje, ko
U, d € P, in velja VT = M®T za neko nenegativno matriko M, lahko pisemo ® < 0.
Ker je produkt dveh nenegativnih matrik nenegativen, potem velja relacija tranzitivno-
stivV 2din ® 20 = V¥ 3 0. Ker ocitno velja tudi refleksivnost in antisimetri¢nost,
je mnozica P, delno urejena s to relacijo. Nenegativna baza ® je najmanjsi element

mnozice P, ¢e ne obstaja baza ¥ € P,, da velja ¥ = .

Izrek 7.3. Poljubni nenegativni bazi ®, ¥ € P, ustrezata
O3V = Calp(t)) < Culp(t))
za vsak polinom p(t) in vsako vrednost t na intervalu [0, 1].

Izrek 7.4. Bernsteinova baza je najmangsi element mnozice P, in najmanjsi element,

katerega bazne funkcije nimajo nicel na (0,1).
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Dokaz. Dokazimo zgolj idejo dokaza. Pomagamo z izrekom iz clanka On the Optimal
Stability of the Bernstein Basis, njegov dokaz najdemo v [8]:
“Predpostavimo, da sta U = {Wo, ¥y, ..., ¥, }in ¥ = {¥,, ¥y, .., U, } bazi v P, ter

velja

S

@D (0) =
J
W(1) =

20)=0, zai=0,1,....j—1inj=12 .n,
0,

=N

j zai=0,1,....n—7—1in53=0,1,....n — 1.

Oznacimo bazo Bernsteinovih polinomov z B. Ce ® € P, izpolnjuje pogoja ® < ¥
in ® < U, potem velja ® ~ B. ”

Predpostavimo, da je ® € P, taksna baza, da velja ® =3 B. Ker lahko pokazemo,
da Bernsteinova baza izpolnjuje zgornja pogoja na ¥ in U, velja ® < B =< U in
d =B 0. Iz izreka potem sledi ® ~ B. Torej ne obstaja baza ® v P, za katero bi
veljalo & < B. ]

Konstruiramo lahko tudi druge najmanjse baze P,, ampak ne bodo nujno tako
uporabne v aplikacijah. Uporabna baza mora omogociti uc¢inkovite algoritme za inter-
polacijo, aproksimacijo, iskanje nic¢el, manipolacijo oblike ter druge zahteve. Zaenkrat
je Bernsteinova baza edina znana baza, ki zdruzuje optimalno stabilnost z njenimi

vsestranskimi algoritmi.
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8 ZAKLJUCEK

V zakljuéni nalogi smo definirali Bernsteinove bazne polinome in spoznali njihove la-
stnosti. Linearno kombinacijo Bernsteinovih baznih polinomov smo poimenovali Bern-
steinov polinom. Vsi polinomi so neskon¢no-krat zvezno odvedljivi, nad Bernsteino-
vimi pa tudi zlahka izvajamo kontrolo. Zaradi teh lastnosti sta de Casteljau in Bézier
Bernsteinove polinome sprejela kot osnovo Bézierovih krivulj, ki so postale pomemben
gradnik pri vektorski grafiki in racunalniskem modeliranju. Ogledali smo si, da jih
lahko spreminjamo neposredno s pomocjo spremembe Bézierovega kontrolnega poli-
gona, tj. spremenimo polozaj ene ali ve¢ kontrolnih tock. Iz lastnosti Bernsteinovih
polinomov izhajajo pomembne lastnosti Bézierovih krivulj. Krivuljam lahko zvisamo
stopnjo s povecanjem Stevila kontrolnih tock in s tem ohranimo njeno obliko in para-
metrizacijo, vendar spremenimo njen kontrolni poligon. Sicer pri zapletenejsih oblikah
raje uporabimo zlepke krivulj nizjih stopenj, zaradi enostavnejSega izracuna in lazje
kontrole posameznih delov krivulje. Z uvedbo racionalnih Bézierovih krivulj smo lahko
prilagodili krivuljo nasim Zeljam in ohranili enak kontrolni poligon. 7 njimi lahko
oblikujemo proste oblike kot so krozni loki in drugi odseki stoznic. Vecino lastnosti
polinomskih Bézierovih krivulj brez tezav prenesemo tudi na racionalne Bézierove kri-
vulje ter tenzorske Bézierove ploskve. V poglavju Numeri¢na stabilnost smo s pomocjo
pogojenostnih stevil pokazali, da je Bernsteinova baza stabilnejsa od monomske baze.
Pri primerjavi Bernsteinovih in monomskih polinomov na [0, 1] smo lahko prepricani,
da je za vsak polinom obmocje perturbacije pri prvem vedno ozje kot pri slednjem.
Vec informacij o Bernsteinovih polinomih in njihovi uporabi najdemo v knjigi G.
Farina, Curves and Surfaces for CAGD, ter v clanku The Bernstein polynomial basis:

a centennial retrospecitve, katerega avtor je R.T. Farouki.
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