UNIVERZA NA PRIMORSKEM
FAKULTETA ZA MATEMATIKO, NARAVOSLOVJE

IN INFORMACIJSKE TEHNOLOGIJE

MAGISTRSKO DELO

SASA JACQALINE BENEDIK



UNIVERZA NA PRIMORSKEM
FAKULTETA ZA MATEMATIKO, NARAVOSLOVJE IN INFORMACIJSKE
TEHNOLOGIJE

Matemati¢ne znanosti, 2. stopnja

Sasa Jacqaline Benedik

Kanonicne forme kompleksnih matrik

Magistrsko delo

Mentor: dr. Bojan Kuzma

Koper, 2012



Benedik S. J. Kanoni¢ne forme kompleksnih matrik
Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije Koper, 2012 |

Kljuéna dokumentacijska informacija
Ime in priimek: Sasa Jacqaline Benedik

Naslov magistrskega dela: Kanoni¢ne forme kompleksnih matrik

Kraj: Koper

Leto: 2012

Stevilo listov: 78  Stevilo slik: 0 Stevilo tabel: 0
Stevilo prilog: 0  St. strani prilog: 0

Stevilo referenc: 10

Mentor: dr. Bojan Kuzma
UDK: 512.64(043.2)
Kljucne besede: simetricne matrike, antisimetri¢ne matrike, ortogonalne matrike,

polarna razclenitev matrik, kanoni¢na forma kompleksnih matrik.

Math. Subj. Class. (2000): 15A18, 15A21, 15A23, 15A57.

Izvlecek:

V uvodnem poglavju ponovimo osnovne pojme iz linearne algebre, definiramo matriko ter
opiSemo algebrai¢ne operacije na matrikah ter definiramo determinanto in rang matrike.

V drugem poglavju se posvetimo kompleksnim matrikam. Najprej definiramo posebne vr-
ste kvadratnih kompleksnih matrik, ter spoznamo Jordanovo kanoni¢no formo, polinom v
matrikah in eksponentno funkcijo matrike. Poglavje nadaljujemo s faktorizacijo komple-
ksnih matrik. V zadnjem delu drugega poglavja si ogledamo polarno razclenitev obrnljive
kompleksne matrike in pokazemo, da sta si dve podobni (simetri¢ni, ali antisimetri¢ni, ali
ortogonalni) matriki ortogonalno podobni.

Zadnje poglavje je namenjeno kanoni¢nim formam kompleksnih simetri¢nih, antisimetri¢nih

in ortogonalnih matrik.



Benedik S. J. Kanoni¢ne forme kompleksnih matrik
Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije Koper, 2012 I

Key words documentation

Author: Sasa Jacqaline Benedik

English title: Canonical forms of complex matrices

Place of publication: Koper

Year: 2012

Number of pages: 78 Number of images : 0 Number of tables: 0
Number of attachments: 0 Number of pages of attachments: 0

Number of references: 10

Mentor: dr. Bojan Kuzma
UDK: 512.64(043.2)
Keywords: symmetric matrices, antisymmetric matrices, orthogonal ma-

trices, polar decomposition of matrix, canonical forms for complex matrices.

Math. Subj. Class. (2000): 15A18, 15A21, 15A23, 15A57.

Abstract:

In first chapter we review some basic linear algebra concepts. Then we define matrix and
operations between them. Finally determinant and rank of matrix are presented.

Next chapter deals with complex matrix. We define special types of complex matrices, Jor-
dan canonical form, matrix polynomial and matrix exponential. Then we continue with
factorization of complex orthogonal and complex unitary matrices. The end of second chap-
ter is meant for polar decomposition of complex nonsingular matrix. We also show that
two similar complex symmetric, or antisymmetric, or orthogonal matrices are orthogonally
similar.

In last chapter we find canonical forms for complex symmetric, antisymmetric and orthogonal
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1 UVOD

Nas glavni cilj je poiskati kanoni¢ne forme kompleksnih matrik. Toda preden to storimo,
v prvem poglavju ponovimo nekaj osnovnih pojmov linearne algebre. Tako najprej defini-
ramo realna in kompleksna Stevila, vektorski prostor, bazo vektorskega prostora in linearno
preslikavo. Nato pa matriko in algebrai¢ne operacije na njih, ki jih povzamemo po [7]. V
prvem poglavju definiramo tudi determinanto in rang matrike ter transponirano in konjugi-
rano transponirano matriko.

Drugo poglavje posvetimo kompleksnim matrikam. Najprej definiramo posebne vrste kva-
dratnih kompleksnih matrik (simetri¢no, antisimetri¢no, hermitsko, posevno hermitsko, nor-
malno, ortogonalno in unitarno). Nato navedemo nekaj zgledov posebnih vrst matrik ter
nekaj trditev, v katerih dokazemo doloc¢ene povezave med njimi.

V drugem delu drugega poglavja se posvetimo diagonalizaciji matrik. Definiramo spekter
matrike, lastno vrednost in lastni vektor, karakteristi¢ni in minimalni polinom in pokazemo
dolocene lastnosti spektrov posameznih matrik. Nato definiramo podobne matrike in po-
kazemo, da je vsaka matrika podobna zgornje trikotni matriki. V nadaljevanju dokazemo,
da lahko dve komutativni matriki socasno diagonaliziramo, kar podkrepimo z zgledom. Na
koncu pa pokazemo Se, da je realna antisimetri¢na matrika unitarno podobna posebni vrsti
blo¢no diagonalne realne matrike.

Naslednje podpoglavje namenimo Jordanovi kanoni¢ni formi in polinomom v matrikah. Vpe-
ljemo tudi racionalno funkcijo v matriki in dokazemo, da se Jordanove kletke dveh matrik
(kjer lahko prvo dobimo kot racionalno funkcijo v matriki druge in obratno) ujemajo tako v
Stevilu kot v velikosti.

V nadaljevanju namenimo nekaj strani eksponentni funkciji matrike. Dokazemo nekaj la-

stnosti, ki veljajo zanjo in poiS¢emo Jordanovo formo eksponenta Jordanove kletke. Pri
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obravnavi nadaljnjih tem nam je v veliko pomo¢ [2]. Najprej namenimo dve trditvi faktori-
zaciji kompleksne ortogonalne oziroma unitarne matrike, ki ju faktoriziramo na podlagi dveh
predhodno dokazanih lem.

V zadnjem delu drugega poglavja pa pokazemo, da lahko vsako obrnljivo kvadratno kom-
pleksno matriko razclenimo na produkt simetricne in ortogonalne matrike ter da sta si dve
podobni (hkrati simetri¢ni ali antisimetriéni ali ortogonalni) matriki ortogonalno podobni.
Zadnje poglavje namenimo glavni temi magistrskega dela. Pois¢emo namre¢ kanoni¢ne forme
kompleksne simetricne, antisimetri¢ne in ortogonalne matrike. Najprej pokazemo, da je
vsaka kvadratna kompleksna matrika podobna simetricni matriki, nato zapisemo kanoni¢no
formo simetricne matrike in pokazemo, da ima matrika vedno enake Jordanove kletke kot
njena transponirana matrika.

V drugem delu zadnjega poglavja pokazemo, da imajo antisimetricne matrike vedno sod
rang. Nato pa pois¢emo vse mozne oblike njenih Jordanovih kletk in konéno zapisemo ka-
nonic¢no formo za kompleksno antisimetri¢no matriko.

Podobno postopamo v zadnjem podpoglavju, v katerem obravnavamo kompleksne ortogo-
nalne matrike. Najprej poiscemo vse mozne oblike Jordanovih kletk kompleksne ortogonalne
matrike, nato pa (s pomoc¢jo eksponentne funkcije kanoni¢ne forme kompleksne antisime-

tricne matrike) vpeljemo kanoni¢no formo kompleksne ortogonalne matrike.

TEORETICNA IZHODISCA
Pri nastajanju magistrske naloge si bomo pomagali s studijem in primerjavo razlicnih vi-
rov. V glavno oporo pa nam bo F. R. Gantmacher, Applications of the theory of matrix,

Interscience Publishers, New York, London, 1959.
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2 OSNOVNI POJMI

Na samem zacetku ponovimo nekaj ze dobro poznanih pojmov iz linearne algebre.

2.1 Vektorski prostor in linearne preslikave

Definicija 2.1.1. MnoZica realnih Stevil, ki jo oznacimo z R, je skupaj z operacijo + in
- komutativen obseg, v katerem imamo definirano relacijo stroge linearne urejenosti. To je

relacija, za katero velja:

- stroga sovisnost: za razlicni realni Stevili a in b velja natanko ena od moznosti: a > b

ali a < b,
- asimetricnost: iz a < b sledi, da ne velja b < a,
- tranzitivnost: za razlicna realna Stevila a,b,c 1za < b in b < c sledi a < ¢
n ki je usklajena z operacijo + in -:
- za poljubna realna stevila a,b,c iz a > b sledi a + ¢ > b+ ¢,
- za poljubni realni stevili a > 0 in b > 0 velja ab > 0.
Poleg tega ima vsaka neprazna navzgor omejena mnoZica v R natancéno zgornjo mejo.

Definicija 2.1.2. MnoZico kompleksnih Stevil, ki jo oznacimo z C, sestavljajo vsa stevila
oblike a + b, kjer sta a,b € R, i = /—1. Kompleksna stevila pa skupaj z operacijama + in

- komutativen obseg.

Tako (R, +,-) kot tudi (C, +,-) sta komutativna obsega, nad katerima lahko definiramo
vektorski prostor. To je mnozica, ki je zaprta za operacijo sestevanja in odstevanja svojih
elementov ter mnozenje s skalarji iz komutativnega obsega. Ponovimo definicijo vektorskega

prostora bolj natanc¢no:
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Definicija 2.1.3. Naj bo O komutativen obseg. Potem je mnoZica V', na kateri sta dani
operacifi +:V xV =V in-: 0 xV — V, vektorski prostor, ce za vse a, 5 € O in vse
u,v € V velja sledece:

- (V,+) je Abelova grupa,

-(a+ b)) v=a-v+ [ v,

-a-(utv)=a-uta-wv,

- (8-v) = (af) v,

-1-v=nw.

Pomemben pojem pri obravnavi vektorskega prostora je njegova baza. Preden ponovimo
njeno definicijo, moramo povedati Se, kdaj so vektorji linearno neodvisni in kaj je ogrodje

vektorskega prostora.

Definicija 2.1.4. Vektorji vy, vs,...,v, € V so linearno neodvisni, ko iz a1v; + asvy +

oot oy, = 0,05 € O sklepamo, da so vsi skalarji o = g = ... = «,, = 0.

Definicija 2.1.5. Neprazna mnozica B C V je ogrodje vektorskega prostora V', ce se
vsak vektor v; € V' linearno izrazZa s koncno mnogo vektorji iz mnozice B, kar pomeni, da
lahko vsak v; zapisemo kot v; = aqvy +aove+. ..+ U, aq, e, ..., € Q N v, v, ..., 0 €

B.

Sedaj lahko zapisemo definicijo baze vektorskega prostora.

Definicija 2.1.6. Naj bodo vy, vs, ..., v, vektorji iz vektorskega prostora V.

Mnozico vektorjev B = {vy, v, ..., v} imenujemo baza vektorskega prostora V', ce:

- so vektorji vi,vq, ..., v, linearno neodvisni in

- je B ogrodje prostora V.
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Med dvema vektorskima prostoroma nad istim komutativnim kolobarjem O lahko defi-

niramo linearne preslikave:

Definicija 2.1.7. Naj bosta U in V' vektorska prostora, Q pa pripadajoci obseg. Potem je

preslikava ¢ : U — V linearna, ce veljata naslednji lastnosti:
- aditivnost: o(uy 4+ us) = @(uy) + @(ug), za vse uy,uy € U,
- homogenost: p(zu) = x(p(u)), za vse xz € @ inu € U.

Povejmo se, da lahko vsako linearno preslikavo vektorskega prostora predstavimo z ma-

triko. Preden zapisemo, kako to naredimo, si poglejmo pojem matrike.

2.2 DMatrike

Definicija 2.2.1. Naj bo F komutativen obseg. Matrika velikosti n; X ny z elementi iz F
(v nasem primeru bo F = C) je pravokotna tabela ny X ny elementov iz F. Tako matriko
sestavlja ny vrstic in ny stolpcev.

Mnozico vseh matrik velikosti ny X ng z elementi 1z komutativnega obsega F oznacimo z
[Fraxne,

Posebno ime imajo matrike iz mnozice ™™ - recemo jim kvadratne matrike reda n. To
so torej matrike, ki imajo stevilo stolpcev enako stevilu vrstic.

Matriki z elementi iz komutativnega obsega kompleksnih stevil bomo rekli kompleksna ma-

trika in podobno matriki z elementi iz R realna matrika.

Zgled 2.2.2. Matrika A = [} ;72 4;] ima dve vrstici (1 —2i) in (4 2+i3i), ter tri stolpce (}),

(2;2@) in (4;), zato recemo, da je velikosti 2 X 3.
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Definicija 2.2.3. Elementu, ki lezi v i-ti vrstici in j-tem stolpcu, recemo (i,j)-ti element

in ga v matriki A oznacimo a; j. Tako lahko matriko A zapisemo:

ai 12 ... A1n
as 1 as 2 <. Qon

A= = (@i,j)1<i<m,1<j<n-
Am,1 Am2 -.-Amn

Koncno poglejmo, kako predstavimo linearno preslikavo z matriko.

2.2.1 Matrika linearne preslikave

Imejmo linearno preslikavo ¢ : U — V' in naj bosta Q = (u1,ug, . . . tup,) in I = (v, v, ... vy,)
urejeni bazi vektorskih prostorov, med katerima slika . Ker je linearna preslikava vektor-
skega prostora enoli¢no dolocena s podatki o njenem ucinkovanju na bazi zacetnega vektor-
skega prostora, je dovolj, da poistemo slike vektorjev iz baze €2 in jih izrazimo kot linearno
kombinacijo vektorjev iz baze II. Elemente, ki jih pri tem dobimo pa po vrsti prepiSemo v

stolpce matrike. Ce je:

o(ur) = a1 v1 + a21v2 + . . . A1 Uy,

QO(UQ) = Q1,201 + a2 2U2 =+ ... A, 2Un,

QO(Un) = a1,nV1 + a2 nU2 + ... Qm,nUn,

Q11 a2 <. Q1n

. . . Q21 Q22 ...042n
je matrika preslikave o enaka M (p) =

m,1 Am2 --.-Amn
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Zgled 2.2.4. Linearna preslikava ¢ : R* — R? je dolo¢eno s predpisom ¢(x,y,z) =
(—x 4+ 3y — z,y). Naj bo zacetna baza Q = {(2,1,0),(1,0,0),(0,1,1)}, konéna baza pa
I ={(1,1),(=1,0)}. Poisc¢imo matriko M(p).

Poglejmo najprej, kam preslikava preslika vektorje iz baze Q: ¢(2,1,0) = (1,1),9(1,0,0) =

(—1,0),(0,1,1) = (0,1). Sedaj razbijmo slike, ki smo jih dobili, po koncéni bazi 11 :

(1,1) = 1(1,1) + 0(—1,0),

(=1,0) = 0(1,1) + 1(—1,0),

(0,1) = 1(1,1) + 1(—1,0)

1 01
in zapisemo matriko M} (p) =

011

2.2.2 Algebraicne operacije na matrikah

Sestevanje matrik: Imejmo matriki A, B € F"*"2. Potem je njuna vsota A+ B definirano

kot: 3 )
ayq +bia a1+ b1 2 e Qlpy T D1 g,
a1 + bay az9 + bao A2, + Do,
A+ B=
Qny,1 + bnhl Any,2 + bn1,2 o Qnyng + bnl,nz

Lastnosti sestevanja matrik:

e (A+B)+C=A+(B+C),zavse A, B,C € F"*"2,

e A+ B=B+ A, zavse A, B € Fm1x"2,

0 ..0
e Matriko { R } e F"1*"2 ki jo ozna¢imo 0, imenujemo nevtralni element za seStevanje.
0 .. 0
Za vse A € F"*™ namrec velja: A+0=0+ A= A.
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Mnozenje matrik s skalarjem: Za poljuben skalar o € F in matriko A € F"*"2 defini-

ramo produkt matrike s skalarjem:

aaq aay 2 RN 1A

aag 1 aaz 2 NN T0H X
aA =

Alm1 AQmym2 ... Qmymp

Lastnosti mnozenja matrik s skalarjem:

e a(A+ B)=aA+aB,zavse A,B € F"*" in o, € F.

o (a+p)A=aA+ A, zavse A€ F"*"2 in o, € F.
o (af)A =a(BA), zavse A€ F" " in o, € F.
e Matriko —A = (—1) - A imenujemo inverz za sestevanje matrik. Velja: —A 4+ A = 0.

e Mnozenje s skalarjem 1:1- A = A.

Mnozenje matrik: Naj bosta A € F™*"2 in B € [F"*" matriki, za kateri je Stevilo
stolpcev v A enako stevilu vrstic v B. Potem je (i,j)-ti element produkta A - B enak
> ory @igbrj = a;i1byj+ aiobe i+ ...+ a;pby ;. Produkt A- B je poslediéno element mnozice
[raxns,

Na povsem analogen nacin seveda tudi potenciramo matrike. Definirajmo Se matriko, katere

potenca je od nekega Stevila naprej enaka 0.

Definicija 2.2.5. Kvadratna matrika N, za katero obstaja tak k € N, da je N¥ = 0, ime-

nujemo nilpotent. Najmanjse naravno stevilo k pa stopnja nilpotentnosti.
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Lastnosti mnozenja matrik:

o (AB)C = A(BC), zavse A € F">*"2 B € F"2*"3 in C' € Frs>m4,
39 -8

e Matriko [ € F">*" = | . :] imenujemo identi¢na matrika (reda ng) in je enota
0.. 01

za mnozenje. Za vsak A € F™*" in B € F"**" namrec velja Al = Ain IB = B.

e (A+ B)C = AC + BC, za vse A, B € F""*"2 in C' € Fr2x"s,
e A(B+C)=AB+ AC, zavse A € F"*"2 in B, C € F"2*"s,
o a(AB) = (0A)B = A(aB), za vse a € F, A € F1*"2 B g Fr2xns,

Transponiranje matrik Preden spoznamo transponiranje matrik, definirajmo posebno

vrsto matrike.

Definicija 2.2.6. Matriko, ki ima element a;; enak 1, vse druge elemente pa enake 0,

imenujemo matriéna enota. Oznacimo jo L ;.

Ni tezko opaziti, da lahko poljubno matriko A zapiSemo A = szzl a; ;E; ;. Potem je
transponirana matrika (oznac¢imo jo A”) matrike A:
AT = Z ai,jEm.

ij=1

Lastnosti transponiranja matrik:

(AT = A, za vse A € Fmxnz,

(@A) = a(A)T, za vse A € F"*™ in a € F.

o (A+ B)T = AT 4+ BT za vse A, B € Fm "2,

o (AB)T = BTAT za vse A € F"'*™ in B € Fn2xns,
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Determinanta matrike je predpis, ki kvadratni matriki A priredi enolicno dolo¢eno

stevilo det(A), definirano na naslednji nacin:

det(A) = Z (—1)ind@) H Qg (i),

oESy =1

kjer je S, grupa vseh permutacij na n elementih in je ind(o) indeks permutacije o (to je
stevilo parov {i,j} C {1,2,...,n}, za katere velja i > j in o(i) < o(j)).

Racunanje determinant matrike A = (a;;)1<i j<n:
L4 Ce je A € ]FQXQ, je det(A) = a1 1G22 — A21012-

e Determinanto matrik visjih redov pa najpogosteje izracunamo s pomocjo razvoja na
poddeterminante. Velja namrec:
det(A) = >0 (=1)"a, ;det(A;;), kjer z A;; ozna¢imo matriko, ki jo dobimo iz A

=1

tako, da ji izbriSemo vrstico ¢ in stolpec j.
Vpeljimo Se definicijo ranga matrike.

Definicija 2.2.7. Rang matrike A, ki ga oznacimo rang(A), je stevilo linearno neodvisnih
vrstic v matriki A in je enako velikosti najvecjega nenicelnega minorja matrike A. Minor
velikosti k X k je determinanta podmatrike, ki jo dobimo tako, da v matriki izpustimo k vrstic

in k stolpcev.

Opomba 2.2.8. Stevilo linearno neodvisnih vrstic v poljubni matriki A je enako Stevilu

linearno neodvisnih stolpcev. Dokaz najdemo v knjigi [6], na strani 90.

Inverz matrike Najbo A neka matrika. Njen inverz je taka matrika X, da AX = XA = I.
Inverzno matriko matrike A oznac¢imo A~!.
Dodajmo, da imajo inverz natanko tiste kvadratne matrike, katerih determinanta je razlicna

od nic.
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Konjugirana matrika Naj bo A € C"*"2. Njeno konjugirano matriko dobimo tako, da

vse njene elemente spremenimo v konjugirano kompleksne. Oznaéimo jo A.
Zgled 2.2.9. Konjugirana matrika matrike A = [_4; %] je A= [ %].
Konjugirano transponirana matrika Naj bo A € C™*"2. Njeno konjugirano tran-

sponirano matriko dobimo tako, da vse elemente matrike A” (to je transponirana matrika

matrike A) spremenimo v konjugirano kompleksne. Oznac¢imo jo A*.

Zgled 2.2.10. Imejmo matriko A = [5i] € C'™*'. Potem je konjugirano transponirana

matrika matrike A enaka A* = AT = [-5i] € C'¥1,
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3 KOMPLEKSNE MATRIKE

Sedaj se podrobneje posvetimo matrikam nad komutativnim obsegom kompleksnih stevil.

Najprej si oglejmo nekaj posebnih tipov kvadratnih kompleksnih matrik.

3.1 Posebni tipi kvadratnih matrik

Imejmo matriko X € C™ ™. Njeno transponirano matriko ozna¢imo z X7, matriki X konju-

girano transponirano matriko torej X7 pa oznacimo z X*. Matrika A € C™" je
e simetriéna, ce AT = A.
e antisimetri¢na, ce AT = —A.
e hermitska, ce A* = A.
e posSevna hermitska, ce A* = —A.
e normalna, ¢ce A*A = AA*.
e ortogonalna, ée ATA = AAT =].
e unitarna, ce A*A = AA* = 1.

Opomba 3.1.1. a) Normalna matrika komutira s svojo konjugirano transponirano matriko.
b) Ortogonalna matrika A je obrnljiva, njen inverz je A=t = AT,

¢) Realna unitarna matrika je vedno ortogonalna.

d) Pri zadngih dveh tipih matrik je dovolj pokazati le eno od enakosti, saj iz enakosti ATA =1

(A*A = 1) sledi AAT = I (AA* = I) in obratno, kar je razvidno iz posledice naslednje trditve.

Trditev 3.1.2. Imejmo kompleksno matriko A. Ce obstaja taka matrika B, da je BA =1,
potem je matrika A obrnljiva, njen inverz pa je enak B. Tako iz enakosti BA = I sledi

AB=1.
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Dokaz. Pokazimo najprej, da iz BA = [ sledi, da je matrika A obrnljiva. Ker je det(BA) =
det(I) in det(BA) = det(B)det(A) (dokaz slednjega najdemo v [6] na strani 112) je
det(B)det(A) = 1, iz ¢esar sklepamo, da det(B),det(A) # 0 oziroma, da sta obe matriki
(tako A kot B) obrnljivi.

Pois¢imo sedaj obrat matrike A. Ker inverzna matrika matrike A obstaja, lahko enakost
BA = I z desne pomnozimo z A~'. Dobimo BAA™! = IA~!, kar je enako BI = IA™!
oziroma B = A~

Pokazimo $e zadnji del trditve. Ker vemo, da za vsako obrnljivo matriko X velja XX ! =1T

je tudi AA~! = I oziroma AB =1, saj A~ = B. O
Posledica 3.1.3. Iz enakosti ATA = I sledi AAT = 1T ter iz A*A =1 sledi AA* = 1.

Dokaz. Dokaz je povsem enak prejsnjemu. Vse kar moramo storiti, je da matriko B nado-

mestimo z AT oziroma z A*. m

Oglejmo si nekaj zgledov posebnih tipov matrik.

1 4 —6 1 4 —6
Zgled 3.1.4. Ker za matriko A = [ 4,230 ] velja AT = [ 424 % } = A, sklepamo, da je

‘ . : o , 1 4 —67[1 4 —6
A simetriéna. Matrika A pa ni niti ortogonalna, saj AAT = A? = [ 424 % ] [ 4240 % ] =
— 7 7 — {2 7

53 12—14i —6+6i . _ . — 1 4 —6 1 4 -6
[12—141' 844 —30+6i] # I, niti unitarna, saj AA* = AA = [4 2+ 31} [4 2—i 731‘} =
—64+6i —30+6i 26 -6 3i i -6 —3i —i
53 12414 —6—6i
[12—141‘ 30 —24+3—3i(2+i)i| # 1.
—6+6i —18+6i 46
1 19
: vz V2 - . . . ‘ T
Zgled 3.1.5. Za matriko U = ~ids 0| 02 [10] vidimo, da ni simetricna. Ker je UU' =
0 0 i
o ouO| | 10 0
-1 1 1.1 = ]10-10 ) , naite ]
—ikitol [ L il o [0 0 _1} # I, matrika U ni niti ortogonalna. Je pa unitarna,
0 0 i 0 0 i
1 1 S
gevve— | A S| 205 0 =i
saj je - —Zﬁzﬁo RS 0 =105l
0 0 i 0 0 —i
) o i V2 . T i 2 i —V2| _ J10
Zgled 3.1.6. Ker za matriko V = [—\/i f } velja VV1 = [_\@ f ] [\/i ) } = [§9],
eV : - P - « | i V2| - V2|
Je ortogonalna, ni pa niti simetricna, niti unitarna, saj VV* = | 3 i i | =

3 —2iV2
—-2iv2 3 ’
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1 1

Zgled 3.1.7. Matrika B = {“f v

1

=B.

V2 V2

2
1
V2

S-S

} je simetricna, saj je BT = {

V2 V2

1 SIS
Poleg tega je B tudi ortogonalna, saj je BT B = BBT = B? = {‘{5 V2 } {‘{5 V2 1 = 1.
Vi TVE

Ker je matrika B realna, je B* = BT = BT, za BT pa smo Ze zgoraj ugotovili, da je enak

B, torej je B* = B, kar pomeni, da je matrika B tudi hermitska.

Ni tezko videti, da je vsaka realna simetricna matrika tudi hermitska in obratno, zaradi

prikladnosti to pokazimo v naslednji trditvi.

Trditev 3.1.8. Naj bo matrika A realna. Potem je A hermitska natanko tedaj, ko je sime-

tricna.

Dokaz. (=) Predpostavimo najprej, da je matrika A hermitska (A = A7) in dodajmo dej-
stvo, da je AT € R™*™, torej velja AT = AT. Kar pomeni, da velja tudi A = AZ.
(<) Sedaj predpostavimo, da je matrika A simetricna (A = A7) in da je AT € R™" kar

pomeni, da je AT = AT. Ko zdruzimo enakosti, ugotovimo, da velja tudi AT = A. n

Nadaljujmo z zgledi posebnih tipov matrik.

Zgled 3.1.9. Matrika C' = [23 ; 2]”] Ze na prvi pogled ni niti simetricna, niti antisimetricna.

Pokazimo, da je hermitska.

Ker je CT = [;’H 2{@ in CT = [231 2#}, velja CT = C, kar pomeni, da je C' hermitska.

Zgled 3.1.10. Poglejmo se matriko D = 1C, kjer je matrika C' iz zgornjega zgleda hermitska.

Ker je matrika D = [2%1 22—1}, je DT = [Qz?’fl 22’;“} in DT = [_Ef_il _2_i;r1] = =D, je

matrika D ocitno poSevno hermitska.
Da zgornji primer ni zgolj slucaj, dokazimo z naslednjo trditvijo.

Trditev 3.1.11. Naj bo matrika H hermitska. Potem je matrika K = iH posevno hermitska.
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Dokaz. Poljuben element matrike K je oblike &, ,, = thy ,, torej je k:;f m = Py In k% =

thymyn = @ hyp. Ker je matrika H hermitska, velja hy,,, = hy,,. To pa pomeni, da
Ky m = —ihnm, torej je matrika K res poSevno hermitska. ]

Omenimo Se razcep matrike na hermitski in poSevno hermitski del.

Trditev 3.1.12. Poljubno matriko A lahko zapisemo kot vsoto dveh matrik A = B + iC),

kjer sta matriki B = 44~ in C = 4525 hermitski. O

Zgled 3.1.13. Zapisimo matriko A = [232 ST‘] kot vsoto hermitske in poSevno hermaitske

matrike.

PRI 2 ; . . . . . * . —_A*
Poiséimo A* = [3: 2?’} n za zapis uporabimo zgornjo trditev A = % + 44T

2
A =1 [ 3+3 (3+z)+(2+z)i| _i_% |: 3-3 (3+zi—(2+z)i| — [; 2 i| 44 [ 0 2@']. Potem je
2

2 [@-0)+(B-) 1+l (2—0)—(3—1) -1 1 1

prva matrika hermitska, druga pomnoZena z i pa posevno hermitska.
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3.2 Diagonalizacija matrik
Preden spoznamo to pomembno temo iz poglavja matrik, osvezimo Se nekaj pojmov.

Definicija 3.2.1. Stevilo \ je lastna vrednost matrike A, ée obstaja tak neniceln vektor
v, da je Av = Xv. Vektor v imenujemo lastni vektor matrike A pri lastni vrednosti \.
Mnozico vseh lastnih vrednosti matrike imenujemo spekter in oznacimo Sp(A).

Dodajmo, da je X lastna vrednost matrike A natanko tedaj, ko je X nicla polinoma pa(\) =

det(A — XI), ki ga imenujemo karakteristi¢ni polinom matrike A.

Definicija 3.2.2. Polinom m4 () z vodilnim koeficientom 1 imenujemo minimalni poli-

nom za matriko A, ce velja:
e mua(A)=01n

e ce za polinom q(N\) velja q(A) = 0, potem je stopnja polinoma q vedja ali enaka stopnyji

polinoma m 4.

Trditev 3.2.3. Naj bo m4(\) minimalni polinom matrike A. Ce za nek polinom q(\) velja

q(A) = 0, potem ma(X) deli g(N).

Dokaz. Naj bo stopnja minimalnega polinoma m4(A) enaka n. Potem je stopnja polinoma
q(A\) vecja ali enaka n. Poleg tega je q(A) = ma(A) = 0, zato obstajata taka polinoma p(\)
in 7(A), stopnje manjse od n, da velja g(A) = p(A)ma(N) + ().

Toda ker je q(A) = p(A)ma(A) + r(A) in ker je ¢(A) = ma(A) = 0, mora biti 0 = p(A)0 +
r(A), iz cesar sledi, da je r(A) = 0.

Ce r(\) # 0, lahko polinom r()) normaliziramo in dobimo polinom z vodilnim koeficientom
1, katerega stopnja je Se vedno manjsa od n. Toda ker ta polinom unic¢i A, je to v protislovju
z definicijo minimalnega polinoma. To pomeni, da res r(\) = 0 oziroma, da minimalni

polinom deli polinom g(A). O
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Posledica 3.2.4. Minimalni polinom matrike je enolicno dolocen.

Dokaz. Denimo, da obstajata dva razlicna minimalna polinoma matrike A. Ker oba unicita
matriko A, morata po gornji trditvi deliti drug drugega. Toda ker sta enake stopnje, mora
biti prvi skalarni produkt drugega (in drugi skalarni produkt prvega). Po definiciji pa je

njun vodilni koeficient enak 1 , kar pomeni, da sta identic¢na. O
Lema 3.2.5. Za poljubno matriko A velja Sp(A) = —Sp(—A).

Dokaz. Naj bo A € Sp(A) in v njej pripadajoci lastni vektor. Potem iz definicije lastne
vrednosti sledi, da je Av = Av. Ce obe strani enac¢be pomnozimo z —1, mora veljati (A =
(—A)v. To pa nam pove, da lastnemu vektorju v v matriki —A pripada lastna vrednost —A\.
Podobno velja za X' € Sp(—A), da je —Av' = Nv' oziroma Av' = —Nv/, kar pomeni, da je

—N € Sp(A). O

Lema 3.2.6. Naj bo A kvadratna matrika in AT njena transponirana matrika. Potem velja

Sp(A) = Sp(A”).

Dokaz. Ker za poljubno matriko X velja det(X) = det(X7T), velja tudi det(A — \I) =
det(A — MI)T = det(AT — XI). Torej sta karakteristicna polinoma pa()\) = det(A — \I)
in par(\) = det(AT — M) enaka, kar pomeni, da so tudi njune nicle enake in posledi¢no

Sp(A) = Sp(AT). O

Posledica 3.2.7. Naj bo K antisimetricna matrika in X\ € Sp(K). Potem je tudi —\ €

Sp(K).

Dokaz. Naj bo A lastna vrednost antisimetri¢ne matrike K. Po Lemi je Sp(K) =
—Sp(—K), kar pomeni, da je —\ € Sp(—K). Toda ker je —K = K in ker smo v Lemi

dokazali, da velja Sp(K™T) = Sp(K), lahko sklepamo, da je —\ € Sp(K). O
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Trditev 3.2.8. Lastne vrednosti realne simetricne matrike so vedno realne.

Dokaz. Naj bo A realna simetri¢na matrika in naj velja Av = Av. Upostevajmo, da velja

(Av)* = v*A* in A* = A, kjer gledamo vektor v kot matriko velikosti n x 1. Potem je

(Av)*v = (\v)™

v A*Y = v v

v*Av = v\

v A = v*
A=A

Iz ¢esar sklepamo, da mora biti A € R. n

Trditev 3.2.9. Lastna vrednost realne antisimetricne matrike je mi¢ ali ¢isto imaginarno
kompleksno stevilo (oblike 0+ bi). Slednja nastopajo v konjugiranih parih. Veckratnost dveh

stevil, ki sestavljata konjugiran par, pa je vedno enaka.
Dokaz. Naj bo A realna antisimetri¢na matrika in naj velja Av = \v. Potem je
(Av)*v = (Av)*v
v ATy = v* v
—v* Av = v* )l
—v* A = v\
—A =\

Naj bo A = a + bi, potem je —(a + bi) = a + bi oziroma —a — bi — a + bi = 0, kar je res le

v primeru, da a = 0. To pa pomeni, da je lastna vrednost lahko le 0 ali ¢isto imaginarno
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kompleksno stevilo bi.

Dokazimo sSe, da kompleksne lastne vrednosti realne antisimetricne matrike nastopajo v
konjugiranih parih. Predpostavimo, da je A € C lastna vrednost matrike A oziroma da je A
nicla karakteristicnega polinoma p4 = det(A — \I).

Naj bo pa(A) = ag + a1 A + axA? + ... + a, 1 A" ! + a, A" = 0. Enakost mora seveda drzati

tudi, e obe strani konjugiramo: p4(\) = ag + a1 A + asA\2 + ... + a, A"+ a, " = 0. Ker
pa je matrika A realna, so vsi koeficienti ay, as, . .., a, € R, zato je ag + a1 X + aoX2 + ... +
A1 A1+ a, A" = 0 oziroma p4()\) = 0, kar pomeni, da je za vsako realno matriko, ki ima
kompleksno lastno vrednost A, tudi A njena lastna vrednost.

Za polinom z realnimi koeficienti pa vemo (dokaz najdemo v [1], na strani 350), da je

veckratnost dveh kompleksnih nicel, ki sestavljata konjugiran par vedno enaka. O

Definicija 3.2.10. Imejmo kvadratni matriki A, B € C**™. Matrika B je podobna matrik:

A, ¢e obstaja taka obrnljiva matrika S, da velja
B=S"1AS. (1)

V primeru, da je B podobna neki diagonalni matriki, recemo, da je B diagonalizabilna.
Ce je matrika S v ortogonalna (unitarna), pa recemo, da sta si matriki ortogonalno

(unitarno) podobni.

Trditev 3.2.11. Vsaka matrika je unitarno podobna zgornje trikotni matriki, ki ima po

diagonali razporejene lastne vrednosti.

Dokaz. Pri dokazovanju zgornje trditve si pomagamo s stranema 79 in 80 v knjigi [5].
Imejmo matriko A € C™*" in naj bo x; lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti A\;. Potem
tudi za normiran vektor u; = m velja Au; = Aju;. Naj bo V4 mnozica vseh vektorjev, ki

so pravokotni na u;. Dopolnimo u; z baznimi vektorji podprostora V; = {v12,v13,...,01n}
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do ortonormirane baze C'*™ in zapisimo unitarno matriko

Ur = |uy V12 V13 ...U1pn

nxn
Potem je prvi stolpec produkta AU, enak AUye; = Au; = Muy in ker je U* = UL, je

U*AU,eq = Aeq, torej je

)\1 *

0

Ur AU, =

Postopek ponovimo na matriki A; in zapiSsemo unitarno matriko Us, da velja:

)\2 *

0

Uz AU, =

Postopek ponavljamo in oznac¢imo unitarne matrike:

W, =U, W ° W 0 W, 107 Dx07B] o
1 — V1, 2 — 0 ) 3 — 0 y ey n—1 — 0
A1
0 )\2 *
Potem je (W, _ Wy o .. . WI)AW, .. . Wy, oW, 1) =UAU = | . . , kjer je matrika
00 .. A
U=W;...W,_sW,_1 unitarna, A1, Aa,..., A, pa lastne vrednosti matrike A. O

Posledica 3.2.12. Ce so vse lastne vrednosti matrike A € R™ " realne, potem obstaja taka
realna ortogonalna matrika O, da je OT AO zgornje trikotna matrika, ki ima po diagonali

razporejene lastne vrednosti matrike A.

Dokaz. Ker so v realni matriki A vse lastne vrednosti realne, jim lahko pripiSemo realne
lastne vektorje, ki jih nato enako kot v pravkar dokazani trditvi zlozimo v stolpce matrike

0. O
Posledica 3.2.13. Vsaka normalna matrika A je unitarno podobna diagonalni matriki.

Dokaz. Zgoraj smo dokazali, da je vsaka kvadratna matrika A unitarno podobna zgornje
A1
0 A

trikotni matriki T = U*AU = | . .* . Torej moramo pokazati le Se, da so koeficienti,
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ki lezijo nad zgornjo diagonalo matrike 7', v primeru, da je A normalna, enaki 0.
Ker je A normalna, U pa unitarna matrika, je TT* = (U*AU)(U*AU)* = U*AUU*A*(U*)* =
U*AA*U = U*A*AU in T*T = U*A*UU*AU = U*A*AU = TT*, kar pomeni, da je tudi

matrika T normalna.

ti1 0 0
t1,1
. . 0 t2*2 * . . . tf T .
Ker je matrika T = . zgornje trikotna, matrika T* = 220 pa
0 .. 0 ton % 0
tn,n

spodnje trikotna in ker mora biti element matrike 77", ki lezi na mestu (7, j) enak elementu

matrike 77, ki lezi na istem mestu (7, j), mora za elemente v matrikah 7*7" in T'T* veljati:

e Elementa na mestu (1,1) morata biti enaka oziroma 1111 = t11t11 + Z?:Q tyjt1; =

tiatiy + 200, [t l?, torej za vse j = 2,...,n velja t; ; = 0.

e Za elementa na mestu (2,2) mora prav tako veljati tootas = faaton + 3 1 stajta; =

taatan + ) 5 g|ta;|?, torej za vse j = 3,...n velja ty; = 0.

[ ] ti,iti,i = mtm + Z?zz#l ti,j?,j = mtw + Z;‘l:z‘—i-l |ti7j|2, torej zZa vVse ] =1 + 1, ... n Velja
ti,j =0.
Zavsaki=1,...,nin j > 1 torej velja t; ; = 0, kar pomeni, da je matrika 7" res diagonalna.

]

Posledica 3.2.14. Ce so vse lastne vrednosti realne normalne matrike A realne, potem
obstaja taka realna ortogonalna matrika O, da je OTAO diagonalna matrika, ki ima po

diagonali razporejene lastne vrednosti matrike A.

Dokaz. Zgornja posledica sledi iz Posledic |3.2.13|in [3.2.14] O

Pokazimo Se, da so lastni vektorji, ki pripadajo razliécnim lastnim vrednostim normalne
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matrike vedno pravokotni drug na drugega. Pri tem si bomo pomagali s skalarnim produk-

tom.

Definicija 3.2.15. Naj bosta x in y vektorja, ki ju gledamo kot matriki velikosti n x 1.

Stevilo y*z imenujemo skalarni produkt vektorjev = in y. Oznacimo ga (x,y).

Trditev 3.2.16. Za vsako matriko A € C™" in vektorja x,y € C™*! velja
(Az,y) = (z, A"y).
Dokaz. (x,A*y) = (A*y)*x = y*(A*)*'z = (Az,y). O

Trditev 3.2.17. Ce je v lastni vektor normalne matrike A, ki pripada lastni vrednosti \,

potem je v tudi lastni vektor matrike A*, ki pripada lastni vrednosti .

Dokaz. Pokazimo najprej, da za vsako normalno matriko velja (Ax, Az) = (A*z, A*z).

Po Trditvi je (Azx, Az) = (x, A*Ax), ker je matrika A normalna, pa je (x, A*Az) =
(x, AA*z). Ponovno uporabimo Trditev in ugotovimo, da je (z, AA*x) = (A*x, A*x).
Ker je v lastni vektor matrike A pri lastni vrednosti A, velja Av = Av oziroma (A— A )v = 0.
Torej je tudi ((A—A)v, (A— Al )v) = 0. Ker pa je matrika A — AI je normalna, mora veljati
(A=A, (A= AD)v = (A= X)*v, (A= X)*v) = ((A* — M), (A* — X )v) = 0, iz cesar

sklepamo, da je res A*v = Av. n

Posledica 3.2.18. Lastni vektorji normalne matrike, ki pripadajo razlicnim lastnim vredno-

stim, so paroma ortogonalni.

Dokaz. Naj bo A normalna matrika in naj bosta A\; # Ag njeni lastni vrednosti, katerima
pripadata lastna vektorja v; oziroma vs. Potem je Av; = Aov; in Avy = vy Torej je

A{v1,v9) = (Avy,v9). Uporabimo ugotovitvi iz Trditve [3.2.16 (Avy,v2) = (v1, A*vg) in

Trditve [3.2.17] (v, A*vs) = (v1, Agv2) in sklepamo A (v, vy) = /\:2<v1,v2> = Ao(v1,v9). Ker je

A1 # Ao, mora biti (vy,v3) = 0. O
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Zgled 3.2.19. Diagonalizirajmo normalno matriko A = [% g) é} .
Ker je A normalna, vemo, da jo lahko zapisemo kot A = U~'DU, kjer je matrika D di-

agonalna, na njeni diagonali pa leZijo lastne vrednosti matrike A. Zato najprej poi§c¢imo

A2 2

lastne vrednosti matrike A. Ker je det(A — \I) = 2 ) 2/\’ =A+22+(N=4) =0, za
: —2 0 0

M= = -2 =4 jeD= [8 5291]

Vemo tudi, da je matrika U unitarna, in da lahko njene stolpce sestavimo iz normiranih
lastnih vektorjev, ki pripadajo razlicnim lastnim vrednostim matrike A. Vektorje poiséemo s
pomocjo enacbe (A — Al )v = 0.

Najprej poiséimo lastna vektorja, ki pripadata lastni vrednosti —2. Ker velja (A + 21) =

111 -1

[% ; %] ~ [0 0 0] , sta lastna vektorja v, = [ 1 ] n vy = [Bl]. Toda ti dva vektorja nista
222 000 0 1

ortogonalna. To lahko popravimo z Gram-Schmidtovim postopkom (podrobneje razloZenim

na straneh 15 — 16 v [5]) in sicer tako, da uporabimo formulo:

—1
-1 2
ulzvlz[(l)},m:w—%ulz {21}

uul
1
U . -2 2 2 100 . 1
Poisc¢imo Se lastni vektor za A3 = 4. (A —41) = 222~ |0lo). Torej je vg = L
Ta vektor je po Posledici Ze pravokoten na uy in us.
-1
‘ o 7 Ve
Vektorje moramo tako le Se normirati x; = 25 = | L | 29 = 2 = | % |, 13 = & =
|ua] vz |’ |uz] X |vs|
1 0 %
o
75 | in koncno lahko zapisemo
1
2z
3% % % 0
2 6 3 2 2
_ v 0221 | V2V —20 0
D=UAU"'"= | 5 % & [202} v :[0720}.
o 2 o [ L2200 5 & 0 04
V6 V3 V3 V3 V3

Definicija 3.2.20. Matriki A in B sta socasno diagonalizabilni, c¢e obstaja taka obrnljiva

matrika P, da velja:

A=P'D,P in  B=P'D,P,

kjer sta matriki Dy in Do diagonalnsi.

Trditev 3.2.21. V pomo¢ pri dokazavanju nam bo [3]. Imejmo dve diagonalizabilni matriki
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A in B in naj velja AB = BA. Potem sta matriki A in B socasno diagonalizabilni.

Dokaz. Najbodo Ai, Ao, ..., \p vse lastne vrednosti matrike A, z veckratnostmi ny, no, . .. ng.

Diagonalizirajmo matriko A tako, da bodo lastne vrednosti po diagonali razporejene na na-

)\1[711 Xmny
.. . )\21n2><n2
slednji na¢in A = S~!DS = §-! . S.
AI"RXME | en
by byg e by,
by by g - by
. J— ’ ’ 7774 . . . . . .
Naj bo B'=SBS™ ' = | 7 ~ | . Ker matriki A in B komutirata, komutirata tudi
b;L,l b{n,2 bﬁL,n

matriki B’ in D, saj je B'D = SBS™'SAS™! = SABS™! = DB’ . Torej je \ibij = \jbi ;.

To pa pomeni, da (A\; — A;)b;; = 0, kar nas pripelje do sklepa, da je v primeru, da A\; # A;,

Bl O .. 0
Bl ..
b;; = 0. To pa pomeni, je matrika B’ = ’ blo¢no diagonalna, kjer B; predsta-
0 0 .. B

vlja blok matrike B glede na lastno vrednost ;. ngk tak blok B je velikosti n; x n;, kjer
je m; veckratnost lastne vrednosti A;.

Ker je matrika B diagonalizabilna (denimo, da je B = PMP~!, kjer M diagonalna), je
B' = SBS ' = SPMP 1St = NMN~!, kjer N = SP. Torej je matrika B’ diagonaliza-
bilna, zato je diagonalizabilen tudi vsak blok B.. Naj bo sedaj T; obrnljiva matrika, tako da
je matrika T, ' B/T; diagonalna. Ker se vsak blok B/ po velikosti ujema s skalarno identiteto
AL velja T[l)\iI”ixniTi = N\ 1" Bloka Ti’lAiTi in T;lBiTi sta tako hkrati diago-
nalna.

Ce oznacimo matriko T = Ty ® T, @ . .. © Ty, je tako matrika (ST)A(ST)', kot tudi matrika

(ST)B(ST)~* diagonalna. O

NNNO
NON

[e=] ] V)
[ I—

Zgled 3.2.22. Socasno diagonalizirajmo komutirajoci realni simetriéni matriki A = [

in B = [% 5 ﬂ .
212
U U
V2 Ve V3
V Zgledu|3.2.19 smo pokazali, da je za unitarno matriko U = | 5 — jgl produkt UAU ™!
0 2 1
6 V3
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-2
diagonalna matrika [ 0

o

2

(el

] Torej je blocno diagonalna matrika

[en]

i V2 2TV VB 3 3
r_ -1 _ [ _% "1 2 | [212 PR N N VR
pusy —[ﬁ y@@][é?é][ﬂ ff]—[r Do

Vi V3 VB 0 % s 0 0 5

3
Sedaj diagonalizirajmo vsak blok matrike B' posebej. Pruvi blok je oblike [ 3 ‘/ﬁ} . Njegovi

vl
1. 18
lastni vrednosti sta 0,2, njima pripadajoca ortogonalna lastna vektorja pa {JQB} m {21} )
0 0
3 2o 000 3 2o
Ker je drugi blok Ze diagonaliziran, bo matrika T oblike | vz -1 o | @ [8 0 (1Ji| =|v3-1,]n
2 2 2 2
0 00 0 01

Matriki (UT)A(UT)™! = [_8 —2 ﬂ in (UT)B(UT)™ = [§ % §} pa sta res diagonalni.

V Trditvi smo pokazali, da realna antisimetricna matrika A nima realnih lastnih
vrednosti (razen Stevila 0). Pokazimo, da obstaja taka realne unitarne matrike U, da je

UAUT realna bloéno diagonalna matrika.

Trditev 3.2.23. Naj bo A realna antisimetricna matrika ter \; = ib; € Sp(A). Potem

Ay
A
obstaja taka realna unitarna matrika U, da velja UAUT = [ ' . ], kjer so bloki
" Ak

AW@memmm[i%}mhqm@eR

Dokaz. Za realno antisimetri¢no matriko smo v Trditvi |3.2.9| pokazali, da so njene lastne
vrednosti bodisi Stevilo ni¢ ali konjugirani pari ¢isto imaginarnih kompleksnih stevil ter da
sta veckratnosti lastnih stevil, ki sestavljata konjugiran par, enaki.

Naj bo z1 = (a1 + B1i, a0 + Pai, . ..,y + Bri) enotski lastni vektor matrike A, ki pripada
lastni vrednosti \; € C, ter \; njena konjugirana vrednost. Potem velja Az; = A\jzq, od
koder s konjugacijo dobimo AZ7 = M\ 7. Ker je matrika A realna je ATy = A\ %7, kar pomeni,
da je 77 lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti A;. Vektorja

Y1 = @ +71) = 1((oa + Bty .o, + Bui) + (a1 — Bui,y ..., 0 — Bui)) = (an,...,q,) in

~

= 5(21 = 71) = (a1 + Bri, ., + Bui) + (—a1 + Bris ., —an + Bui)) = (By, -, Ba)
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pa sta realna.

Potem je skalarni produkt (yi,71) = (3(z1 + T1), 2 (v1 — 71)) = £ ({21, 21) — (21, 77) +
(T1,21) — (T1,71)). Toda matrika A je normalna, zato so po Trditvi njeni lastni
vektorji, ki pripadajo razlicnim lastnim vrednostim pravokotni, torej je (z1,77) = (T1, 21) =
0, vektorja x; in 7 pa sta enotska ((x1,z1) = (T1,77) = 1). Sklepamo lahko, da (y;,71) =
%(1 —0+0—1) = 0, kar pomeni, da sta vektorja y; in 7; pravokotna drug na drugega,

oziroma da sta normirana vektorja £ ortogonalna.

||y1||’ Hy I

Na povsem analogen nacin preoblikujemo e preostale lastne vektorje v realne, ter (-2
dopolnimo do baze. Ker vsi vektorji x; pripadajo razlicnim lastnim vrednostim normalne

matrike A, so med seboj pravokotni. Posledi¢no so vsi vektorji ol H oziroma H || ortogonalni.

Ce zapisemo vse pare vektorjev Hy’“ %’; T ki pripadajo kompleksnim lastnim vrednostim v

<
il

stolpce in jim dodamo Se normalizirane lastne vektorje, ki pripadajo lastni vrednosti 0,

dobimo realno unitarno oziroma ortogonalno matriko

U= [ Y1 g1 Y2 U2 Yl 1 Yi+1 Yi42

Ym
Myl Nl Tly2ll Hozll = Hydl Ngll Hygea D Nyl Hyml\] :

Pokazimo, da je nasa iskana matrika oblike U* AU = UT AU. Najprej ugotovimo, da je ma-

trika U7 AU antisimetri¢na, saj je antisimetricna matrika A, torej velja (UTAU)T = —UT AU.

1
0
Sedaj poiséimo prvi stolpec produkta UT AU, ki je enak U AUey, kjer je vektor je e; =
0
0
: _ y1 U1 Y2 U2 ] i} Yi+1 Yi+2 ym _ Yy zi+T7
Ker je Ue; = [Hylu Mol Tw2ll T2l = Tl Tl Mol Tvigoll Hyml\} T Tl T 2w je
0

AUe; = A(si— (21 + 7)) =

o] (Azy + AT7) = g (M + MT), Ker a1 = gy + i)

1
2|yl

in 71 = y1 — iy, zato je AUe; = 2‘/\;”‘ (y1 +1iy1) + m(yl — i) = AN

2[[y|

Y1+ 2||y1H 2Li . Toda
ker so lastne vrednosti antisimetricne matrike A lahko le ¢ista imaginarna stevila (oblike
ib;) ali 0, je Ay + A = 0in (A — A\)i = —2b;. Torej je AUe; = _bl\lz_il\' Vemo pa,

da je |ly1|| = [|3(z1 + 77)|| = 3(||z1]|* + ||Z1]]?), saj sta vektorja @1 in T; pravokotna in

lahko uporabimo Pitagorov izrek. Toda tudi |[71]| = ||5: (z1 — Z1)|| = (||| + || — Z1]]?),
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zato je ||yi|| = ||ya]| in AUe; = _bng_iH‘ Ker je Uey = II@II’ je U‘luﬂl = ey in zato

UTAU61 = —6162.

<)

)

Na podoben nacin poiséemo drugi stolpec matrike UT AU, ki je enak UT AUey = UT A( i

)=

T A(21—FT\ _ 77T ( Mx1—MTT\ _ 777 M +ig1) M (vi—ign)y _ 777 A =AD)yi+Qa+2)ign)\ _ 777/ 2ibiyr \
U AGIED =U (o) = U GHITA )=U( SR )= U Gmn) =

<

blel.
Na povsem analogen nacin dobimo vse preostale bloke oblike [_%j bg}, ki pripadajo parom

lastnih vrednosti oblike A\; = ib; in /\_] = —ib;.

Poiscimo $e (prvi) blok, ki pripada lastni vrednosti A\jy; = 0. UTAUe¢; 1 = UTA(2+) =

lye41]]
T(AY+1\ _ 77T (N+1¥it1) T Y41 : O TR : : :
U (Hymll) =U"( T ) = N U Mo = O€ip1. Vst bloki, ki pripadajo lastni vrednosti
A = 0 so torej oblike [o]. O
011
Zgled 3.2.24. Zapisimo realno antisimetricno matriko A = [:188} na nacin, opisan v

zgorngi trditvi.

A1 1
Nagprej s pomocjo formul A — A\ = [—1 -2 0 } = A(\% + 2) = 0 ugotovimo, da so lastne

vrednosti matrike iv/2, —iv/2,0. Omenjenim lastnim vrednostim pripadajoci lastni vektorji

V2 i ')7(§7 %7%)7(07\7/_%7%5)

Kompleksnim vektorjem priredimo realne in jih normiramo:

v =38 59 + (2 =5 5) = (£,0,0) 0z 2 =(1,0,0),

‘y1
Y1 = i(L5 15— (ﬁ, —L 5 =0, %, %) oziroma f;—h = (0, \/LT \/Li) in

Yo = (07 \_/_%7 \/Li)

10 0
Vektorje zloZimo v stolpce in zapisemo unitarno realno matriko U = [‘Z—h h% ya} = [O % ‘{%] .
07 v
9 011 199 0 V20
Produkt matrik UTAU = |° vz vz [71 00} "Z | = [—\/5 0 0] je nasa iskana ma-

trika.
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3.3 Jordanova kanoni¢na forma in polinomi v matrikah

Vseh matrik ne moremo diagonalizirati, obstaja pa za vsako kvadratno matriko A taka obrn-

JA1) 0 ... 0
Ja) . .
ljiva matrika P , da je matrika J = P~'AP = L : blo¢no diagonalna. Pri
0 ) J((;\q)
A1
i -
tem imenujemo kvadratno matriko J(\;) = o , kjer A; ena od lastnih vrednosti
1
Ai

matrike A, Jordanova kletka. Stevilo kletk, ki pripadajo lastni vrednosti A; pa je enako ve-
likosti lastnega podprostora za lastno vrednost \; oz. Stevilu linearno neodvisnih vektorjev,

ki pripadajo lastni vrednosti A;.

Poglejmo si Se polinome v matrikah.

Definicija 3.3.1. Imejmo polinom p(z) = ag+ a1+ asx®+. .. +an,x™ in kvadratno matriko

A. Potem je polinom p v matriki A definiran kot
p(A) == aol + a1 A+ agA* + ...+ a,, A™.

Naj bo Jordanova forma matrike A enaka J = P~1AP. Opazimo, da iz A* = (PJP~ 1)k =

PJP™Y) - (PJP7Y) ... (PJP7Y) = PJ*P! sledi, da je
( , da j
p(A) = agPIP™' + a,PJP™" + a;PJ*P~' + ...+ a, PJ"P~" = Pp(J)P~".

Poleg tega vemo, da je matrika J blo¢no diagonalno sestavljena iz Jordanovih kletk J =

JA) @ J(N2) & ... B J(N), zato je J¥ = T\ J(N)f@...® J(\)" in
p(J) = p(J(M)) ©p(J (X)) @ ... @ p(J (Ag))-
Sedaj lahko definiramo Se racionalne funkcije v matrikah.

Definicija 3.3.2. Imejmo kvadratno matriko A ter polinoma

q(A) = ag + a1 A+ a A* + ...+ a,, A in r(A) = by + b1 A+ by A% + ...+ b AR
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Potem je racionalna funkcija f v matriki A definiran kot

Opomba 3.3.3. Racionalna funkcija je definirana le za kvadratne matrike, za katere je r(A)

obrnljiva.

Lema 3.3.4. Racionalna funkcija f(A) = ZEQ; je definirana za tako kvadratno matriko A,

za katero je r(\) # 0 za vsako A € Sp(A).

Dokaz. Imejmo kvadratno matriko A velikosti n x n in naj bo njena Jordanova forma enaka

A= PJP™! potem je

r(A)=P(r(J1)&r(l)&...& r(Jk))P_l,

kjer so Ji, Ja, ..., Ji, Jordanove kletke matrike A. Toda po [?] (na strani 4) je za vsako Jor-
C ARY ST
7(As) Tl(fl\i) rﬁé?i) Tm?fﬁ” : (Jn71()kzi)
Oy ! (O P20
. VRIS
. . ' (Ap) M i0y)
danovo kletko J(\;) = .-, | matrika r(J(\)) = ) Y e e
DY . . .
7’('>\i)
7‘()\1) 1T
L r(Ai)

zgornje trikotna.
Vemo, da je matrika obrnljiva natanko tedaj, ko je njena determinanta razlicna od ni¢. Ker
je det(r(J(\:)) = r(\:)", ugotovimo, da je blok r(J();)) obrnljiv za vse r(\;) # 0. Blo¢na

matrika 7(A) pa je obrnljiva natanko tedaj, ko so obrnljivi vsi njeni bloki. O

Lema 3.3.5. Ce je f(A) racionalna funkcija v matriki A, potem obstaja tak polinom, da je
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Naj bo B = r(A). Potem je za neke koeficiente qo, q1, - - . ¢, in 79,71, ... Ty:

flA) = (qo+ @A+ @A +qA3+. . +q A" (ro+1m1 A+ A2 +r A3+, +r,A")" = q(A)B~ L.
Pokazimo, da je za nek polinom s(\) matrika B~! = s(B).

Naj bo mp(A\) = ag + a1 A + as\? + azA® + ... + a1 A™ ' + A™ minimalni polinom matrike
B. Potem je

0=aogl +a1B +ayB*>+ a3B* + ...+ a,, 1B™ " + B™. (2)

Ker je matrika B obrnljiva, mora biti ag # 0, saj bi sicer po mnozenju enakosti z matriko
B! ugotovili, da je minimalni polinom matrike B enak a; + asX + as\? + ... + ayp_ A™ 72 +
AL

Tako dobimo po deljenju enakosti (2) z ao:

0=I1+%B+2p*+%p% 4 i Bm1 4 LB™ kar lahko preoblikujemo v

— _a_ ap  ap2_ _ %m-1pm-=2__ 1 pm-1 i
I=B(-2—-%2B—- 2B —... LB .o B™1), oziroma
BB™' = B(-% —2p _wap2_ _ dmaipm=2_ Lpm-ly i, cesar je razvidno, da je
ag ao ag ao agp
s(B) = B7Y, kjer je polinom s(\) = —% — @) _ @3)2__ Gmoljm=2_ L jm-l
ao ag aop ag ag

Ker obstaja tak polinom, da je s(B) = B™! = (r(A))™! in ker je B = r(A), sklepamo, da
obstaja tak polinom p;(\) = p(r(})), da je p1(A) = B.

Toda matrika B = r(A), torej obstaja za matriko (r(A))~! tak polinom p;()\), da
je p1(A) = (r(A))~!. Posledi¢no obstaja tudi tak polinom p()\), da je p(A) = f(A) =

q(A)(r(A))~" O

Trditev 3.3.6. Naj bosta A = P, JP;' in B = ngP{l kvadratni kompleksni matriki. Ce
obstajata taka polinoma f in g, da je f(A) = B in g(B) = A, potem se Stevilo in velikosti
kletk v Jordanovi formi matrike A ujema s stevilom in velikostjo kletk v Jordanovi formi

matrike B.

Dokaz. Ker je A = PiJP ", kjer je matrika J bloéno diagonalno sestavljena iz Jordanovih
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Kletk JOA) @ J(ha) B ...& T, je F(J) = F(TO) @ F(TN)) @ ... & F(J(M)). Oglejmo

si torej delovanje polinoma f na eni od kletk Jordanove forme matrike A.

.1
A

A1
Naj bo J(\;) = [ L ] ena od Jordanovih kletk matrike J, ki pripada lastni
MN; XNy

Al
vrednosti \; in je dimenzije n;. Potem ima tudi matrika 7" = f ( [ L 1] ) =
M XNy

A
f) a1 ... am
f) - . . . =1
o (za neka stevila oy, . . ., a,,) svojo Jordanovo formo T'= P J Py~ =
.o
f(Al) M5 XMN;

Po(J(p1) @ J(p2) @ ... ® J(ue) Py ', kjer so pu; lastne vrednosti matrike 7. Ker je velikost
matrike 7" enaka n; x n;, so velikosti kletk J(uy), ..., JJ(u:) najvec n; x n;.
Po drugi strani pa za polinom g velja g(B) = A. Torej dobimo poljubno Jordanovo kletko

J(A;) tako, da preslikamo ustrezen blok matrike B (velikosti n; x n;), ki ima seveda svojo Jor-

Al
danovo formo j(ul) P j(/m) D j(,ut). Sklepamo, da mora veljati: J(\;) = [ C ) ] =
Mg XNy
J(Ml)

L
9(J (1)
ng< )P;l :P2< ] >P2‘1.
J(e) d 1y xemy 9(J (1)) 1y xm;

Ker nam da vsaka Jordanova kletka natanko en lastni vektor (do skalarne veckratnosti na-

tancno), sklepamo, da ima matrika na desni strani enacaja natanko ¢ lastnih vektorjev. Toda
ta matrika mora imeti en sam lastni vektor, saj je matrika na levi strani enacaja sestavljena
zgolj iz ene kletke. Torej je t = 1 in zato poljubni Jordanovi kletki matrike J torej pripada

kletka enake velikosti v j O

Posledica 3.3.7. Ce obstajata za kvadratni matriki A in B taki racionalni funkciji fi(A) in
fa(N), da je fi(A) = B in fo(B) = A, potem se Stevilo in velikosti kletk v Jordanovi formi

matrike A wjema s Stevilom in velikostjo kletk v Jordanovi formi matrike B.

Dokaz. Ker po Lemi obstajata taka polinoma p;(A) in pe(A), da je pi(A) = B in

p2(B) = A, sledi dokaz posledice neposredno iz Trditve [3.3.6] ]

Lema 3.3.8. Naj bo A obrnljiva kompleksna matrika. Potem obstaja tak polinom p(x), da

za matriko B = p(A) velja B* = A.
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Dokaz. Ce je A = PJP~' Jordanova forma obrnljive matrike A4, je p(A) = Pp(J)P~'.

Pokazimo, da za obrnljivo matriko A obstaja tak polinom p, da je
p(A)p(A) = Pp(J)P~*Pp(J)P~t = Pp*(J)P~' = PJP

oziroma p?(J) = J. Dokaz razdelimo na tri dele in zgolj zaradi bolj preglednega zapisa v
nadaljevanju uporabimo Jordanovo formo T = P~'AP, kjer je matrika T blo¢no diagonalno

sestavljena iz Jordanovih kletk, ki pripadajo matriki A.

Al
1. Najprej si oglejmo matriko 7" = ) ], ki jo sestavlja le ena Jordanova kletka.
A
— / " " n—1 =
o £ £ L4 it
! " n—2
O =
/ n—3
Pokazimo, da potem zgornjetrikotna matrika /7 = IOV Tt |
foy L
L fo)

Kjer f(A\) = VA (za vse X # 0), zadosca enakosti (vT)? = T.
Ugotovimo, da pri kvadriranju zgornje matrike dobimo:
- po diagonali vrednost f(A\)f(\) = A

- na prvi superdiagonali f(A)f'(A) + f/ (N f(A) = (f2(N) =N =1

- na drugi superdiagonali f(/\)% + (f'(N)? + %f()\) = w = (’;)!" -0

- na k-ti superdiagonali tako dobimo f(/\)f((k]i)(!)‘) + f’()\)f((]:_lg!}‘) +...+ f((}:_li;’\) ')+

%f()\) =3, (fb)ﬁf()\)(”)f()\)(k_”), kar je po Leibnizevi formuli enako
k

IS ONED (2™ AB -
o = S oziroma Gy = e = 0.

Pois¢imo $e polinom p(7T).

- Naj bo T = [x] € C™*'. Potem je vT = [vx]. Ker velja T = v/AI, bo iskani

=
I

polinom p(T") konstanten polinom p(z) = A fN).

- Naj bo T'= [} 1] € C*>*2. Potem je VT = [\?%fi)]

Ce enachi % = [g T} na obeh straneh pristejemo Iv/\, dobimo Iv/\ +
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- Vo .. 1 -3 /
A = [VI25] = VT Torel o pla) = A1 + 2520 =) = 70 + L2 — ).

- V primeru, da je T € C"*", je tako ustrezen polinom oblike p(z) = f(A)+LX (z—

" n—1

2. Sedaj dovolimo, da matriko sestavlja ve¢ Jordanovih kletk, predpostavimo pa, da ima

matrika le eno lastno vrednost. Torej je

J()\)nl Xnq
J(\)2 xXn2
T = » ) , kjer vse Jordanove kletke pripadajo lastni
J()\)"k XN nxn
Al
vrednosti A in so oblike J(A)"*™ = s . Vzemimo polinom p(T) =
A1
A M XNy
fFI+ @(T — M) + %(T — M)+ ..+ f(j:l()/\!) (T — XI)"™ ! in poglejmo, koliko

je p(J(A)"*mi). Prvih n; ¢lenov polinoma nam da ravno kletko /T;, preostali ¢leni pa

so enaki ni¢, saj je matrika (T; — A\)™ = [o], .. Ker ugotovitev velja za vse kletke, ki

sestavljajo matriko 7', bo iskani polinom oblike p(z) = f(\) + @(aj —A)+ f/;(!)‘) (x —

N2+ o+ f(t;jl());) (x — A" =1 Kjer je n,, velikost najvecje kletke v matriki.

3. Na koncu preucimo Se matriko, ki je sestavljena iz Jordanovih kletk, ki pripadajo
Bi(a1)
o . . : Ba(az2)
razlicnim lastnim vrednostim oy, as, ..., a,,. Matrika T =
" B (am)
Ji1 (o)
. . . . Ji2(i) ki Xk . .
je torej sestavljena iz blokov B; = ) € CF*%i Kkjer oznacimo z

' Ji k()
Jia(ay), ... Jir(ay) vse kletke, ki pripadajo lastni vrednosti «;.

- Najprej poiscimo tak polinom p;(z), da bo imela matrika p;(7") na mestu prvega bloka
same nicle. V ta namen matriki odstejemo s prvo lastno vrednostjo pomnozeno iden-
titeto (7" — aq 1), kar vpliva le na glavno diagonalo, kjer so v i-tem bloku elementi
enaki a; — 7. Ker imamo sedaj na mestu bloka B; nicelno glavno diagonalo, ima
p1(T) = (T — a11)* na mestu prvega bloka same nicle, ostali bloki pa so zgornje tri-

kotni in imajo na glavni diagonali elemente enake (c; — aq)*.
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Na podoben na¢in poiséemo Se preostalih (m — 1) polinomov, tako, da ima matrika

p;(T) = (T — a;)* na mestu j-tega bloka same nicle, na mestu bloka B;, kjer i # j pa

dobimo zgornje trikotne matrike, ki imajo na glavni diagonali vrednosti (c; — ;).

- Potem ima matrika ry(T") = (I + p1(T"))p2(T)ps(T) . .. pm(T) na mestih blokov By; j €
{2,3,...,m} same nicle, na mestu bloka B; pa imamo zgornje trikotne bloke, ki imajo

elemente na glavni diagonali enake 71 = (a; — )2 (o — a3)*s ... (ap — ¥,

Ker za i # j velja a; # «;, je 1 # 0, torej je matrika r; (T)T—I1 na mestu prvega bloka
vy ...
1 v .
enaka L 7 , za neka Stevila ~;. Posledi¢no ima matrika (r; (T)% — I)?% na
S 72
17

1
mestu bloka B; same nicle, na mestih ostalih blokov pa imamo na diagonali elemente

—1. Tako ima matrika s; = ((r (1)L — I)* — )2 = [0] na mestu

g

bloka B; po diagonali same 1, na mestih ostalih blokov pa imamo same nicle.
- Posledicno je s1(T)-T = [0] = o]
0] 0]
Vemo, pa da lahko zapisemo tak polinom ¢;(z), da bo ¢,(B:) = v/ By, zato je
v B
q1(B2)

@(T) = | in konéno f1(T) = qi(T)s1(T) =

| _QI(Bm)

VB VB
¢1(Bs) 0] 0]

01 (B) 0] [0]

Na povsem analogen nac¢in ustvarimo matrike
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0] -
VBs

[0]

VB
0]

Potem za f(\) = >_1" | fi(A) velja, daje f polinom in f(B) = VB
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3.4 Faktorizacija kompleksnih matrik posebnih tipov

Podpoglavje za¢nimo z definicijo eksponentne funkcije matrike ter pozitivno definitne ma-

trike, nato pa si oglejmo faktorizaciji kompleksne ortogonalne in unitarne matrike.

Definicija 3.4.1. Naj bo A kvadratna kompleksna matrika. Potem je eksponentna funk-

cija matrike A definirana kot

S pomocjo [4] pokazimo, da je eksponentna funkcija matrike dobro definiran oziroma, da

vsota
o Akz 2 A3

=0

konvergira za vsako kvadratno matriko A = (a;;)1<ij<n-

Vzemimo tako stevilo m, da bo za vse i,j € {1,2,...,n} veljalo: |a; ;| < m. Potem trdimo,

@

da bo za (i, j)-te element matrike A!, ki ga oznacimo a, ; veljalo:

|al(lj)] < ntmh

Dokaz naredimo s popolno indukcijo:

- Preverimo za [ = 1. Ker je stevilo m definirano kot |a; ;| < m, je oc¢itno |a§}j)| < nm!.

t+1) | S

- Sedaj predpostavimo, da |a§t])| < n'~'m! in pokazimo, da potem velja tudi |a§7j

. t+1 t t _
ntml Ker je ol = [0 allans]l < i e larg] < Sp (0t tmt)m =

n(nt=imt*) = ptmtl,

Sedaj vzemimo matriko S = [ + A + /2‘—!2 + ’g—f + ..., katere (i,7)-ti element je enak

1) @) (3) 0
a: ! a:”’! a:"! . . . . a; s
Sij = b+ + 5+ = +... Kjer b € {0,1} in pokazimo, da je vrsta b+ =< absolutno
konvergentna.
m nm? n2m?3 n!=1m! _ oo mkpk-1 _ oo (mn)F _ emn
’S%J”§1+ﬂ+ o T 3! +.ot ! T = ko k! _Zk:O B w00
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Ker pa vsaka absolutno konvergentna vrsta konvergira, vidimo, da vsak element s;; =

o (2) a®)
b+ ” 55 ... matrike S, res konvergira. S tem smo pokazali, da eksponen-

tna funkcija matrike konvergira za vsako kvadratno matriko.

Oglejmo si Se nekaj lastnosti, ki veljajo za eksponentno funkcijo matrike.
Lema 3.4.2. Za eksponent e matrike A € C™ " veljajo naslednje lastnosti.
1. Za komutirajoci matriki A, B € C™™" je eATB = e4eB,

2. Ce je P € C™" obrnljiva matrike, je eP” AP = p~leAP.

3. Ceje A=A @ ... DA, jeet =eM@.. . @et

Dokaz. 1. Pri dokazu si pomagamo z [8]. Ker je edef = 3> 4r 5~ D7 —

00 n  AkBnTk oo 1 n n\ Ak pn—k _ ~x~oo (A+B)" _  A4+B Y
D ne0 2k=0 Kn—k) — om0 a1 2o () APBT T = 30 P = e saj je binom-

ska formula za komutirajoci matriki A in B enaka (A + B)* =7 (})A*B"*.

2. Direktni izra¢un nam da e” =310 ;’?P)k Yo P IA r P, kar lahko preobli-

kujemo v P~'e4 P, saj je mnozenje z matriko P zvezna preslikava.
3. Kerje (A1 @..0A) =4, @A jetudiet =eMr ... @etr

4. Ker velja (eM)T = (3207 447 = (A°4+ A'+ L A%+, . )7 in ker je transponiranje zvezna

n=0 n!

funkcija, lahko zapisemo (e?)” = (A%)T + (AHT + (%Az)T +o=00 A" _ AT

n!

Podobno dokazemo enakost (e?)* = e?". Velja namre¢ et” = > (An# Po drugi

strani pa je (e4)* = (A% + Al + LA? 4+ )" = (A0 + AT + LA + )T kar lahko
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zaradi zveznosti konjugiranja in zgoraj dokazanega dejstva (e?)? = e?” prevedemo v

(A0 + AT 4 LAZ 4 )T =5 (A

n=0 n!

[
Zapisimo Se eksponentno funkcijo Jordanove kletke.

Trditev 3.4.3. Naj bo J(\) Jordanova kletka velikosti n x n. Potem je

o (n=1)! 11

/N = H, kjerje H = T : =

1
© (n=1)!

1
of

={=lT
[ 22

,_
B VI

1
1

Q=

Dokaz. Zapisimo matriko J(\) = A + J(0) in ugotovimo, da matriki A/ in J(0) komutirata.

A M ,J(0)

Torej je e? = eMe?(9. Vemo, da je eM = e*[ in da je matrika J(0) nilpotent s stopnjo

00 1 0, 01
nilpotentnosti n, saj je J(0)? = [ ], J(O)"t = [ ]
0

Torejjee‘](o):]+J(O)+...+ﬁ<}(0)* = H in e = e H. O

Trditev 3.4.4. Jordanova kanoniéna forma matrike H™™ (iz Trditve[3.4.3) je enaka J(1)"*™.

1 1
21 0 T (m=1)!
1
1!

: ):(a;—1)”,je1
—&

(a—1)
edina lastna vrednost matrike H. Potem je minimalni polinom my(z) = (z — 1)k, kjer je

Dokaz. Ker je py(x) = det(zl — H) = det(

k<ninmyg(H)=(H—-1I)f=0. Toda (H—I)" = 0, iz ¢esar sklepamo, da je k = n in
my(x) = py(x) = (r—1)". Kar dokazuje, da je Jordanova forma matrike H res enaka kletki

J(1). O

Posledica 3.4.5. Jordanova forma matrike e*H (iz Trditve|3.4.5) je enaka
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et

Dokaz. Po Trditvim je Jordanova forma matrike H enaka H = P.J(1)P~!. Torejje e’ H =
e)x
e>‘ EA

eMPJ(1)P7Y) = P(e*J(1))P~!. Oznacimo matriko M = e*J(1) = e . Potem

et

e

podobno kot v dokazu prejsnje trditve ugotovimo, da je mas(z) = py(x) = (2 — e*)™. O
Sedaj pa si oglejmo nekaj zgledov eksponentne funkcije matrike.
Zgled 3.4.6. Poiscimo eksponentno funkcijo matrike [ 1]. Ker je [§3] = [§1][891[81] 7,
lahko po 2. tocki Leme zapisemo eloal — 13 He[(l)g] 03] = 81 [e2] 7] =
e 6276
|:0 62 :|
Zgled 3.4.7. Poiscimo se eksponentno funkcijo matrike A =
_ -1
Ker je [(1)% 11] = [(H%} [(1)%(1)] [(H%} , bo et =
00 1 001] [001] 001

[(1) i (1)] vsota dveh komutirajocih matrik [(1) 1 8} + [
001 001

oo

. . 110 100 010 ¢ 0
in zapiSemoexp |011| =exXp |[010|exp |001| = |0e
001 001 000 00

F[888] o+ 0 =02,

000
_ . . 1127114771 -10 ee—%
Sedaj lahko koncéno zapisemo e =e |01 2 illor 2l=101 ¢
011
001 001 00 1 00 e

Zgled 3.4.8. Poiscimo e antisimetricne matrike A =1i[% 3],
e =A"+ A+ 2 AT+

. 32 _02 33 _ 093 4 4 30 5
6A:[(1)(1)]+Z[—098]+i[ g —%2} + 3 [903 3 ]+I [90 991} + 5 [—%590} REE
Ce matriko zapisemo kot e* = [gh1 av?], ugotovimo, da velja:

92, 9! 96

ay1=agp=1+%5 + 5 ++5 ... =ch(9)
a12 = —Q21 = z(% + %—? + 95—7 + 97—T +...) =1i-sh(9), torej je

oA — [ ch(9) z‘~sh(9):|
| —i-sh(9) ch(9) |-

Zgled 3.4.9. Poiscimo e e simetricne matrike B =1i[$3].

B = +il88+ 5[5 )+ 5[5+ B2+ 5 a%]+. . = [l ],
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Definicija 3.4.10. Matrika A € C"*" je pozitivno definitna, ce je v*Av > 0 za vsak

neniceln v € C1,

Zgled 3.4.11. Matrika A = [} 9] je pozitivno definitna, saj za vsak neniceln vektor v =[]

veljo o*Ax = [z3][39] ]3] = 32T + gy > 0, saj 2T, yy > 0 in «T, yy nista hkrati enaka 0.

Trditev 3.4.12. Ce je A pozitivno definitna hermitska matrika, so vse njene lastne vrednosti

pozitivne.

Dokaz. Naj bo A pozitivno definitna hermitska matrika, v pa njen lastni vektor, ki pripada
lastni vrednosti A\. Potem je 0 < v*Av = v*Av = A(v*v). Ker je produkt (v*v) > 0, mora

veljati tudi A > 0. O
Poglejmo Se definicijo hiperboli¢nega kosinusa in hiperbolicnega sinusa.

Definicija 3.4.13. Hiperboli¢ni kosinus, ki ga oznacimo ch in hiperboli¢ni sinus (sh)

sta definirana kot:

Trditev 3.4.14. Med hiperbolicnim kosinusom in hiperbolicnim sinusom velja naslednja

zZveze:!

ch*(x) — sh*(x) = 1.

Dokaz' Chz(x) . Sh2(aj'> _ (ea:+2€7x )2 . (e;c_;fm)2 _ e2x+2€aze47x+6729c . 6290_26362732_’_67296 _

62z+2+672z_621+2_672z o
1 =

= 1. O

NN

Sedaj se lahko konéno posvetimo faktorizaciji kompleksnih matrik posebnih tipov.

Lema 3.4.15. 1. Ce je matrika G socasno hermitska in ortogonalna, jo lahko zapisemo
v obliki

G = Ee'E,
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kjer je E realna simetriéna involucijska matrika (E* = I), K pa realna antisimetriéna

matrika.

2. 'V primeru, da je poleg lastnosti iz prve tocke G tudi pozitivno definitna hermitska

matrika, jo lahko zapisemo v obliki
G =K.

Dokaz. 1. Naj bo matrika G socasno hermitska in ortogonalna. Dokazimo, da jo lahko v
tem primeru zapisemo v obliki G = Ee®. V ta namen zapisimo matriko G kot vsoto
G = S +1T, kjer sta matriki S in T realni.

Ker je matrika G hermitska, velja G = G* oz. ¢e konjugiramo obe strani G = GT. V
zadnjo enacbo vstavimo izraza G = S —iT in GT = ST +4T7" in dobimo S — iT =
ST +4TT. Ko preoblikujemo enacbo, dobimo izraz S — ST — (T +T7T) = 0, ki pa je
resljiv le v primeru, da S = ST, T = —T7 oz. le v primeru, da je matrika S simetri¢na,
T pa antisimetricna.

Vemo, da za poljubno obrnljivo matriko A velja AA™! = I, torej je GG = I. Ker
je matrika G so¢asno ortogonalna (G—' = GT) in hermitska (G = @), lahko izraz
preoblikujemo v GG = (S + iT)(S —iT) = S? + T? + i(TS — ST) = I, kar je res
natanko tedaj, ko S? + 7% = in ST =TS.

Ker je S realna simetricna matrika, so po Trditvi vse njene lastne vrednosti

S1, S2,...,5, realne. Poleg tega je matrika S tudi realna normalna, torej obstaja po

Posledici [3.2.14] taka realna ortogonalna matrika U, da bo

Sl[nl Xny
SQI”Q Xng

S=U"1SU =

Sklnk Xnp

Potem je matrika T = U'TU $e vedno realna antisimetricna, saj za ortogonalno

matriko U in antisimetricno T velja 77 = UTTT(UT) ' = —U~'TU = —T.
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Poleg tega je T'S = U 'TUU*SU = U™'TSU = U'SU-'UTU = ST, saj sta matriki

S in T komutirajoci. Zato lahko podobno kot v dokazu Trditve [3.2.21] ugotovimo,
T1

o T A
da je matrika T = ’ blo¢no diagonalna. Ker pa je matrika 7' realna
h A

antisimetri¢cna, mora biti tudi vsak blok 7} realno antisimetricen. Torej obstaja po

Trditvi 3.2.23| za vsak blok T] taka realna unitarna matrika Vj, da je

~ ~ _ . 0 t; 0t 0 t
Ty = Vit =diag (| 0, % | [0, ] [ ] L0 [0],) - )

kjer pripadajo bloki [—sz t{]’l] parom lastnih vrednosti, ki sestavljajo konjugiran par

¢istih imaginarnih stevil, stevilo blokov [0],, . ,...,[0];; pase ujema z veckratnostjo

lastne vrednosti 0 (v bloku T}). Pri tem so tj1,t;0,...,t;, € R.

Podobno kot v dokazu Trditve |3.2.21| ugotovimo, da je V}@V]_l = gj Za realno

ortogonalno matriko O = UV, kjer je V=V, & Vo B ... BV} pa velja

81[”1 Xny
82[n2><n2

S=07'50 = N ,

Sk[nkxnk

Ty

T

T=0"'TO = .
-

kjer je T] definiran v . Tako za matriko G = S + T velja:
G=0(G®G@...®GLO0 " Kjer je matrika

Gf:m%q% Wq®[”im}@m@[*i%]@g@m@%)

—it;1 8 —itjo —itj, 8
blo¢no diagonalna. Iz S? + T? = I sledi, da mora za vsak j = {1,2,...,k} veljati
3? — til =1, 3? — tiQ =1,... s? — tjz’q = 1. V primeru, da blok T] vsebuje nicelne bloke
pa mora dodatno veljati s; = %1, iz cesar sklepamo, da imamo nicelne bloke v Tj, zgolj
na tistih mestih, ki lezijo na mestih blokov s;1"7*"  kjer s;£1. To pa lahko povezemo z

zvezo med hiperboli¢nim kosinusom in sinusom. Funkcija sh je namrec bijektivna, torej
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obstaja za vsak ¢, tak ©;,,, dajet;,, = sh(y;). Poleg tega vemo, da je ch(p;m) > 1,
v Trditvi pa smo pokazali tudi, da velja ch?(p;.,) — sh*(p;m) = 1. Tako obstaja
za vsak s; in t;,, tak @;.,, da velja |s;| = ch(@jm),tjim = €jmSh(@jm), €m = £1
(skladno s predznakom s;).

Pomagamo si Se z Zgledom |3.4.8| in ugotovimo, da lahko zapiSemo

[ 5j itj,m] _ [Gj,mch%',m ishijm

_ . 0,  @jm
—ttjm  8j —ishgjm ej,mcmpj,m] B ej,mexp(z |:*‘F’j,mv 0 )

Torej je
G = O(G1 D G2 D...PD Gk)O_l, kjer je
. o0, o [ o i
G, = diag(ejexpi [ﬂpj’h 9031} oo, €jq€XD |:*90j,qa i } Ejs e E).
Ce torej definiramo matriki:
E =0 diag((€1,1, €12, €1, €1y -5 €1 )5+ s (€kls €2y -+ - 5 Ehigs k- - -5 €8)) O,

K=0K ®Ky®...® Kp)O™ !, kjer je

K, = diag([_ﬁ;yl’vé’l} , [_3]’,,2,@32] [_2 g"3‘1] J0,...,0), je res B2 = [, K* =
—K in G = Ee'¥.

2. Dokaz zactnemo povsem enako kot v prvi tocki, saj veljajo povsem enake lastnosti in
zapiSemo matriko
G = O(G1 S5, G2 D...D Gk)O_l, kjer je

o . . 0, @1 - 0, ¢j4q
G, = diag(e;1expi [_%717 5 } e, €jq€XD1 [_%q) DUl L€y € ).

Sedaj pa upoStevamo, da je matrika pozitivno definitna, torej so po Trditvi 4.1.3| vse

lastne vrednosti matrike G pozitivne, torej so vsi €;; = 41, kar pomeni, da

_ : . 07 ®j,1 . 07 ®j,2 . 07 Pj,q
G, = diag(expi [_%’1’ ) ] ,exXp i [_%’2’ R NS S 2 1),
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torej je:

K = diag([ 0 @0][ 0 @0][ 0 Sng},o,...,o)mE:[.

—¥j,1,

S pomocjo pravkar dokazane leme dokazimo naslednjo trditev.

Trditev 3.4.16. Kompleksno ortogonalno matriko O lahko vedno zapisemo kot
O = Re'K,
kjer je R realna ortogonalna, K pa realna antisimetricna matrika.

Dokaz. Trditev bomo dokazali s pomoc¢jo Leme [3.4.15] ki jo bomo uporabili na matriki
G = 0*0. Dokazimo, da je matrika G hkrati ortogonalna in pozitivno definitna hermitska

matrika.

Ker velja GTG = (0*0)T(0*0) = OT(0*)T0*0 = OT(0)T(0)TO = OT(0)(0" )0 =

OTOO-10 = OTO = I, je matrika G ortogonalna.

Da je matrika GG hermitska, ni tezko dokazati. Velja namre¢ G* = O*O = . Poleg tega velja
v*Gv = v*O*Ov = (Ov)*(Ov). Ker je matrika O obrnljiva, je (Ov)*(Ov) > 0; za vse v # 0,
kar dokazuje, da je G res pozitivno definitna. Ker je G so¢asno ortogonalna in pozitivno
definitna hermitska matrika, jo lahko po 2. tocki Leme zapisemo kot G = e*X kjer
je matrika K realna antisimetri¢na.

Ce definiramo matriko R = Oe % je Re'f = Oe K = O, saj matriki iK in —ilX
komutirata. Dokazati moramo samo Se, da je matrika R res realna ortogonalna. Velja namrec
RTR = (Oe )T 0™ = ¢ K0T0e™F = B e = [ in R*R = (Oe )*Oc K =
e EO*Oe K = 71K 2K e~ iK — [ kar pomeni, da je R sotasno ortogonalna (RTR = I) in

unitarna (ETR = I), kar pomeni, da je R = R, torej je R realna. [
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Lema 3.4.17. Naj bo matrika D socasno simetri¢na in unitarna. Potem lahko matriko D

zapisemo kot:

kjer je S realna simetricna matrika.

Dokaz. Dokaz zaénemo podobno kot pri Lemi [3.4.15] Matriko D zapiSemo v obliki D =
U+iV, kjer sta U in V realni matriki. Nato pois¢emo matriki D = U—iV in DT = UT+iV'T.
Ker je D simetri¢na, velja D = DT, torej mora veljati U + iV = UT + V7T, kar pa je res
natanko tedaj, ko U = U? in V = V7, kar pomeni, da sta matriki U in V' simetri¢ni.
Ker je matrika D unitarna, velja DD* = I oz. DD = I, saj D simetri¢na. Torej mora veljati
(U+iV)U —iV)=U?+V2+i(VU —=UV) = I ozitoma U? +V? = [ in VU = UV torej
sta matriki U in V' komutirajoci.
Realni matriki U in V' sta simetri¢ni, zato so po Trditvi njune lastne vrednosti realne.
Naj bodo sy, s9,...,s, lastne vrednosti, ki pripadajo matriki U in tq,1s,...,t, lastne vre-
dnosti matrike V. Ker je matrika U realna normalna, obstaja po Posledici taka realna
ortogonalna matrika P, da je

spImMXm

~ soIM2%X"M2

U=P'UP= . ,

Sklnk Xnjp

(kjer je k enak stevilu razlicnih lastnih vrednosti matrike U). Toda matriki U in V' ko-
mutirata, zato je po Trditvi [3.2.21| matrika V = P~V P blotno diagonalno sestavljena iz
diagonalizabilnih blokov ‘//\1 @ \72 ©...P ‘7k Tako obstaja za vsak blok ‘73 taka realna orto-

gonalna matrika R;, da je

V,=R;

‘7 .
tj,'ﬂj

Poleg tega je Rj_l(st”jX"j)Rj = 51" . Naj bo sedaj R = Ry ® Ry @ ... ® Ry in naj bo
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realna ortogonalna matrika O = PR. Potem je

t1
to

v=o| ” o' in V=0 o1

Sn tn

Iz U? + V? = I pa sklepamo, da mora veljati tudi SJQ- + t? = 1, kar lahko povezemo z
zvezo cos’p + sin®p = 1. Ker sta funkciji cos in sin bijektivni na R, obstaja za vsak
Jj €{1,2,...,n} tako realno stevilo ¢;, da s; = cosp;,t; = sing;.

Torej lahko matriko D = U +iV = O diag(s; +ity, 8o + ity ..., s, +it,)O~! preoblikujemo v
D = O diag(cosp; + isingy, cosps + ising; . . . , cosp, + ising, )0~
D = O diag(e™*, e ... %) 0.

Ce oznacimo S = O diag(¢1, 92 ..., ©,)O0~", je matrika S ocitno realna simetricna in lahko

matriko D konéno zapisemo kot D = . O

Trditev 3.4.18. Unitarno matriko U lahko zapisemo
U = Re",
kjer je R realna ortogonalna, S pa realna simetricna matrika.

Dokaz. Definirajmo matriko D = UTU. Pokazimo, da je matrika D so¢asno simetriéna in
unitarna.

Simetricnost matrike D je o¢itna, saj DT = (UUT)T = UUT = D. Ker je matrika U
unitarna, velja U*U = [ iz cesar sledi, da je UT(UT)* = I, kar pomeni, da je unitarna
tudi matrika UT. Torej je D*D = (UTU)*UTU = U*(UT)*UTU = U*U = I in DD* =
UTUWUto)* = UTuu*(UT) = UT(UT)* = I, kar dokazuje, da je matrika D unitarna. Ker
je matrika D soCasno simetri¢na in unitarna, obstaja po Lemi taka realna simetricna
matrika S, da velja D = .

Definirajmo e matriko R = Ue™®. Tedaj je Re’® = Ue™*¢® = U, saj matriki (—iS5) in (4.9)
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komutirata. Pokazati moramo le Se, da je R realna ortogonalna matrika. Najprej ponovimo,
da po 4. tocki Leme velja (¢/5)T = 5" = ¢/, Nato pa iz RTR = (Ue *)TUe™5 =
e~ BUTUe ™ = e ¥ De ™ = ¢ 19¢2%¢7%9 = [ sklepamo, da je R ortogonalna, iz R*R =
eSUUe™™ = e = I pa da je unitarna. Torej je R~' = R* in hkrati R~ = R” iz Cesar

sklepamo, da je R = R, torej je R res realna ortogonalna. O
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3.5 Polarna razclenitev kompleksne matrike

V tem podpoglavju bomo najprej dokazali, da lahko vsako kvadratno kompleksno obrnljivo
matriko razclenimo na produkt simetri¢ne in ortogonalne matrike. Nato pa s pomocjo tega
pokazali, da sta si dve podobni (hkrati simetri¢ni, ali antisimetri¢ni, ali ortogonalni) matriki

ortogonalno podobni.

Trditev 3.5.1. Vsako obrnljivo matriko A € C™*™ lahko razélenimo na:
A=50 in A= 0.5,

kjer je S = /(AAT) = p(AAT) in Sy = \/(ATA) = p(AT A) za nek polinom p(zx). Pri tem
sta matrikt S in S kompleksni simetricni, O in Oy pa kompleksni ortogonalni. Matriki S in

O (oziroma Sy, 01) pa sta komutirajoci natanko tedag, ko sta komutirajoéi matriki A in AT.

Dokaz. Ker je matrika A obrnljiva, je det(A) = det(AT) # 0, iz cesar sledi, da je det(AAT) =
det(A)det(AT) # 0, kar pomeni, da je obrnljiva tudi simetricna matrika AA”. Torej po Lemi
[3.3.8lobstaja tak polinom p(z), daje S = p(AAT) in S? = AAT. Matrika S = A+ (AAT)+
A (AAT)? 4 ... je torej vsota simetricnih matrik in je zato tudi sama simetri¢na.

Ker je det(S)? = det(S?) = det(AAT) = det(A)det(AT) # 0, sklepamo, da je matrika S
obrnljiva. Torej lahko definiramo matriko O = S~ A, za katero trdimo, da je ortogonalna.

Velja namrec:

O'S=A"15?
O7'S=A1AAT
O 1S =A"
O 't=ATs!

Ofl — AT(sfl)T
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o '=0"

S tem smo dokazali, da obstaja za vsako obrnljivo matriko A razcep A = SO, kjer je S
simetri¢na, O pa ortogonalna matrika. Toda v primeru, da je matrika A obrnljiva, je obrnljiva
tudi A7, torej lahko zapisemo AT = SO, kjer S simetricna, O ortogonalna matrika. Zadnjo
enacbo transponiramo in dobimo A = OTST. Matrika O; = OT je seveda ortogonalna,
matrika S; = ST pa simetricna. S tem smo pokazali, da za vsako obrnljivo matriko A
obstaja tudi razcep A = O15].

Dokazimo $e, da je SO = OS natanko tedaj, ko AAT = ATA. Predpostavimo najprej,
da SO = OS. Ker je A = SO in AT = 0719, je AAT = S? in ATA = O715?0. Toda
matriki S in O komutirata, zato lahko zadnjo enakost preoblikujemo in ugotovimo, da velja
AAT = ATA = 52,

Sedajnaj bo AAT = AT A oziroma S? = O~15?0. V tem primeru mora matrika O komutirati

z matriko S? = AAT. Ker je S = f(AAT), sklepamo da O komutira tudi z matriko S. [
S pomocjo trditve o polarni raz¢lembi dokazimo naslednjo trditev.

Trditev 3.5.2. Ce sta podobni kompleksni matriki A in B hkrati simetriéni, ali antisime-
triéni, ali ortogonalni, potem sta si tudi ortogonalno podobni. Torej iz B = P~YAP sledi, da

obstaja taka ortogonalna matrika O, da velja B = O~'AO.

Dokaz. Naj velja B = P~'AP. Pokazimo najprej, da v primeru simetri¢nih, antisimetri¢nih

oziroma ortogonalnih matrik velja tudi BT = P~1ATP.

- Naj bosta A in B simetricni. Ce v enachi B = P~'AP namesto A pisemo A” in

namesto B pisemo BT, ugotovimo, da res

BT = p'ATP. (4)
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- Do enakega zakljucka pridemo tudi v primeru, da sta A in B antisimetri¢ni, saj ve-
lja AT = —A, BT = —B, zato lahko enacbho B = P !AP preoblikujemo v —BT =

P7Y(—AT)P, kar pa je enako izrazu , ¢e obe strani pomnozimo z —1.

- Denimo, da sta matriki A in B ortogonalni, torej velja AT = A=1, BT = B~!. Enacbo
B = P7'AP najprej z leve pomnozimo s P in z desne z B~! in dobimo enacbo
P = APB™!, katero z leve najprej pomnozimo z A~!, nato pa se s P~! in dobimo

P~1A71P = B!, kar pa seveda zopet lahko preoblikujemo v ().

Za obravnavane matrike torej iz enacbe B = P~'AP vedno sledi BT = P7'ATP. Tran-
sponirajmo sedaj zadnjo enacbo in izrazimo matriko B = PTA(P~Y)T. Vemo, da mora po
drugi strani veljati B = P~1AP, torej je PTA(P~1)T = P71AP, kar lahko preoblikujemo v
PPTA = APPT.

Sedaj si pomagamo s prejsnjo trditvijo. Ker je matrika P obrnljiva, jo lahko raz¢lenimo na
P = SO, kjer velja S = ST = v/PPT in OT = O~!. Poleg tega iz enathe PPTA = APPT
sklepamo, da matrika PP7 komutira z matriko A, kar pomeni, da tudi S = v/PPT komutira
z A, saj je VPPT polinom v matriki PPT.

V izrazu B = P7'AP matriko P zamenjamo z produktom SO in tako dobimo B =
O~1S71ASO, kar lahko preoblikujemo v B = O~ AO. Ker je matrika O ortogonalna, sta si

matriki A in B res ortogonalno podobni. [
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4 KANONICNE FORME KOMPLEKSNIH MATRIK

Cilj pravkar zacetega poglavija je poiskati kanoni¢ne forme simetri¢nih, antisimetri¢nih in

ortogonalnih kompleksnih matrik.

4.1 Kanoni¢na forma kompleksne simetricne matrike

Najprej pois¢imo inverz kompleksne unitarne matrike, ki nam bo v pomo¢ v nadaljevanju.

Zgled 4.1.1. Naj bo B = %

1
- ] antidiagonalna matrika in S = (I + iB) € C™".
E
Ker je matrika S vsota dveh simetricnih matrik, je tudi sama simetricna. Zaradi B?> = 1T,

pa sklepamo, da je SS* = (\%(I + ZB))(\/LE(I —iB)) = $(I + B?) = I, kar pomeni, da je

matrika S unitarna in da je njen inverz S~ = S* oziroma S™' = S, saj je S simetricna.
Trditev 4.1.2. Vsaka Jordanova kletka je podobna simetricni matriki.

- € C™™ Jordanova kletka z nic¢elno glavno diagonalo in
01
0
S = \%(I + iB) matrika iz prejsnjega zgleda.

01
Dokaz. Naj bo J = [ -

PokaZimo, da je matrika SJS™!, ki je unitarno podobna matriki J, simetriéna. Velja

SJS™'=SJS =1(I+iB)J(I—iB) = {(J—iJB+iBJ+BJB) = 3(J+BJB)+%(BJ—JB),
0 10 0
1 . 1.
kjer je BJ = , JB=1| - in BJB=| - ]
01" 5° T 1o
084 ‘ -10 1
Konéno zapiSemo matriko SJS™! = % [ S B o o , ki je vsota dveh
i01 i
10

simetricnih matrik, torej tudi sama simetricna. S tem smo pokazali, da je Jordanova kletka

z nicelno glavno diagonalo unitarno podobna simetri¢ni matriki.

AL 0 0
0X 1 0
Pokazati zelimo, da to velja za poljubno Jordanovo kletko oblike J(A) = | : -. .. :| =
0 ..o oAl
0 . 0.\
J + M. Ker je matrika SJ(A\)S™' = S(J + MX)S™! = SJS™H + SAIS™! = SJS™ 1+ Al

simetricna, je ocitno vsaka Jordanova kletka podobna simetri¢ni matriki. O]
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Posledica 4.1.3. Poljubna kvadratna kompleksna matrika je podobna simetricni matrika.

Dokaz. Vemo, da obstaja za vsako kvadratno matriko A taka obrnljiva matrika P, da je
A = PJP™! kjer je matrika J direktna vsota Jordanovih kletk. Dovolj je torej, da pokaZzemo,
da je direktna vsota Jordanovih kletk J = J(A\) & J(A2) & ... & J(A\,) podobna simetricni
matriki.
Ker je po prejsnji trditvi vsaka Jordanova kletka J(\;) podobna simetri¢ni matriki
24 1 -10

. 1 1 2yt i —tod

SidiS;T + Nl =3 L D) o !

12\ 1
12 01

je simetri¢na tudi direktna vsota simetri¢nih matrik

q
7j=1

Posledica 4.1.4. Vsaka kompleksna simetricna matrika je ortogonalno podobna simetricni

matriki §, definirana v (@

Dokaz. Po Posledici je vsaka kvadratna kompleksna matrika podobna simetri¢ni ma-
triki, torej to velja tudi za kompleksno simetricno matriko. V prejsSnjem poglavju pa smo v
Trditvi pokazali, da sta si dve simetricni matriki, ki sta si podobni, tudi ortogonalno

podobni. O

Posledica 4.1.5. Naj bo A neka kvadratna kompleksna matrika, J = P~*AP njena Jorda-
nova kanoniéna forma in AT transponirana matrika matrike A.

Potem obstaja taka obrnljiva matrika T, da je J = T-YATT Jordanova forma matrike AT

Dokaz. Po Posledici je matrika A podobna simetri¢ni matriki. Torej za neko obrnljivo

matriko R in simetri¢cno matriko S velja

A=RSR™" (6)
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Enacbo transponiramo in dobimo A" = (RT)'STRT = (RT)"'SRT, iz tesar sklepamo, da je
S = RTAT(RT)~. Izraz za matriko S nesemo v enacbo (6]) in dobimo A = RRTAT(RT) 'R~}
oziroma A = QATQ™!, kjer je Q = RRT.

Ker je A = PJP~!, mora veljati QATQ~! = PJP~! oziroma AT = Q='PJP~'Q. Oznacimo

T = Q'P in dobimo AT = T JT~!, kar pa je ravno Jordanova forma matrike A7 O
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4.2 Kanoni¢na forma kompleksne antisimetricne matrike

Podobno kot smo v prejsnjem podpoglavju izpeljali kanoni¢no formo kompleksne simetricne
matrike, bomo v tem podpoglavju poiskali kanoni¢no formo kompleksne antisimetri¢ne ma-
trike.

Preden to storimo, pa si oglejmo nekaj trditev, ki jih bomo potrebovali v nadaljevanju,

Trditev 4.2.1. Rang antisimetricne matrike je vedno sodo stevilo.

ki1 ki ... kip X7
ko1 koo ... kaon

Dokaz. Naj bo rang antisimetri¢ne matrike K = enak r. To pomeni,

[ S
da je stevilo linearno neodvisnih vrstic v matriki K enako r. Oznac¢imo njihov polozaj v

matriki z 71, 49,...,%.. Vse ostale vrstice pa lahko dobimo kot linearno kombinacijo vrstic
11,292, o oy Up.

kija kijo .o k"X

kig1 kig2 - - - Kign

V matriki K si izberemo podmatriko L = tako, da za vrstice vza-

memo le linearno neodvisne vrstice na mestihkii;lyii’;i,h?... ., :iff;ﬂll{er je v antisimetricni matriki
J-ti stolpec enak z —1 pomnozeni transponirani j-ti vrstici, so v matriki K stolpci na mestih
11,19, ...,1, linearno neodvisni, vsi ostali pa so njihova linearna kombinacija. Potem so tudi
v podmatriki L (skrajsani) stolpci, ki ne lezijo na mestih iy,1s,. .., 7, linearna kombinacija
stolpcev na metih iy, s, ...,%.. Stolpci 1,19, ..., 7, pa morajo biti Se vedno linearno neodvi-

sni, saj je rang matrike L enak Stevilu linearno neodvisnih vrstic v podmatriki L (torej r),

kar pomeni, da imamo v L natanko r linearno neodvisnih stolpcev.

Ce v podmatriki L obdrzimo zgolj stolpce na mestih ¢1,7s,...,7,, nam ostane matrika
kll‘zl k1177‘2 e . kll,lr rXT
Kiysiy Kigiig - - - Kig,ir .. .. .. . . . . SENEET
M = ' : ~ , ki je oCitno antisimetricna, saj so koeficienti na njeni dia-

Kipyiy Kipjig - - - k

iryir

gonali k;,, ;,, = 0, za preostale koeficiente k;, ; pa velja ki, ;, = —ki ;.

[zracunajmo Se determinanto matrike M. Ker za poljubno matriko velikosti r x r velja
det(M) = det(MT) in det(—M) = (—1)"det(M), sklepamo, da za antisimetricno matriko

M velja det(M) = (—1)"det(M). Za sodi r torej velja det(M) = det(M), za lihi r pa je
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det(M) = —det(M), kar je res zgolj v primeru, da det(M) = 0. Toda ker je podmatrika M

obrnljiva, je njena determinanta nenicelna, zato sklepamo, da je r res sodo stevilo. O

Trditev 4.2.2. Vsaka Jordanova kletka J(—\) € C™*" je podobna matriki —J(\) € C**™.

Dokaz. Pri dokazu si pomagajmo z [9] in dokazimo, da obstaja taka obrnljiva matrike D, da

je DJ(=\)Dt = —J(\).
1
-1
1

Vzemimo matriko D = - € C™", za katero ocitno velja DD = I, torej je
(i
D™ = D. Sedaj izracunajmo produkt matrik DJ(—\)D~'.
1 -1 —X 1 —Xo 1
. 1 —o 1 Ao 1 :
Ker je DJ(—\) = : e = s - , je produkt
. T C(=1)"
. (_1)n+1 _)\0 (_)\O)n
o ,\10 -1 = L o __)\10 -1
DJ(=A\)D = o : = " = —J(A).
(=1 . |
(_,\O)” (71)n+1 —/\()
O

Trditev 4.2.3. Vsaka Jordanova kletka, ki pripada lastni vrednosti A = 0 in je lihe velikosti
n X n, je podobna matriki, ki ima na prvi polovici superdiagonale razporejene 1, na drug:

polovici pa —1.

1 2 X732
1
Dokaz. Oglejmo si matriko M = (M, & My) € C™*", kjer n lih, M; = [ - ] in
1

n+1 n+1
L T2 X2
M, = B . Kerje MM =1I,je M~' = M, Jordanova kletka J(0) € C"*"
1
-1
pa je podobna matriki M .J(0)M.
[nT_lan_l 01
1 01
1 .
[zracunajmo najprej produkt M J(0) = : - . Ta ima pr-
. 0 (1)(1)
vih 2L vrstic enakih kot matrika J(0), preostale 4% vrstice pa se od J(0) razlikujejo le v
01
b
tem, da je vsaka liha pomnozena z —1. M J(0) = 0 -1
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01

o~
o~
|
—

Izracunajmo se produkt (MJ(0))M = . Prvih

T 1
o1 —1
”T_l je seveda enakih kot v matriki J(0), za preostale ”TH vrstice pa velja: v 1—ti vrstici
imamo od ni¢ razlicen koeficient le na mestu i + 1, kjer mnozimo med seboj 1 (oz. —1)

z —1 (1). Koeficienti, ki lezijo na drugi polovici prve superdiagonale so torej enaki —1.
01

MJ(0)M = 01 . O
0 dnxn

Trditev 4.2.4. Naj bo J Jordanova kletka z nicelno glavno diagonalo, velikosti n x n.

Zam > n je J™ =0 in tedaj Jordanova forma matrike J vsebuje n Jordanovih kletk (velikosti

1x1). Zan >m pa imamo v Jordanovi formi matrike J™ natanko m Jordanovih kletk.

01
Dokaz. Poglejmo, kaj se zgodi pri potenciranju kletke J. Ker je J = L ) ] , je

0
0...01
0001 : .
001 R
J2:[ ’;;II,J?’: 1|, Vmatriki J™ = - - §| setako prva
°0 0 :
° 0
vrstica zacne z m niclami, zadnji stolpec pa se konca z m niclami.
00
- Zan <m je matrika J" = T o in prvi del trditve oc¢itno drzi.
0
0...01
-Zan > mpajeJ" = E ‘ - :(1) . Ker pripadajo vse kletke lastni vrednosti

"0
0, je dimenzija jedra Jordanove forme matrike J™ enaka dimenziji jedra matrike J™.

Slednja pa je enako m, saj lahko linearno neodvisne vektorje, ki jih matrika J™ unici

1 0 0
0 1 0
. 0 0 1 . ..
zapisemo: [0, [0], |0 ... vse do vektorja, ki ima 1 na m—tem mestu, povsod
0 0 0

drugod pa nicle.
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Trditev 4.2.5. Naj bo rang antisimetricne matrike K € C"*" enak r.

1. Ce je g # 0 lastna vrednost matrike K, je tudi —\o lastna vrednost matrike K.
Poleg tega je stevilo Jordanovih kletk, ki pripadajo Ny enako stevilu Jordanovih kletk,

ki pripadajo lastni vrednosti —\g. Se vec: ¢e pripadajo lastni vrednosti Ny kletke

)\O 1 )\0 1
J(Ng)™ ™ = _— o JD) M = —
( ) )\0 1 ? Y ( ) )\0 1 ’
/\0 ni1 Xni )\0 Nt XNt
potem pripadajo lastni vrednosti —\g Jordanove kletke
X 1 —Xo 1
J(=A)" "M = o J (=) = SIS
( ) _)\0 1 ) Y ( ) _)\0 1
—Xo n1xXni —Xo nE XN

2. Ce je A = 0 lastna vrednost matrike K, potem je stevilo Jordanovih kletk sode velikosti,

ki ustrezajo lastni vrednosti A = 0, sodo.

Dokaz. 1. V Posledici [3.2.7] smo pokazali, da v antisimetricni matriki /K lastne vrednosti
vedno nastopajo v parih oziroma da iz dejstva Ay € Sp(K) sledi, da tudi —\g € Sp(K).
Pokazimo $Se, da ¢e je v Jordanovi formi matrike K kletka J(\g)"*™ ki pripada lastni
vrednosti \g, potem ima Jordanova forma tudi kletko enakih velikosti J;(—\g)™*™, ki
pripada lastni vrednosti —\g.

Po Posledici [4.1.5 ima vsaka kompleksna matrika povsem enake Jordanove kletke kot
njena transponirana matrika. Ker je v nasem primeru K7 = —K, mora pripadati

Ao 1

poljubni Jordanovi kletki J(\g) = S matrike K v matriki —K blok
0
/\0 MN; XNy

—Xo —1
R . Toda po Trditvil4.2.2|je vsaka matrika —.J()g) podobna Jorda-
’ —Xo N XNy
novi kletki J(—\g), ki pripada lastni vrednosti —X\g. V Jordanovi formi antisimetri¢ne

matrike mora torej za vsako Jordanovo kletko, ki pripada lastni vrednosti \g, nastopati

tudi Jordanova kletka enake velikosti, ki pripada lastni vrednosti —\g.
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2. Oznacimo stevilo Jordanovih kletk, ki pripadajo lastni vrednosti A = 0 in so velikosti
n; X n; z 0,, in pokazimo, da je za vsak sodi n; stevilo ¢,,, sodo.
Defekt matrike d = n—r (kjer r = rang(K € C"*")) je enak stevilu linearno neodvisnih
lastnih vektorjev, ki pripadajo lastni vrednosti A = 0. Ker je matrika K antisimetricna,
je stevilo r sodo, kar pomeni, da je stevilo d sodo (liho) natanko tedaj, ko je stevilo n
sodo (liho).
Iz K = —KT pasledi, da je matrika K2 = (—K7)(—K7T) = (K?)T simetri¢na, matrika
K3 = —(K3)T antisimetri¢na, K* simetricna, ... torej so defekti dy = n—rang(K),dz =
n —rang(K3?),ds = n —rang(K?),...ds, 1 = n — rang(K* 1) hkrati sodi (lihi).
Po drugi strani je defekt matrike enak Stevilu Jordanovih kletk, ki pripadajo lastni
vrednosti A = 0, saj nam da vsaka kletka J(0) natanko en linearno neodvisen lastni
vektor. Defekt matrike K je torej enak d = 01 + 0o + 03 + . . ..
Pois¢imo se defekte oz. stevilo kletk z lastno vrednostjo A = 0 v matrikah K3, K5, .. ..
S pomocjo Trditve [4.2.4] in dejstva, da je vsaka Jordanova forma blocno diagonalno
sestavljena iz Jordanovih kletk, ugotovimo, da lahko defekte lihih potenc matrike K
dolo¢imo po formulah:

di =061 +0a+ 035+ ...,

d3 =01 4205+ 3(03 + 04+ ...),

dm =01 +200+ ...+ (m — 1)1+ m(dp, + Opms1 + - .),

Ker morajo biti vsi defekti lihih potenc matrike K hkrati sodi oz. lihi, mora to veljati
tudi za d; in ds. Vse d;;5 € N (razen ;) pa so tako v izrazu za d; kot v izrazu za ds

pomnozene z lihim stevilom, torej je njihova vsota v obeh izrazih hkrati soda (liha).
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Na hkratno sodost oz. lihost d; in d3 tako vpliva le 9o, ki mora biti o¢itno soda, saj
je v izrazu d; pomnozen z liho 1, v izrazu za ds pa s sodo 2. Na podoben nacin iz
enach za d,,_1 in d,,+1 ugotovimo, da mora biti tudi d,, (kjer m soda) soda, saj edino
to stevilo vpliva na sodost obeh defektov in je v prvem primeru pomnozeno z lihim, v
drugem primeru pa s sodim stevilom. Torej so res vsa Stevila do,; n € N soda.

]

Zapisimo sedaj Jordanovo formo poljubne antisimetricne matrike. Ker vrstni red kletk v
Jordanovi formi ni pomemben, lahko Jordanovo formo antisimetri¢ne matrike sestavimo na

slede¢ nacin:

- Najprej zapisemo pare Jordanovih kletk (enakih velikosti), ki pripadajo lastni vre-

dnosti £, ter pare (sodokrat ponovljenih) Jordanovih kletk sode velikosti, ki pri-

padajo lastni vrednosti A = 0. Tako dobimo za vsak par lastnih vrednosti blok
Ai 1
o1
M —(3\2- 1 , ki ga sestavljata dva bloka enake velikosti % x % in je
1
—Xi n; XN;
Al
1
po Trditvi |4.2.2 podoben matriki J(£X;)" <™ = A

. —1
—Ai n; Xn;

- Nato zapisemo Se Jordanove kletke, ki pripadajo lastni vrednosti A = 0 in so lihih veli-
01

kosti. Te kletke so po Trditvild.2.3/ podobne matriki J(0)% %" = 0 § 1

0 njXn;

Sklepamo torej lahko, da je vsaka antisimetri¢cna matrika podobna matriki

Jx = diag(J(EX)™X™ L T ()™ J(0)X L J(0) ),

kjer so stevila ny, ns,...,n, soda, stevila ny, no, ..., n, pa liha.
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Trditev 4.2.6. Poljubna zgoraj zapisana matrika Jy je podobna antisimetricni matriks.

Dokaz. Najprej si oglejmo matriko 7T"*" = \%(I —1B), kjer je I je identi¢na matrika ve-
1

likosti n x n, matrika B = pa antidiagonalna matrika velikosti n x n. Ker je

.
TT* =1(I? + B?) in ker je B> =1, je TT* = I, torej je T! =77 = \%(I%—ZB).

Sedaj pa pokazimo, da sta bloka J(£\;)"*™ in J(0)%*" (v matriki Jx) podobna antisime-
tricnemu bloku.

Naj bo K(:t)\(])nxn _ Tnxn(](:t/\(])nxn(Tnxn)—l’ kjer J(i/\o)an _ DY j;\i .

R
. =i I nxn
Potem je:

2K (+Xo) = (I — iB)J(£A)(I + iB) = J(£Ag) + BJ(£Ao)B + i(J(£Ae) B — BJ(£A)).

Ko poiséemo produke:

Al . [ LA
. = 1.
N0 : 0 A
J(i)\O)B == 7/\1, 1 . = —1 7/\1‘ 5
-1 1 1
—\; Y
r ] [ — A 7]
. 1A Y
! 0 3
. i —1 —
BJ(+\)B = 1=\ = =X A\ ,
1 ' 1 X
1
1 1 )
L= . L 1 As
1 Al _—/\f
1
1 .1 Y
_ - Ai 0 _ -Xi —1
B‘](i)\o) - : - —1 - Ai 01
1 .o o1
1
1 —/\1 by
N A1

in jih sestejemo
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_7)\' = — —
Al Y LA
: 1.
o1
0 N
Xi O -1 =X\ . i .
Con -1 0 A + 1A +1
1 X\
Y L —1 .
' i i —Xi -
r 0 1 - - i 2\, T
Ad 7
e -101 i
)\i ’ 1 i L
0 2X\; ¢
A1 -100 ) g
N0 = 00 -1 + —i —2); 0 :
-1 10 . -
SV o
-1 -1 ..
=i —1 1 0 4 L —2X; —1

ugotovimo, da je matrika K (-i)\o)”xn vsota dveh antisimetri¢nih matrik in zato tudi sama

antisimetric¢na.

Podobno je matrika K™*" =

TanJ(O)ﬁ ﬁ(Tfl)n

, kjer J(0)">"

01

"0
liha Stevila 7 antisimetriéna, saj je matrika 2K = J(0) + BJ(0)B +i(J(0)B — BJ(0)) =
01 %0 10" 0%
T TR ] BT L ) B T
C—1 i0 -10 01"

L 0 10 0 01
-0 1 10
~101 101
101 . I .. o )
10 -1 +1 . 6 _01 1 vsota dveh antisimetriénih matrik.
1 0 71 -1 0 -1
10 -1

Ker je vsak blok J(i)\)”xn je podoben bloku K (4Xg)™ " in vsak J(0)"*™ bloku K™*", j

matrika

Jr = diag(J(EA)™" ™ L

podobna antisimetricni matriki

K = diag(K (£XA)™"™, ...

K (d2,)m7m = L

—
+
N[ =

—1

L —2\; —1 .

.

ST (A )X

L IC(FE N )X

—2X; 0

Jﬁv X Ty )
)

(KT Ker je

72X 7]
A

i
0 2\ i

—1

i={1,2,...

u},
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01 10
-101 101
K omXfum 1 _1(1)(1) 1 4+t 101 ;m = {1,2 v} [
=3 : 5 5 sm=11,2,...v;}.
10 -1 -10 -1
10 -1 0 -1

Posledica 4.2.7. Poljubna kompleksna antisimetricna matrika K je ortogonalno podobna

antisimetricni matriki K, definirani v (@

Dokaz. Ker je poljubna antisimetricna matrika K podobna blotno diagonalni matriki Jg,
ki je podobna antisimetricni matriki K , je tudi K podobna K. Toda za dve podobni antisi-

metricni matriki smo v Trditvi pokazali, da sta si ortogonalno podobni. O

Opomba 4.2.8. Naj bo sedaj antisimetricna matrika K realna. Tedaj je matrika K nor-
malna, zato je podobna diagonalni matriki, ki ima po diagonali razporejene lastne vrednosti
matrike K. To so lahko samo konjugirani pari cistih imaginarnih kompleksnih stevil £ipy
ali pa stevilo 0.

Ce uporabimo pravkar obravnavano podpoglavje, ugotovimo, da je matrika K podobna matriki
Ji, ki jo bloéno diagonalno sestavljajo kletke oblike J(£X;)>* = %", ] in J(0)"** = [o],
ta pa je podobna matriki TJxT™' = K= aliag([_?p1 ‘%1} e [_?Ou “00“} ,0,...,0).

Omenimo, da smo ravno tako matriko dobili tudi v Trditvi|3.2.25.
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4.3 Kanoni¢na forma kompleksne ortogonalne matrike

Preden se posvetimo iskanju kanoni¢ne forme za kompleksno ortogonalno matriko, si oglejmo

nekaj trditev, ki jih bomo potrebovali v nadaljevanju.
Trditev 4.3.1. Naj bo K antisimetricna matrika. Potem je matrika O = e ortogonalna.

Dokaz. Ker je matrika K antisimetricna, je OT = (ef)T = X = ¢7®. Po drugi strani
je Ot = ()71, Toda na strani smo pokazali, da je (eX)™! = e K. Torej je res

o =071 O

Trditev 4.3.2. Naj bo lastna vrednost matrike A # 0. Potem sta si J(3) € C™" in

(J(N)~t € C™™ podobni.

Dokaz. Pri dokazu si pomagajmo z [9]. Naj bo B = J(5) € C™". Ker za k € N velja

#0; k<mn;
(B—+1)F = , je karakteristi¢ni polinom matrike B enak njenemu minimal-

0; k>n

nemu polinomu pg(z) = mp(x) = (x — %)n
Ker 0 ni lastna vrednost matrike B, obstaja inverzna matrika B~!. Za vsak k < n — 1 velja

tudi B¥(B~1)* = I. Posledi¢no je
#0; k <mn;

Nk = , kar pomeni, da je mini-

AB™H)*.0=0; k>n

malni polinom matrike B~! enak mp-1(z) = (x — \)" = pp-1(x). Ker je velikost matrike

(M — B~ = AB~1)(B —

1
A

B~! enaka n x n, sklepamo, da je Jordanova forma matrike B~! enaka J()\) oziroma, da
obstaja taka matrika P, da velja B~' = PJ(A)P™', iz ¢esar sledi, da je (B~')™' = J(5) =

P(J(X)~'P~'. Matriki J(3) in (J(X))™! sta si torej res podobni. O

Trditev 4.3.3. Ce je \g (A2 # 1) lastna vrednost ortogonalne matrike O, je tudi /\io lastna

vrednost matrike O.
Ao 1
Poleg tega imamo v Jordanovi formi matrike O za vsako Jordanovo kletko - A - ,
0
nxn
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ki pripada lastni vrednosti Ny, kletko (enake velikosti), ki pripada lastni

-
1
a1
Ao nxn
vrednosti /\i

0

Dokaz. Naj bo A\ lastna vrednost matrike O in v njen lastni vektor, torej Ov = A\gv. Ker je
O obrnljiva in Ay # 0, lahko enac¢bo na obeh straneh pomnozimo z O~! in % Tako dobimo
Aiov = O~ v, kar pomeni, da je /\io lastna vrednost matrike O~!. Toda ker je O~! = OT in ker
po Lemi Sp(OT) = Sp(0), je tudi )\lo lastna vrednost matrike O. S tem smo dokazali
prvi del trditve.

Pokazimo $e, da v Jordanovi formi ortogonalne matrike O nastopa za vsako kletko J(\) €

C™ " kjer A3 # 1, tudi kletka enakih velikosti, ki pripada lastni vrednosti %0

Zapisimo Jordanovo formo matrike O kot direktno vsoto

1
PTIOP = J(Xo)""™ & I @ AmXme
0

kjer kletka J(\g)™*™ pripada lastni vrednosti g, kletka .J (/\—10)”””]' lastni vrednosti /\io, blok
Ay¥*™ pa je direktna vsota preostalih Jordanovih kletk (te lahko pripadajo tudi lastnima
vrednostma A, %)

Matrika O~" je tako podobna matriki P~'O™'P = (J(Ag)™"™ @ J(5;)" "™ @ Ay ™)~ =
(J(Ao) ™)~ @ (J()\io)"jxnj)*l @ (A"~ ki pa je po Trditvi podobna matriki
T @ T(a) @ (A,

Toda ker je O = O~! in ker ima po Posledici vsaka matrika povsem enake Jordanove

kletke kot njej transponirana matrika, mora veljati

1 1
P(J()\Q)’nlxnl @ J(/\_O)annj @ Agank)P—l — P(J()\O)n]-Xn]- @ J()\_O)mxnl @ (A;kank)—l)P—l,

iz ¢cesar sklepamo, da mora biti Stevilo in velikost kletk, ki pripadajo lastni vrednosti \g

vedno enako stevilu in velikosti kletk, ki pripadajo lastni vrednosti %O ]
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Lema 4.3.4. Za vsako ortogonalno kompleksno matriko O = SJS™' obstaja tak polinom
g(\), da za matriko g(O) = P = SJS™! velja P* = P in P? = P, za vse Jordanove kletke

matrike O, pa velja

o [vixmis X =1

g™ =
Qrixmis N #£1

Dokaz. Vemo, da je vsaka matrika podobna svoji Jordanovi formi. Naj bo O = SJS™! =
S(B; @ By)S™!, kjer blok B; € C"*™ sestavljajo Jordanove kletke, ki pripadajo lastni
vrednosti 1, blok By € C"*™ pa Jordanove kletke J()\;), kjer je \; € Sp(O) in \; # 1.
Sedaj lahko podobno kot v dokaz Leme [3.3.8 poiséemo tak polinom g()), da bo g(By) =1 €

C™>*™ in g(By) = 0 € C"*"2. Potem je
P =g(0) = Sg(J)S™t = S(I™*™ g r2xn2) g1

iz Cesar sledi P? = P.

Pokazati moramo le e, da je matrika P simetri¢na. To bo res natanko tedaj, ko bo PT = P
oziroma ko bo za ortogonalno matriko O veljajo g(OT) = g(O™!) = g(O).

Ker je g(O™) = g(By* @ By') = g(By!) @ g(By "), lahko obravnavamo vsak blok posebe;.
Pokazimo najprej, da je g(B;') = g(B1) = I. Ker je By = I + N, kjer je N nilpotent,
s stopnjo nilpotentnosti m in m x m velikost najvecje kletke v bloku B;, mora za neke
koeficiente a; veljati:

I=g(B)=g(I+N)=al+a;(I+N)+ax(I+N?*+...4an 1(I+N)""' =agl +a,(I+
N)+as(I+2N+ N+ +ap (I + ("N + (" N>+ o+ (D) N™ ) = (ag+ar +

ot @) I+ (a1 +2a2+. ..+ (Mm—1)am_1)N+...4+ (amo+(m—1an_1)N" 2 +a,,  N™!
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oziroma

a0+a1—|—...+am_1 = 17

a1+2a2+...+(m—1)am_1 = 0,

Kerje (I = N+ N? - N3+ ...+ (-1)™!N" )+ N)=(I-N+N*-N>+.. .+
(=)™ IN™ )+ (N = N2+ N3 — N*+ ...+ (—=1)""!N™1) = ], sklepamo, da je inverz
bloka By enak (I — N+ N?—N3+...+(=1)""!N™1) kar lahko zapisemo kot (I — Np(N)),
kjer je polinom p(N) = (I — N + N*> = N? + ...+ (=1)™" ' N™1),

Potem je

g(Bi") = g(I-=Np(N)) = apl+a;(I—=Np(N))+as(I—=Np(N))*+. . 4ap_1(I-Np(N))™ ! =
(ao+ a1+ ...+ am1) + (a1 + 2a2 + ...+ (m — Day,—1)(Np(N)) + ... + (an,,_, + (m —
)am—1)(Np(N))"=2 + a,,_1(Np(N))™ !, kar pa je po zgornjih enacbah ({8)) res enako (ag +
a1+ ...+ au ) I+0+...+40=(14+0+...+0) ] =1.

Sedaj pokazimo ge, da je g(B; ') = g(By) = 0. Po Trditvi imamo za vsako Jordanovo

Al
kletko J(\;) = A ) , kjer A2 # 1 v bloku B, tudi kletko (enake velikosti)
' )\i Mg XN4
Svllt
J(3) = % ) , ki je po Trditvi [4.3.2| podobna matriki (J();))~!. Upostevajo¢
%i MN; XNy

dejstvo, da iz O = SJS~! sledi O~! = SJ1S7!, ugotovimo, da vsaki Jordanovi kletki

J(\;) (kjer A? # 1) matrike O ustreza v matriki O~! Jordanova kletka enake velikosti .J (%)

za katero pa je g(J(+)) = 0. To pa pomeni, da se vse kletke bloka B;' (razen tistih, ki

1
A

pripadajo lastni vrednosti A = —1) s polinomom g(z) preslikajo v 0.
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Pokazimo, da se tudi inverz kletk J(—1), ki lahko sestavljajo blok B;*, preslikajo z g(x) v 0.
Oznacimo z Bs blok v By, ki ga sestavljajo vse Jordanove kletke J(—1). Zanj lahko podobno
kot smo za blok Bj zapisemo B3z = —(I + Ny), kjer je Np nilpotent s stopnjo nilpotentnosti
in [ x [ velikost najvecje kletke v bloku B3. Dokaz nadaljujemo povsem analogno kot zgoraj
(v primeru bloka Bj) in ugotovimo, da mora za neke koeficiente a; veljati:

0=g(B3) =g(—(I+N1)) =aol +ar(—(I+ N1)) +as(—(I+ N1))* +as(—(I+Np))* +...+
a1 (—(I+Np)"t = agl —ay (I+Ny)+as(I+Ny)?—as(I+Ny)3+. . +(=1)" Lo (I+Ny) -t =
aol —ay(I+Ny)+as(I+2N+N2) —. . +(=1)La I+ (T ) N+ (G5 N+ 4+ ()N =
(ap—ar+ ...+ (=1)"ai)] + (—a1 + 2a3 — ... + (=) — D)ay_1) Ny + . ...

(=1 2a;_o + (=11 (I = Da_1 )N 2 + (=1)"a;_, NI7! oziroma

ag— a1+ ...+ (—1)l71al,1 = O,

—ay +2ay — ...+ (=) = Da—y, = 0,

Kerje —(I—N;+N?—Nj+...+(—1)""'N7) inverz bloka Bs, kar lahko zapisemo kot By * =
—(I—Ny7(Ny)), kjer je polinom r(Ny) = (I =N +NE—=Nj+. . +(=1)™'NTY) je g(By ') =
g(—(I—=Nyr(Ny))) = agl +ay (I — Nyr(Ny))+aa(I—Nir(N1))2+. .o 4+ai 1 (I — Nyr(Ny)) -t =
(ap —ay + ... + (=) ra_ )T + (—ay + 2a3 — ... + (=)0 — Dag_y)(Nyr(Ny)) + ... +
(=1)"2aia + (=) (I = Dag—1) (N1r(N) 2 + (= 1) a1 (N7(Ny))' L, kar je po enacbah
(©) res enako 0. g(z) je torej v inverzu Jordanovih kletk J(—1) res enak g((J(—1))!) =

0. [l

Trditev 4.3.5. V primeru, da je lastna vrednost ortogonalne matrike O enaka N\g = 1 ali
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Ao = —1, je stevilo Jordanouih kletk sode velikosti, ki pripadajo Ao, sodo.
Dokaz. Dokaz razdelimo na tri dele.

- Najprej predpostavimo, da 1 je lastna vrednost ortogonalne matrike O, —1 pa ne.
Torej je det(I — O) = 0 in det(I + O) # 0, kar pomeni, da za matriko (I + O) obstaja

inverz (I + O)~!. Sedaj definirajmo matriko
K=(I+0)"I-0).

Kerje ([+O0)(K+K")(I+07)=([I+0)((I+0)*(I-0)+(I-0")(I+0") )1+
O =I+0)I+0) ™ ((I-0)+(I+0)I-0")I+O0T)™H))(I+0T) = ((I-0)(I+
O+ (I+0)(I-0)")I+O0T) 1 (I +0") =21 —2007 = 0 in ker sta matriki (I +O)
in (I +OT) obrnljivi, mora veljati K + KT = 0. Torej je matrika K antisimetri¢na.

S pomocjo definicije matrike K izrazimo e matriko O. Ker je K = (I + O)~Y(I — O),
je po mnozenju z leve z (I 4+ O) in po krajsanju O(I + K) = I — K. Toda enacbo lahko
pomnozimo z (I + K)', saj je matrika I + K = (I +O)" ' (I +0)+ (I + O)"}(I —
O)={UT+0)Y(I+0+1-0)=2I(I+ O)~! obrnljiva. Matrika O je torej enaka
O=(I-K)(I+K)™

Opazimo, da za racionalno funkcijo f(A) = (1 — A\)(1 + \)~! velja, da je f(K) = O

11
in f(O) = K. Torej je po Posledici [3.3.7] stevilo Jordanovih kletk [ . 1] v
' 1 nxn

01
Jordanovi formi matrike O enako stevilu Jordanovih kletk [ T 1] v Jordanovi
. 0 nxn
formi matrike K. Toda v Trditvi smo pokazali, da je stevilo Jordanovih kletk
J(0), ki pripadajo antisimetri¢ni matriki K in so sode velikosti, sodo, torej je sodo tudi

stevilo Jordanovih kletk J(1), ki pripadajo matriki O in so sode velikosti.

- Primer, ko je —1 lastna vrednost matrike O, 1 pa ni njena lastna vrednost, resimo na

povsem analogen nacin kot zgoraj, le da namesto O obravnavamo matriko —O.



Benedik S. J. Kanoni¢ne forme kompleksnih matrik
Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije Koper, 2012 69

- V zadnjem delu dokaza pa predpostavimo, da sta tako 1 kot —1 lastni vrednosti matrike
0, mo(A) = (A = 1™ (A + 1™ [T, (A= AP A — 1)y £ £13) = 1,2,...u)
njen minimalni polinom in matrika P = ¢g(O), kjer je g(O) polinom iz Leme tak,
da je P simetriéni idempotent. To je simetricna matrika, za katero velja P? = P.

Definirajmo Se matriko

kjer je polinom h(x) = (z — 1)g(z).

Ker je Q = ((S(BTY™ @ By?*")S—1) — [)S(I™>*™ @ n2xm2)S~1 = S((By*Y™ —I) @
(By2*™ —I))S~LS(Im>m @ on2xm2)S—1 in ker je (ByY*™ — [Mm>Xm)m — mXm e ma-
trika @) nilpotentna matrika s stopnjo nilpotentnosti m;.

Pokazimo, da je potem matrika R = Q(QT + 2I) antisimetri¢na. Uporabimo dejstvo,
da je P = PT = P2 ter da matrike P,O, 0" = O~! komutirajo, saj so vse polinomi v
matriki O. Torej je:

R=Q(QT +2I)=(0O-1PPT(O-IT+2I) = (OP — P)(PT(OT — 1)+ 2I) =
(OP — P)(PTOT — PT +2I) = OPPTOT — OPPT 4+ 20P — PPTOT + PPT — 2P =
OP?0T — P20 +2P0O — P?0OT + P? - 2P = POO™! — PO +2P0O — POT + P - 2P =
P+ PO — POT — P = P(O — O7) iz ¢esar ugotovimo, da je RT = PT(OT — 0) =
—P(O — OT) = —R, torej je matrika R res antisimetri¢na.

Po drugi strani iz definicije matrike R = Q(QT + 2I) sledi, da je R" = Q™"(QT +
2I)";n € N. Ker je matrika Q nilpotent, je (I + 3Q7)(I — QT + 3(QT)* — ...) =
I —2QT+ 1@ —..)+ (3QT — 1(QT)* +...) = I, torej je matrika (QT + 2I)"
obrnljiva, kar pa pomeni, da imata matriki R™ in Q" za vsak n enak rang.

Toda za antisimetri¢ne matrike smo v Trditvi pokazali, da imajo vedno sod rang.

Ker je R™ antisimetri¢na za vsako liho §tevilo n, je tudi rang matrik Q, Q3, Q°, ... sod.
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Na strani smo pokazali, da je stevilo Jordanovih kletk antisimetri¢ne matrike, ki
pripadajo lastni vrednosti A = 0 in so sode velikosti, sodo. V dokazu smo uporabili le
dejstvo, da za vsako antisimetri¢no matriko K velja, da so K, K3, K° ... sodega ranga.
Ker to velja tudi za antisimetri¢no matriko @), isti argumenti pokazejo, da je tudi v )
stevilo Jordanovih kletk J(0), ki so sode velikosti, sodo.

Toda ker je h(O) = @, lahko vsako kletko Jordanove forme matrike O preslikamo

11 0 ay am
s funkcijo h(z). Tako je h( [ T 1] ) = [ S ] , za neka Stevila
1 2nx2n - aOl 2nx2n
0o ...am

a;;i = 1,2,...m, kjer je oy # 0. Matriko A = : ] pa lahko pre-
2nx2n

est

0
01 0 0 04‘1 .. a'm
slikamo v kletko T . Velja namre¢ A% = o , torej je
1 G
01 2nx2n 0 2nx2n
0a; O am
A— Z—f/ﬁ = -0 . Na podoben nacin izni¢imo Se preostale superdia-
. aq
0 12nx2n
0a1 0 0
gonale in dobimo matriko 0 , ki jo le Se pomnozimo z o%
.o
0 fonx2n

Vsaki Jordanovi kletki J(0) € C**?" matrike Q pripada torej v Jordanovi formi ma-
trike O kletka iste velikosti J(1) € C*"*?". Ker je stevilo kletk J(0) sode velikosti,
ki pripadajo matriki ¢ sodo, mora biti sodo tudi stevilo Jordanovih kletk J(1) sode
velikosti, ki pripadajo matriki O.

Na povsem analogen nac¢in lahko pokazemo, da je tudi stevilo Jordanovih kletk J(—1)
za matriko O sodo. Ponoviti moramo celoten zgoraj opisan postopek in namesto ma-

trike O uporabiti —O.

Trditev 4.3.6. Matrika, ki jo blocno diagonalno sestavljajo kletke
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[ 1 3 1
niXn; niXn; __
J(Aj)] = 1 aJ()\_)J = 1 )
L Aj J %
J

kjer 7 =1,2,...,u in \; # 0 ter

o 11 o -11
s | ]J(—l)“k*“k:[ '1;1];

.1
1 -1

[ = 1,2,...v;k = 1,2,...w in ng,ng liha stevila, je Jordanova forma neke ortogonalne

matrike O.

Dokaz. Za vsako antisimetriéno matriko K je po Trditvi matrika e® ortogonalna. Poleg

ny 1
tega po Posledici |3.4.5|vsaki kletki J(u;) = [ h -

] Jordanove forme matrike K v matriki

1
e’ 10 0
e’/(s) | pripada Jordanova kletka i O |. Torej lahko za lastne vrednosti \; ortogo-
S
ety
nalne matrike O, kjer j = 1,2,...,u vpeljemo taka Stevila y;, da je A\; = e/ in da Stevilu /\i
J

ustreza Stevilo —p;. Potem lahko po prejsnjem podpoglavju stevilom p; pripisemo antisime-

py 1
tricne matrike K (fpu;)™*™, katerim ustrezajo Jordanove kletke J(p;) = [ B ]
Hy n; X?’Lj

—hj 1
in J(—p;) = [ R ] . Enako vpeljemo za lastno vrednost A = +1 antisimetri¢ne
THj njXn;

01
matrike K™*% KX ki jim pripadajo Jordanove kletke J(0) = [ T 1] ,J(0) =
ﬁlXﬁl

0
01
1 .
0 ﬁkXﬁk

Ob upostevanju Trditve moramo le §e matrike exp(K™*™) pomnozimo z —1, da do-

bimo ustrezne bloke, ki pripadajo lastni vrednosti A = —1 matrike O. Blo¢no diagonalna
matrika

5 _ diag(eK('u‘l)nl ><n17 o eK(“u)nanu; eK'r_Ll Xﬁl’ o eK'r_LvX'V'LU; _eKﬁl ><'fL17 o _eK'fLwXﬁw) (10)
je torej ortogonalna in ima Jordanove kletke kot jih zahteva trditev. O]

Posledica 4.3.7. Poljubna (kompleksna) ortogonalna matrika O je vedno ortogonalno po-

dobna ortogonalni matriki 6, definirani v (@
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Dokaz. Dokaz sledi iz pravkar dokazane trditve in Trditve |3.5.2] O

Posledica 4.3.8. Kompleksno ortogonalno matriko O, ki nima —1 za lastno vrednost, lahko

zapisemo kot O = eX, kjer je matrika K antisimetricna.

Dokaz. Po Posledici lahko matriko O zapisemo kot O = 01501_ ! kjer je matrika O,
ortogonalna 6 — diag(eK(ﬂl)”l ><n17 o ,€K(’u“)nuxnu;@Kﬁ1 ><ﬁ17 . ’eKﬁuxﬁu) in K(Iul)me antisi-

metricne. Kar lahko po Lemi [3.4.2] preoblikujemo v
O = Oy exp(diag(K (juy)"™ ™, ... K (ppg)™ "™ K™™K )07t

Nato uporabimo dejstvo, da je OeXO;! = eO1X01" i dobimo O = e kjer K| =

Oldiag(K(ul)mX”l, oy K (g )Xy KX ,Kﬁ“Xﬁ“)Ofl. [

Zgled 4.3.9. Pokazimo, da ortogonalne matrike —I € C"*", kjer n liho Stevilo, ne moremo
zapisati kot eX, kjer je K antisimetricna matrika.

Denimo, da obstaja taka antisimetricna matrika K, da je e = —1I, ki ima Jordanovo formo

A 1
sestavljeno iz Jordanovih kletk J(\) = [ L 1] .
. A T XNy,

114 .. ﬁ
Ker je po Trditvi|3.4.9 eksponent e/ = e P in ker obstaja tak poli-
L L % Mg XNg
Lo oo 01
nom p(z), da je p D = [ T 1] , to pomeni, da kletka v matriki
E % NG X1 K i X7
114 .. ﬁ
1
ne razpade.

1

1 MNi XNy
Torej morajo biti vse kletke J(X\) velikosti 1 x 1, saj matriko —1I sestavlja n Jordanovih kletk
J(—1), velikosti 1 x 1. Toda K je antisimetricna matrika lihe velikosti, zato njena Jordanova

forma vsebuje vsaj eno nicelno Jordanovo kletko in ker e® # —1, antisimetricna matrika K

lihe velikosti, za katero bi bilo e = —I, ne obstaja.
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5 ZAKLJUCEK

V magistrski nalogi smo spoznali vse mozne oblike Jordanovih form, ki jih lahko imajo
kompleksne simetricne, antisimetricne in ortogonalne matrike. Za poljubno kompleksno
simetricno, antisimetri¢no in ortogonalno matriko znamo zapisati tudi kanoni¢ne forme, ki so
bolj zapletena kot kanoni¢ne forme realnih simetri¢nih, antisimetri¢nih oziroma ortogonalnih

matrik, saj so slednje matrike normalne.
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