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Uvod

Teorija dualnosti je v linearnem programiranju zelo uporabno orodje tako v
prakticnih kot teoreti¢nih problemih. Kar pa je Se najpomembnejSe na tem
podrocju, je izrek o dualnosti, o katerem bomo na dolgo in siroko govorili v tej
nalogi. Osredotocili se bomo na dualnost pri problemih pokritij in prirejanj
v hipergrafih in pogledali, kaksno vlogo odigra pri tem izrek o dualnosti.
Vsaki¢ ko lahko dolo¢en problem preoblikujemo v linearni program, nam
izrek o dualnosti omogoca, da zastavljeni problem zapisemo v ekvivalentni
obliki. Ta je vcasih bolj enostavna in v takem primeru lahko pridemo do
zeljenega rezultata po krajsi poti. Izrek nam tudi omogoca, da na problem
pogledamo z drugega zornega kota, kar nas potem pripelje do novih vprasanj
in izzivov.

Pri obravnavi linearnega programa je pomembno, kaksne vrste so spre-
menljvke. V mnogih primerih imamo dodatni pogoj, da so spremenljivke
celostevilske. Imenujemo jih celostevilski linearni programi. To se npr. zgodi,
ko skusamo resiti probleme iz realnega sveta. Spremenljivke z vrednostmi 0/1
uporabimo za modeliranje odlocitev tipa DA /NE; nenegativne celostevilske
spremenljivke pa npr. uporabimo za koli¢ino dolocenih izdelkov. Izkazalo
se je, da izrek o dualnosti velja tudi za dolocene celostevilske linearne pro-
grame, kar je spodbudilo teznjo po razvoju splosnih metod v celostevilskem
linearnem programiranju, ki bi medsebojno povezovale raznorazne rezultate
o minimaks izrekih v kombinatoriki. Kljub temu da minimaks izreki v kombi-
natoriki zajemajo nekatere najgloblje kombinatoriéne izreke, pa to podrocje
Se ni dobro raziskano. V tej nalogi bomo predstavili nekatere rezultate o
dualnosti v celostevilskem programiranju. Pri tem se bomo osredotocili na
problem prirejanj in pokritij v hipergrafih. Sledili bomo preglednemu ¢lanku
Lézsla Lovésza [9].

e V 1l.poglavju bomo spoznali, kaj so hipergrafi, kako je definirano li-
nearno programiranje in katere so njegove lastnosti, obrazlozili bomo
koncepte teorije dualnosti in koncno Se spoznali prirejanja in pokritja,
ki jih bomo potem povezali s pojmom hipergrafov.



V 2.poglavju se bomo ukvarjali s pokritji in prirejanji v hipergrafih.
Osredotocili se bomo na enakost v = 7 (mo¢ maksimalnega prirejanja
je enaka moc¢i minimalnega pokritja). Iskanje vrednosti v in 7 je v
splosnem zahtevna naloga. Kadar pa sta ta parametra enaka, v =
7, lahko uporabimo teorijo dualnosti in to skupno vrednost 7 = v
poiséemo s pomocjo linearnega programiranja.

V 3. in hkrati zadnjem poglavju pa bomo govorili o dveh zelo znanih
izrekih v teoriji grafov (Kénigov! in Mengerjev izrek). Obravnavali ju
bomo v jeziku hipergrafov s pomocjo orodij, ki jih bomo spoznali v
prvem in drugem poglavju.

1V rabi je tudi pisava “Kénigov izrek”. Izrek se véasih imenuje tudi “Kénig-Egervaryjev

izrek”.



Poglavje 1

Osnovne definicije in glavni
koncepti

1.1 Hipergrafi

Definicija 1. Hipergraf H je koncna neprazna mmnozica konénih nepra-
znih mnozic. Elemente mnoZice H imenujemo povezave (ali hiperpovezave).
Mnozica V(H) pa je unija vseh povezav hipergrafa, torej

V(H)=|JH.

Elemente mnozice V(H) imenujemo vozlidéa. Vsaka povezava E € H lahko
nastopi tudi veckrat (v tem primeru je H multimnoZica).

Neposredno iz definicije hipergrafa je razvidno, da hipergraf nima izoli-
ranih vozlis¢ (tj. vozlis¢, ki ne bi bila vsebovana v nobeni povezavi).
V primeru ko za vsako povezavo E' € H velja |E'| = 2, je H graf. Pisemo:
H=G=(V,E), kjerje V=V(H)in E=H.

Definicija 2. Podhipergraf H' hipergrafa H je hipergraf, za katerega velja
H CH.

Osnovne operacije na hipergrafih

1. Odstraniti povezavo E € E(H) pomeni nadomestiti H s podhipergra-
fom H — {E}.

2. Odstraniti vozlisée v € V(H) pomeni odstraniti vse povezave, ki to
vozlisce vsebujejo .



3.

Naj bo k nenegativno celo stevilo. Pomnoziti vozlisce v € V(H) s k
pomeni, da vsako povezavo E € H, ki vsebuje v, nadomestimo s k
povezavami oblike E \ {v} U {v;}, i = 1,..., k. Ceje k = 0, je ta
operacija identi¢na operaciji odstranitve vozlisca v.

Definicija 3. Dan je hipergraf H. Incidenc¢na matrika hipergrafa A(H) je
matrika velikosti |V (H)| x |H|, za katero velja:

A 1, ce vozlisce i pripada povezavi j;
J 0, sicer.

Stolpci incidencne matrike so torej karakteristicni vektorji povezav hiper-

grafa.

Opombe:

Strogo gledano, incidencna matrika ni enoliéno doloc¢ena s hipergrafom,
ampak Sele z linearno ureditvijo vozlis¢/povezav. Vendar pa to za nas
ne bo predstavljalo problema; lahko izberemo poljubno (ampak fiksno)
ureditev.

Za razliko od inciden¢ne matrike grafa, ki ima v vsakem stolpcu na-
tanko dve enici, ima lahko incidencna matrika hipergrafa v vsakem
stolpcu poljubno (pozitivno) Stevilo enic.

Inciden¢éna matrika hipergrafa H ne bo nikoli imela niti stolpcev s sa-
mimi niclami (saj nobena povezava ni prazna mnozica) niti vrstic s
samimi ni¢lami (saj hipergraf nima izoliranih vozlisc).

Ce odstranimo povezavo E € H, bi to pomenilo, da v incidenéni ma-
triki odstranimo stolpec pripadajoce povezave. Ce se zgodi, da z od-
stranitvijo povezav pridemo do nicelne vrstice, pomeni, da je postalo
pripadajoce vozlisce izolirano, torej moramo odstraniti tudi to vrstico.

Ce odstranimo vozlisée v € V(H), potem bi morali v incidenéni matriki
odstraniti tako pripadajoco vrstico kot tudi vse stolpce, ki imajo v tej
vrstici 1.

Zgled:

Hipergraf je podan z naslednjo mnozico povezav

H={{1,2}.{2.3.6}.{2.4.5} {3,5}.{ 6 }}.
({0.2142,3,61(2,4.5,(3.5 ). {6}
F1 FEo E3 Ey Es

Torej je V(H) = {1,2,3,4,5,6}.



Slika 1.1: Skica hipergrafa

Zapisimo Se incidenéno matriko A(H) velikosti 6 x 5:

Ey By Es E; Ej

n/f1l 0 0 0 0
ve | 1 1 1 0 0
vs] O 1 O 1 0
m|l 0 0 1 0 0
vs| O 0 1 1 0
ws\0 1 0 0 1

Odstranimo povezavo F3. Tedaj v incidenéni matriki A(H) odstranimo tretji
stolpec, ki predstavlja to povezavo in v ¢etrti vrstici dobimo same nicle, kar
pomeni, da postane vozlisce 4 izolirano. Poglejmo Se grafi¢ni prikaz:

Slika 1.2: Odstranitev povezave Ej3
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Pripadajoca inciden¢na matrika pa je:

Ey B, Ey Es

v [ 1 0 0 0
vy | 1 1 0 0
V3 0 1 1 0
vs| O 0 1 0
ve \ 0 1 0 1

Ce pa odstranimo vozlisée 2, moramo v incidenéni matriki A(H) odstraniti
drugo vrstico in prve tri stolpce, saj imajo v tej vrstici 1. Odstraniti pa
moramo Se prvo in ¢etrto vrstico, saj sta postali vozlisci 1 in 4 izolirani.
Dobljeni hipergraf je torej:

%

w1 .‘!
bt
4
Slika 1.3: Odstranitev vozliséa 2

in pripadajoca inciden¢na matrika:

Ey Es
v 1 0
vs| 1 0
Vg 0 1

1.2 Linearno programiranje

Linearno programiranje je ¢udovito in nadvse uporabno orodje pri resevanju
optimizacijskih problemov. Izraz programiranje sicer ni povezan z danasnjim
modernim izrazom za racunalnisko programiranje. V petdesetih letih so
zaceli ta termin uporabljati v vojaskem okolju, kot npr. za nacrtovanja v
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vojski. Postopoma pa so izraz zaceli uporabljati za matematicne probleme,
ki se ukvarjajo z minimizacijo oziroma maksimizacijo linearne funkcije, kjer
moramo upostevati doloc¢ene linearne omejitve. S tem dosezemo optimalno
vrednost v danem matematicnem modelu. Linearno programiranje se je raz-
vilo do take mere, da se ga danes posluzujemo v matematiki, v teoreticnem
racunalnistvu (postalo je eden osnovnih konceptov za razvoj algoritmov), v
gospodarstvu in industriji (za u¢inkovito porabo virov, oblikovanje trznih in
vojaskih strategij, planiranje proizvodnje ipd.) in $e na veliko drugih po-
drocjih.

Matematicno ozadje

Ko imamo opravka s problemi optimizacije, veckrat zaidemo na podrocje
matematicnega programiranja (angl. mathematical programming), ki zajema
vse naloge oblike:

max / min f(x)

0, zavset e I_,
0, za vse 1 € I,
0, zavset € [,

pri pogojih (p. p.) gi(x)
9i()
9i()

(AVARERVAN

kjer so I_, Iy, I, paroma disjunktne kon¢éne mnozice (brez skode za splosnost
lahko postavimo I_ U Iy U Iy ={1,...,m}) in kjer so funkcije f, g1,..., gm :
Q — R, Q C R™ Mnozica vseh dopustnih resitev D je mnozica vseh tistih
x-ov, ki zadoscajo vsem pogojem dolo¢enim s funkcijami g;, torej:

D={xe€Q:g(xr)<0zavseicl_, gi(x)=0zavsei€ Iy gi(x) >0 za
vse i€ I}

Definicija 4. Linearno programiranje (oznaka: LP) je matematiéno progra-
maranje, kjer so funkcije f,qi,...,gm linearne. O linearnem programiranju
govorimo, ko hocemo maksimizirati/minimizirati linearno kriterijsko funkcijo
in imamo podano vrsto linearnih enacb/neenacb, ki so pogoji, ki jih moramo
upostevati pri iskanju optimalne vrednosti nase funkcije.

Ce ima linearni program Se dodatni pogoj © € 7", potem mu pravimo
celostevilski linearni program (oznaka: CLP).
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Primer LP:

min 'z
p.p. Ar <b
x>0

kjer velja: A € R™" (R™" oznacuje mnozico matrik velikosti m x n nad
obsegom realnih stevil), b € R™ ¢ € R" z € R".

Matrika A in vektorja b in ¢ sta podana; is¢emo vektor z, ki bo minimi-
ziral kriterijsko funkcijo ¢z, kjer moramo upostevati pogoj Az < b in pogoj
nenegativnosti > 0 (neenakost vektorjev, npr. u > v, pomeni neenakost
po komponentah: w; > v; za vse 7).

Dve posebni obliki linearnih programov sta Se posebej pomembni:

e Standardna oblika LP:
min  clx

p.p. Ar=0»
x>0
e Kanoni¢na oblika LP:
max clx
p.p. Ar <b
x>0

Vse navedene oblike linearnih programov so med seboj ekvivalentne. S
pomocjo naslednjih splosnih pretvorb lahko LP v poljubni od teh oblik pre-
tvorimo v poljubno drugo obliko.

Splosne pretvorbe:

e spremenimo min v max oziroma max v min, tako da negiramo kriterij-
sko funkcijo;

e zamenjamo < v >, tako da neenakost pomnozimo z (-1);
e spremenimo enacaj v neenacaj:

A=B& A<BAA>B;

e spremenimo neenacaj v enacaj:

A<Bs A+a=B,a>0;

13



pri tem vpeljemo dopolnilno spremenljivko a (angl. slack variable), ki
je nenegativna.

Splosne pretvorbe so povsem uporabne, ko se na primer soocamo z

racunalniskim programom, ki lahko sprejema samo vnos linearnega pro-
grama v standardni obliki. 7 zgornjimi pravili lahko LP poljubne oblike
spremenimo v standardno in ga nato vnesemo v racunalnik. Prehajanje med
razlicnimi oblikami linearnih programov ima tudi teoreti¢no uporabo.

Terminologija

e Vsak vektor x, ki izpolnjuje pogoje linearnega programa, imenujemo
dopustna resitev. Mnozico dopustnih resitev, ki jo oznacujemo z D,
je podana posredno:

D = {z € R"| z izpolnjuje pogoje} .

Ce linearni program nima nobene dopustne resitve, torej, ée velja D =
(), pravimo, da ni dopusten ali da je protisloven. To pogosto ni ne-
posredno razvidno iz opisa naloge.

Ce obstaja dopustna resitev z* z lastnostjo
A<z VYeeD,

pravimo, da je z* optimalna resitev. To velja v primeru, ko gre za
problem minimizacije; za problem maksimizacije pa obrnemo neena-
kost. Obicajno is¢emo optimalno resitev naloge, lahko pa se zgodi, da
nas zanima le optimalna vrednost, t.j. f(z*).

Ce obstaja zaporedje ()72, dopustnih resitev, da velja limy_, oy =
—00, pravimo, da je LP neomejen. (Ta definicija velja za probleme
minimizacije; za probleme maksimizacije pa —oo zamenjamo s +00.)

Zgodovina in pomen linearnega programiranja

Linearno programiranje je Se mlado podro¢je matematike z razmeroma kratko
zgodovino, kljub temu pa sega danes na mnogo podrocij.
Najprej je treba poudariti, da se v jedru teorije linearnega programiranja
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skriva resevanje sistemov linearnih neenacb. Pred letom 1947 ni bilo veliko
napisanega o tem, saj niso imeli tako razvitih racunalnikov, da bi lahko na-
tancneje raziskovali to podrocje, in so ze enostavni problemi zahtevali veliko
dela. J. Fourier je npr. leta 1826 objavil clanek, v katerem je razlozil metodo
za reSevanje linearnega sistema neenacb. S tem so se ukvarjali tudi Motzkin,
Poussin, Farkas, Minkowski in drugi.

Leta 1939 je V. Kantorovich napisal ¢lanek, kjer je predstavil ozji razred line-
arnih programov in algoritme za njihovo resevanje. Zaradi tedanjih politi¢nih
razmer v Sovjetski zvezi pa je Kantorovichov rezultat ostal neopazen.
Ceprav je nekaj matematikov ze raziskovalo to podrocje pred letom 1947,
Stejemo Sele leto 1947 za pravi zacetek linearnega programiranja. Takrat
je namre¢ G.B. Dantzig zasnoval in razvil simpleksno metodo za resevanje
linearnih programov pri U.S.Air Force v Pentagonu. Zaradi tega imamo Dan-
tziga za “oCeta” linearnega programiranja, ki je po letu 1947 dozivelo hiter
in velik vzpon. Za potrebe vojske je zZelel Dantzig realen problem zapisati
v obliki linearnega programa. Sprva ni uporabljal kriterijske funkcije, saj
je optimalno resitev iskal s pomocjo velikega stevila kriterijev, ki so omejili
Stevilo moznih resitev. Leta 1947 pa je sestavil model, kjer je uporabil kri-
terijsko funkcijo. Istega leta je srecal Koopmansa na univerzi v Chicagu in
mu predstavil svoje delo. To srecanje je bilo pomembno za nadaljnji razvoj
linearnega programiranja. Dantzig se je leta 1947 srecal tudi z von Neuman-
nom v Princetonu. Dantzig mu je razlozil problem logistike v vojski in podal
algebraic¢no in geometrijsko ozadje problema. Von Neumann je bil s tem za-
dovoljen in je Dantzigu razlozil teorijo in dualnost linearnega programiranja.
Istega leta je von Neumann zapisal izrek o krepki dualnosti. Leta 1948 je
Dantzig srecal tudi Alberta Tuckerja, ki je s Haroldom Kuhnom in Davidom
Galeom raziskoval teorijo dualnosti v nelinearnem programiranju.

Razvoj linearnega programiranja je postajal vse hitrejsi, saj sta se
racunalniska oprema in tehnologija hitro razvijali in omogocili hiter vzpon
tega podrocja. Vsem je postalo jasno, da bo linearno programiranje naslo
uporabo na razlicnih podroc¢jih. Geometrija konveksnih mnozic, problemi
kombinatori¢ne narave in teorija matri¢nih iger so le nekatera podroc¢ja ma-
tematike, ki so bila sicer Zze prej poznana, linearno programiranje pa je
omogocilo nov pristop k raziskavam na teh podroc¢jih. Hkrati pa se je pojavila
teznja po iskanju drugih ucinkovitih algoritmov, ki bi optimalno resili line-
arne programe. Tako je leta 1979 L. Khachiyan razvil elipsoidni postopek,
leta 1984 pa R. Karmarkar metodo notranje tocke. Tako elipsoidni posto-
pek kot metoda notranje tocke imata teoreticno prednost pred simpleksnim
postopkom, saj tudi v najslabsem primeru potrebujeta le polinomsko mnogo
korakov. Prvo komercialno programsko opremo za resevanje linearnih pro-
gramov je napisal W. Orchard-Hays leta 1954. Leta 1975 sta Koopmans in
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Kantorovich prejela Nobelovo nagrado za ekonomijo za svoje prispevke pri
optimizacijskih problemih. Med nagrajenci pa ni bilo Dantziga, kar je bilo
veliko presenecenje. Koopmansa je to tako pretreslo, da je dal v ¢ast Dan-
tzigu tretjino denarne nagrade institutu ITASA (International Institute for
Applied Systems Analysis), kjer sta skupaj sodelovala.

Za vet¢ informacij glede zgodovine in razvoja LP glej [16].

Teorija dualnosti

Teorija dualnosti je zelo uporabna na podrocju linearnega programiranja.
Recimo, da imamo poljubni linearni program. Potem lahko zapiSemo njegov
dual, ki nam vcasih olajsa resevanje LP. Dualni problem skriva v sebi Se ve-
liko drugih (teoreticnih) prednosti, ki pa jih v tej nalogi ne bomo obravnavali.
Poglejmo si najprej, kako je definiran dual linearnega programa v kanonic¢ni
obliki:

max clx «—  min by
—
p.p. Ar<b dual p.p. ATy>c (1.1)
x>0 y>0

pri cemer so A € R™" b e R™ y e R™ ce R" z € R".

Opomba

Dualna naloga dualne naloge je enakovredna zacetni nalogi. V (1.1) imamo
namre¢ puscici v obe smeri.

Ce hotemo torej zapisati dual poljubnega linearnega programa, je dovolj,
da ga prevedemo v kanoni¢no obliko in potem sestavimo dual kot na zgor-
njem primeru. Obstaja pa Se druga pot.

Ce imamo dano zacetno nalogo, kjer is¢emo maksimum kriterijske funkcije,
potem se lahko posluzujemo spodnje tabele, da prevedemo poljubni LP v
njegov dual, ne da bi ga morali prej prevesti v kanoni¢no obliko. V tabeli so
navedena pravila za prevedbe v dualno nalogo:
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Zacetna naloga Dualna naloga
tip naloge maksimum | minimum tip naloge
pogoji <b y>0 spremenljivke
=b y € R™
spremenljivke x>0 >c pogoji
r e R™ =c

Tabela 1.1: Pravila za prevedbe

Zgled (z uporabo zgornjih pravil):

max clz min by
—
p.p. Ar =0 dual p.p. ATy>c
x>0 y € R™

V primeru, da v zacetnem LP is¢emo minimum kriterijske funkcije, po-
tem ga moramo prevesti v iskanje maksimuma in uporabiti pravila zgornje
tabele. Lahko pa pravila zgornje tabele uporabimo tudi direktno, tako da
imamo zacetni LP za “dualnega”(tj. tabelo beremo z desne proti levi).
Dualnost je zelo uporabna, ko imamo veliko spremenljivk in malo pogojev.
Delo si lahko olajsamo tako, da zapiSemo dualno nalogo. Tako dobimo vec
pogojev in manj spremenljivk in na ta nacin zmanjSamo dimenzijo prostora,
v katerem resujemo problem.

Da bi bolje razumeli povezavo med LP in njegovim dualom, si sedaj po-
glejmo ¢udovito plat teorije dualnosti, ki jo nam razkrivata t.i. Sibka in
krepka dualnost. V ta namen si oglejmo naslednji primer linearnega pro-
grama v kanonic¢ni obliki:

max 3x1+ T2 — X3

p.p. x1+2x,<3
r1 — 21‘2 + 3£L‘3 S 0 (12)
T+ a9 < 4
T1,T2,T3 2 0

Izkaze se, da je optimalna resitev te naloge z* = [%, %, 0], optimalna vrednost
pa je 5.25.
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Dualna naloga se glasi:

max 3y; + 4ys
pp. Y1ty t+ys=>3

21 —2y2tys = 1 (1.3)
3y > —1
Y1,Y2,y3 = 0

Optimalna resitev dualne naloge je y* = [Zi’ %, 0], optimalna vrednost pa je

5.25.

Ce primerjamo rezultate, opazimo, da velja zveza ¢’z* = bTy* (optimalni
vrednosti sta enaki). To bi pomenilo, da ¢e is¢emo optimalno vrednost li-
nearnega programa (1.2) in imamo manj dela z ra¢unanjem dualne naloge
(1.3), potem je bolje, da to storimo, ker bomo dobili isti rezultat. Krepka
dualnost nam pove ravno to, da Ce izracunamo vrednosti kriterijske funkcije
zaCetne in dualne naloge v optimalnih resitvah, bosta vrednosti enaki (glej
spodnji izrek).

Trditev 1 (Sibka dualnost). Naj bo P linearni program v kanonicni obliki
in D njegov dual. Potem vrednost b'y za vsako dopustno resitev y dualne
naloge D doloc¢i zgornjo mejo za maksimum kriterijske funkcije v P. Naj bo x
dopustna resitev zacetne naloge, y pa dopustna resitev dualne naloge. Velja
torej:
e <bly.

Govorimo o $ibki dualnosti, ker nam trditev zagotovi samo neko zgornjo mejo
za maksimum kriterijske funkcije v zacetni nalogi, ne pa tudi, da imamo
enakost optimalnih vrednosti. O tem govori krepka dualnost.

Izrek 1 (Izrek o dualnosti - krepka dualnost). Naj ima zacetna naloga op-
timalno resitev x*. Potem ima tudi dualna naloga optimalno resitev, ki jo
oznacimo z y* in velja:
CTJ]* — bTy*
Krepka dualnost nam pove, da ¢e ima zacetna naloga optimalno resitev,
potem jo ima tudi dualna naloga, optimalni vrednosti obeh nalog pa sta enaki
(t.i. dualni razmik je enak 0).

Zacetni linearni program ima lahko naslednje tri moznosti: ima optimalno

resitev, je brez dopustne resitve, je neomejen. Isto velja za njegov dual. To
nas privede do devet moznosti, Sibka in krepka dualnost pa nam povesta,
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kateri so mozni pari, ki so v spodnji tabeli oznaceni z besedo DA. V tabeli
so na levem stolpcu nastete vse tri mozne lastnosti zacetne naloge, v zgornji
vrstici pa lastnosti dualne naloge:

optim. | brez dop. | neom.
optim. DA NE NE
brez dop. NE DA DA
neom. NE DA NE

Tabela 1.2: Vse moznosti za primalni in dualni LP
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Poglavje 2

Pokritja in prirejanja v
hipergrafih

Kot smo ze povedali v uvodu, se bomo v tej nalogi osredotocili na dualnost
pri problemih pokritij in prirejanj v hipergrafih. V ta namen definirajmo
najprej oba pojma.

2.1 Prirejanja in pokritja

Definicija 5. Naj bo H hipergraf in naj bo M C H. M je prirejanje
(angl. matching), ée noben par povezav iz M nima skupnega vozlisca.

Definicija 6. Naj bo H hipergraf in naj bo M prirejanje hipergrafa H. M je
maksimalno prirejange, ce je najvecje mozne moci. Moc¢ maksimalnega
prirejanja oznacimo z v(H). Vsako drugo prirejanje v danem hipergrafu bo
torej kvecjemu moci maksimalnega prirejanja.

Definicija 7. Naj bo H hipergraf in V(H) mnoZica vozlis¢ hipergrafa H.
C CV(H) je pokritje (angl. cover), ée ima vsaka povezava iz H vsaj eno
vozlisce v C.

Definicija 8. Naj bo H hipergraf. Minimalno pokritje je pokritje hi-
pergrafa H najmangjse mozne moci. Moc¢ minimalnega pokritja oznacimo s
T(H). Moc¢ vsakega drugega pokritja v danem hipergrafu bo torej vecja ali
enaka moci minimalnega pokritja.

Zgled:
Naj bo H = {{1,2},{2,3},{2,3,4},{3,5},{4,5},{3,6}} hipergraf. Na sliki

sta oznacena maksimalno prirejanje M (odebeljene povezave) in minimalno
pokritje C' (pobarvana vozlisca).
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Slika 2.1: Maksimalno prirejanje in minimalno pokritje hipergrafa H

Pri obravnavi hipergrafa H nas bodo zanimala maksimalna prirejanja in
minimalna pokritja. V ta namen uvedimo Se nekaj pojmov.

Definicija 9. Naj bo H hipergraf. Definirajmo k-prirejange (angl. k-matching)
kot funkcijo m : H — {0,1,...}, za katero velja:

> m(E)<k (YzxeV(H))
E>x
Ocitno moremo 1-prirejanja identificirati s prirejanji.

Definicija 10. Naj bo H hipergraf. Definirajmo k-pokritje (angl. k-cover)
kot funkcijo t : V(H) — {0,1,...}, za katero velja:

> tz)>k (VE € H)

Ocitno moremo 1-pokritja identificirati s pokritji.

Definicija 11. Naj bo H hipergraf. Definirajmo deljeno prirejanje
(angl. fractional matching) kot funkcijo m : H — R, ( Ry oznacuje mnoZico
{r € R:x >0}), za katero velja:

> m(E)<1 (VzeV(H))

E>z
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Opomba:

Opazimo, da je zaloga vrednosti poljubnega deljenega prirejanja vsebovana v
intervalu [0, 1], saj ¢e bi imela katera od povezav vrednost > 1, potem pogoji,
ki definirajo deljeno prirejanje, ne bi bili izpolnjeni.

Vsako deljeno prirejanje imamo za dopustno resitev ustreznega linearnega
programa, vrednost deljenega prirejanja pa je vrednost kriterijske funkcije
tega linearnega programa, ovrednotene v tem deljenem prirejanju. Podobno
lahko definiramo tudi vrednost deljenega pokritja.

Definicija 12. Naj bo H hipergraf. Definirajmo deljeno pokritje (angl. frac-
tional cover) kot funkcijo t : V(H) — Ry, za katero velja:

> tz)>1 (VE € H)

zel

Zgled:

Naj bo dan naslednji hipergraf:

Slika 2.2: Hipergraf na Sestih vozlis¢ih

Poiscimo kaksno deljeno prirejanje in potem Se deljeno pokritje zgornjega
hipergrafa. Vzemimo naslednje deljeno prirejanje:
1 2 1
m(er) = =, m(ea) =0, m(ez) = =, m(ey) = =, m(e;) =
2 3 3
Po definiciji deljenega prirejanja, vidimo, da res velja zveza:
> m(E)<1 (VoeV(H))

E>zx

m(eq) = 2

(S
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Ce torej izberemo poljubno vozlisée hipergrafa, pogledamo vse vrednosti

deljenega prirejanja na povezavah, ki to vozlis¢e vsebujejo, in te vredno-

sti seStejemo, potem bo vsota < 1.

Poglejmo Se primer deljenega pokritja:
1

H1) =1, #2) = 5, 4(3) = 1, t(4) =

Velja zveza:

d tz)>1 (VE€H),

zeE
ce torej seStejemo vrednosti vozlis¢ v poljubni povezavi, bo vsota > 1. Pri
k-prirejanjih in k-pokritjih imamo lahko podoben zgled, namesto pogojev
< 1in > 1 bi morali zadostiti pogojem tipa < k oziroma > k.
Kot vidimo, iskanje poljubnega k-prirejanja, k-pokritja, deljenega prireja-
nja in deljenega pokritja v splosnem ni zahtevna naloga. Problem nastopi,
ko hocemo poiskati maksimalna prirejanja oziroma minimalna pokritja. V
nadaljevanju bomo predstavili zveze, ki obstajajo med prirejanji, pokritji, de-
ljenimi prirejanji in deljenimi pokritji, in pogledali, ¢e si lahko na kak nacin
olajsamo resevanje tovrstnih problemov.

Z ||m]| bomo oznacevali 1-normo (deljenega prirejanja, k-prirejanja m)
[/m||i = > pey Im(E)| (podobno tudi za pokritja t). Ker je m(E) > 0, bomo
lahko absolutno vrednost izpustili. Ozna¢imo z vy(H) maksimum vrednosti

[ml| = m(E)
EeH
po vseh k-prirejanjih in ozna¢imo z 7 (H) minimum vrednosti

1tll="" t)

z€V(H)

po vseh k-pokritjih. Ce m tece po vseh deljenih prirejanjih, ozna¢imo maksi-
mum ||m|| z v*(H). Ce t tece po vseh deljenih pokritjih, oznac¢imo minimum
|t|| z 7*(H). Po izreku o dualnosti velja naslednja enakost:

v*(H) = max »_ m(E) = min t(zx) = 7*(H) (2.1)
(H)

EeH zeV

Res! Prepricajmo se v to s pomocjo incidencne matrike A hipergrafa H.
Zapis 1 oznacuje vektor samih enic ustrezne dimenzije. (Zaradi enostavnosti
bomo v nadaljevanju izpustili argument H in pisali kar v namesto v(H), 7
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namesto 7(H), ipd.) V spodnji shemi smo najprej zapisali LP za iskanje v*,
ga zapisali v matricni obliki, sestavili dual in ga konéno pretvorili spet v LP,
ki predstavlja iskanje 7*:

min >y U(2)

min 17t
p-p. Doeptlx)>1 YVEe H — pp. ATt>1
t>0
t(x) >0
T dual | dual

max ZEGH m(E)
max 1"m

P Y, mME)S1 VeeV «— pp. An<1
m >0

m(E) >0

Slika 2.3: Shema za dokaz enakosti v* = 7*

Po izreku o dualnosti je torej res v* = 7.

Trditev 2. Za vsak k velja:

Tk

k

Vi
k
Dokaz. Enakost v trditvi 2 sledi iz (2.1). Dokazati moramo levo stran in

desno stran enacaja.

v < <yvr=7"< <rT

N~

Leva stran: v < %’“ < v*
(a) (b

=~

(a) Najprej preoblikujmo zvezo:

Vg

A Sy > kv

v <

Spomnimo se, da

v, = max{||m/|| : m je k-prirejanje} > k- v.
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Torej zadosca poiskati tako k-prirejanje m, da bo
Imll > &-v.

Naj bo m prirejanje, za katerega velja ||m|| = v. NaSa naloga je torej
poiskati tako k-prirejanje m’, da bo veljalo

[|m/||=Fk v.
V ta namen definirajmo:
m/(E):=k-m(E) VE€H.

Najprej preverimo, ali je m’ res k-prirejanje:

S ml(E)=)"k-mE)=kY m(E)<k 1=k

E>x E>x E>z
Sledi:
/| = 3" m'(B) =Y k-m(E)=k > m(E)=k-||m|| =k-v.
EcH EcH EcH

Dokazati moramo, da velja 7 < v*, kjer je
v* = max{||m|| : m je deljeno prirejanje} .

Naj bo m tako k-prirejanje, da velja ||m|| = v,. Poiskati moramo
deljeno prirejanje m”, tako da bo veljalo:

Vi

E .

[Im”|] =

V ta namen definirajmo:

m"(E) =~ m(E) VEcH.

k
Podobno kot v tocki (a) moramo najprej preveriti, ali je m” res deljeno
prirejanje.
Dobimo:
. 1 1 1
> m'(B) = ZE'W(E) = EZW(E) =5 [Im][ <1
Esx Esx Esx
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Iz tega sledi, da je m” deljeno prirejanje in

= 3" m' ()= 32 £ om(B) = 3 m(E) =2

EecH EeH EeH

Pogoji nenegativnosti v obeh dokazih sledijo ze iz tega, da je k > 0 in
m(E) > 0.
Podobno dokazemo tudi desno stran zveze v trditvi 2, 7% < <
R
d c

T

=
—

Vemo, da
7, = min{|[t|| : ¢ je k-pokritje} < k-T.

To seveda velja, ¢ce obstaja k-pokritje ¢, da bomo imeli
It < k-7
Naj bo t pokritje in ||t|| = 7. Definirajmo ¢':
t'(x)=k-t(x) Vrev(H).
Ali je t'(z) zares k-pokritje? Da, saj velja

D H@)=> ktl@)=k) ta)>k-1=k.

zeF el reF
Konéno:

1= > t@= > k-tlx)=k Y =k-7.

xeV(H) z€V(H) xeV(H)

Nazadnje moramo Se dokazati, da 7 < 2. Naj bo t tako k-pokritje,
da je ||t|| = . Poiskati moramo deljeno pokritje ¢”, tako da bo veljalo:

] = E
e =2
Definirajmo:
1
t"(x) = % t(x) VeeV(H).
Velja:
1 1
> () = o) = > tx) >1
el el zelE
Se vec:
1 1 Tk
=3 @)= 3 st =1 3 ta)=F
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2.2 Kaj nam pomeni enakost v =1

Zacnimo s preprostim primerom, ki nas bo privedel do strogih neenakosti v
trditvi 2. Naj bo H = {{1,2},{2,3},{1,3}}.

Slika 2.4: Primer preprostega (hiper)grafa na treh vozliscih

Dobimo naslednje:
e v =1, saj ne obstajata dve povezavi, ki ne bi imeli skupnega vozlisca

e 7 = 2, ker moramo imeti v pokritju dve vozlis¢i, tako da bo vsaka
povezava vsebovala vsaj eno vozlisée iz pokritja

o F >

o T K

N[Ww N

, ¢e vzamemo m({1,2}) = 1, m({2,3}) = 2 in m({1,3}) = 3

, €e vzamemo ¢(1) = 1, t(2) = 1 in (3) =

Zapisimo v vrsto te resitve in dobimo Ze znano obliko neenaé¢b (2):
v<vi=7"<r71 (2.2)

Videli smo, da lahko vrednosti v* in 7 izra¢unamo s pomocjo linearnega
programa, ki je v splosnem resljiv v polinomskem ¢asu. Iskanje vrednosti v
in 7 pa moremo izraziti s pomoc¢jo dveh celostevilskih linearnih programov
(CLP). Resevanje CLP pa je bolj zahtevno, saj gre za NP-tezek problem.[7]

Torej bi bilo idealno, da bi v verigi neenakosti (2.2) veljale enakosti, tako
da bi namesto CLP za iskanje v in 7 reSevali zgolj LP za iskanje v* in 7*.
Na ta nacin bi z reSevanjem manj zahtevne naloge prisli do skupne vrednosti
v =v*=7" = 71. Zato se bomo osredotocili na vprasanje, v katerih primerih
velja enakost



in si bomo pogledali nekaj izrekov, ki podajajo delne odgovore na to vprasanje.

Dokazov ne bomo navajali, z izjemo izreka 6; podali pa bomo reference na
ustrezne ¢lanke. Nekatere od teh izrekov bomo uporabili tudi v naslednjem
poglavju, ko bomo obravnavali Mengerjev in Kénigov izrek.

Izrek 2 ([10]). Naj bo H hipergraf. Ce za vsak hipergraf H', ki ga dobimo
tako, da iz hipergrafa H odstranimo poljubno Stevilo vozlisé, velja v(H') =
T*(H'), potem velja tudi v(H) = 7(H).

Izrek 3 ([10]). Naj bo H hipergraf. Ce za vsak podhipergraf H' C H velja
T(H') = 7*(H'), potem veljo v(H) = 7(H).

Berge je v [2] prisel se do sibkejsih pogojev, ki omogocajo enak zakljucek
kot v izreku 3:

Izrek 4. Naj bo H hipergraf. Ce za vsak hipergraf H' C H wvelja m5(H') =
27(H'), potem velja v(H) = 7(H).

Podoben zakljucek imamo tudi v naslednjem izreku:

Izrek 5 ([11]). Naj bo H hipergraf. Ce za vsak hipergraf H', ki ga dobimo
tako, da pomnozimo vozlisca v H, velja vo(H') = 2v(H'), potem velja v(H) =

T(H).

Spomnimo se, da lahko pridemo do 7* z linearnim programom. Ce pa
hoc¢emo izracunati v, moramo to storiti preko celostevilskega linearnega pro-
grama. Naslednji izrek nam podaja zadostni pogoj za to, da lahko optimalno
vrednost teh CLP, za k € {1, 2, 3}, izracunamo s pomocjo LP:

Izrek 6. Naj bo k = 1,2 ali 3. Naj bo H hipergraf, za katerega velja, da je
k-1*(H') celo stevilo za vsak H' C H. Potem velja vi,(H) =k - 7*(H).

Dokaz. Dokaz bomo izpeljali za vsak k posebej. Zaenkrat najbo k € {1,2,3}
poljuben.

Naj bo H minimalni protiprimer (tj. tak protiprimer, da izrek velja za vsak
njegov podhipergraf) in naj bo m optimalno deljeno prirejanje (tj. deljeno
prirejanje z optimalno vrednostjo, kar pomeni, da ne moremo dobiti deljenega
prirejanja m’, za katerega bi veljalo ||m/||; > ||m||1). Poglejmo zvezo (2).
Vidimo, da velja v (H) < k- 7*(H). Ker je H protiprimer, velja:

ve(H) < k- 7*(H). (2.3)

Naj bo F € H poljubna povezava. Oznac¢imo z H — { E'} hipergraf brez pove-
zave F. Ta je pravi podhipergraf hipergrafa H in torej zadosca predpostavki:

VH' CH—{E} : km"(H") € Z
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Ker je H minimalni protiprimer, sledi
ve(H—-{E})=k-1m"(H — {E}) (2.4)

za poljubni F' € H.
Iz (2.3) in (2.4) dobimo naslednjo zvezo:

km*(H) > v(H)+ 1> v(H —{E})+1=kr"(H—-{E})+1. (2.5)

Razlaga:
v (2.5) imamo dva neenacaja in ena¢aj na koncu:

e 1. neenakost: neposredno iz definicij za 7* in v} sledi, da sta to celi
stevili in k je vsekakor celo stevilo (1,2 ali 3), torej bo v najslabsem pri-
meru, ko bosta to dve zaporedni celi stevili, veljalo km*(H) = v (H)+1,
sicer pa bo veljala neenakost ;

e 2. neenakost: ¢e odvzamemo hipergrafu H povezavo E, bo gotovo ve-
ljalo vp(H) > v (H — {E});

e cnacaj na koncu sledi iz (2.4).
Iz (2.5) izrazimo 7*(H — {E}):

r(H ~ {B}) < 7*(H) - -
Po definiciji za v* vemo, da ||m/|| < v*(H — {E}). Ker lahko iskanje v*
pretvorimo v LP, lahko dobimo dual 7%, ki bo imel isto optimalno vrednost,
torej v*(H — {E}) = 7"(H — {E}). Iz teh podatkov in iz dejstva, da je
m' = m|g_(gy (opomba: zapis m|g pomeni, da prirejanje m zozimo na
povezave hipergrafa H) deljeno prirejanje podhipergrafa H — {E}, mora
veljati

* * 1
[[m']] = {jml| =m(E) < 7*(H —{E}) < 7°(H) — .
Ker velja ||m|| < 7*(H), lahko preoblikujemo zgornjo ugotovitev:
(E) > [pml| — () + 7 = 1
m ml|| — T - ==
- ko Kk

=

kar pomeni, da je m(E) >
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(i)

(iii)

Naj bo k = 1. Vemo, da je v;(H) maksimum vrednosti

[m]] =) m(E)

EeH

po vseh 1-prirejanjih, kar pomeni, da velja
|lm|| < v (H) <v*(H), (2.6)

upostevamo, da v*(H) = ||m|| = 7*(H) in torej v (2.6) povsod veljajo
enakosti. S tem je dokazan izrek za k = 1.

Naj bo x poljubno vozlisée stopnje > k (stopnja vozlisca je stevilo po-
vezav, ki to vozlisce vsebujejo). Stopnjo vozliséa x oznacimo z deg(zx).
Ker hocemo, da je izpolnjen pogoj > .. m(E) < 1, nam ostane samo
moznost, da je stopnja vozliséa = enaka k in da m(E) = % za vse pove-
zave, ki vsebujejo x. Pri tem opazimo, da ima vsaka povezava F € H

vozlisce stopnje > 2, saj ¢e bi veljalo, da:
JdE € HVx € E : deg(x) = 1,
in bi odstranili povezavo E, potem bi veljalo:
vi(H—={FE}) =v(H)—k
in
kt*(H —{E}) =kr*(H) — k

in bi bil podhipergraf H — { '} manjsi protiprimer, kar nas privede do
protislovja s predpostavko, da je H minimalni protiprimer.

Ce je torej k = 2, potem je m(E) = % zavse F € H in je dokaz koncan.

Naj bo k = 3.
Za dokaz tega primera bomo potrebovali naslednjo lemo:

Lema 1. Naj bo H poljubni hipergraf in Ey € H. Potem lahko H zapisemo
kot H = H,U Hy, kjer ima Hy optimalno deljeno prirejanje my z naslednjimi
lastnostma:

(CL) Ey € Hl;
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(b) Naj bo Hy = H{ U HY, kjer je Hy, H] # (). Potem obstaja tako vozlisce
v e V(H]) NV (HY), za katerega velja ) .. mi(E) = 1;

(c) Za vsako deljeno prirejanje ms v Hy je my U mg optimalno deljeno
prirejanje v H, kjer je (mq Umg)(x) = max{m;(x), ma(x)}.

Dokaz leme. Izberimo deljeno prirejanje H; C H in maksimalno deljeno pri-
rejanje mg hipergrafa H, tako, da m; = mg|p, izpolnjuje prva dva pogoja
leme. Primer bi lahko bil H; = {Ey}, saj:

e po tocki (a) velja Ey € H; in

e po tocki (b) izrazimo H; kot unijo H{ U HY, kjer H] = HY = {Ey};
seveda obstaja tak z € V(Hj) N V(H{), tj. tak x € Ey, da velja
ZEBx ml(E) =L

Izbrati pa moramo tak H;, da bo maksimalni med vsemi podhipergrafi, kjer
my izpolnjuje prvi tocki leme. Definirajmo se Hy = H — H;. Sledi:

> mo(F) <1 VE € Hy, Vo€ ENV(H)),

>z

saj ¢e ne bi veljal strogi neenacaj, bi lahko povezavo E dodali H;.

Naj bo ms poljubno optimalno deljeno prirejanje hipergrafa H,. Pokazati
hoc¢emo, da je m; Umsy deljeno prirejanje. Naj bo £ dovolj majhno pozitivno
Stevilo; definirajmo:

, | me(F), ceF € Hy;
m(F) = { ema(F) + (1 — &)ymo(F), ceF € Hy.

Ker imamo ) ... mo(F) < 1 za vse z, je m’ deljeno prirejanje, ce je le €
dovolj majhen. Torej:

> ma(E) < > mo(E)

EcH> EeHs

oziroma
[|m/[] < [[mol].

Ker pa smo predpostavili, da je deljeno prirejanje msy optimalno, velja tudi
nasprotna neenakost v zgornjem izrazu. Kar pomeni, da je ||m/|| = ||mo]|.
Ker smo si na zacetku dokaza izbrali tak mg, da je maksimalen, je tudi m’
optimalno deljeno prirejanje. Videli smo, da ¢e je m’ deljeno prirejanje za
e = 1, potem je tudi my; U my deljeno prirejanje. Predpostavimo, da obstaja
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tak 0 < e < 1, za katerega je m’ deljeno prirejanje. Naj bo £q najvecji tak e.
Po predpostavki leme mora obstajati tak x € V(Hj) N V(HY), da velja:

Zm’(F) =1.

Fozx

Iz tega sledi, da ¢e nadomestimo mq z m’, lahko razsirimo podhipergraf H;.
Tu pridemo do protislovja, saj m; U ms ne bi bilo ve¢ deljeno prirejanje, ker
bi bila njegova vrednost > 1. Torej tak 9 ne obstaja.

V lemi je zapisano, da je m; U mg optimalno deljeno prirejanje, kar pa ni
tezko videti, saj ce sledimo definicijam:

[[m1 Umg|| = [[ma|| + [|ma|| > [[m|Hy|| + ||m|Ha|| = [|[ml]
]

Poglejmo Se nekaj definicij, ki nam bodo sluzile pri dokazu izreka za pri-
mer k = 3.

Definicija 13. G' = (V', F’) je induciran podgraf grafa G = (V, E), ce
velja:

a) V! CV
b) E' = {uwv|luv € E,u,v € V'}

Definicija 14. Preseéni graf L(H) hipergrafa H je graf, ki ima za vozlisca
povezave e hipergrafa H in dve vozlisci e; in ej, i # j, sta v L(H) povezani,
¢e imata v originalnem hipergrafu skupno vozlisce.

Definicija 15. Matrika A, ki ima za elemente le Stevili 0 ali 1, je urav-
noteZena, ce nima nobene podmatrike A’', ki bi bila incidencéna matrika
nekega lihega cikla (tj. cikla z liho mnogo vozliséi).

Definicija 16. Hipergraf H je uravnoteZen, ce je njegova incidencéna ma-
trika uravnoteZena.

Pokazimo, da v hipergrafu H obstaja vozlis¢e stopnje 3. Predpostavimo,
da to ne velja, torej da ne obstaja vozlisce stopnje 3. Poglejmo si, zakaj
lahko trdimo, da graf L(H) premore lihi cikel. Naj bo L(H) preseéni graf
hipergrafa H. Graf L(H) ne more biti dvodelen (opomba: pojem dvodelnosti
je obrazlozen v tretjem poglavju), saj ¢e bi bil, potem bi bil H uravnotezen po
izreku v [2] in enakost v, (H) = k7*(H) bi sledila iz enakosti v(H) = 7(H), ki
velja za uravnotezene hipergrafe [14]. To pomeni, da v L(H) obstaja cikel lihe
dolzine kot induciran podgraf C' = (E, ..., Ey,.1). Ker je ta cikel induciran

32



podgraf, ne sme imeti povezav med dvema nezaporednima vozliScema. Naj
bo H' = {FE,..., Eyy1}. Spomnimo se, da je

7"(H) = min Z t(z),

kjer ¢ tece po vseh deljenih pokritjih. V nasem primeru je 7*(H') = 3|V (C))|
in torej

cipn O 3 3

Tu pa imamo protislovje, saj bi moralo po predpostavki veljati 37*(H') € Z.
Iz tega sledi, da ima H vozlis¢e stopnje 3, ki ga oznacimo z vy. Naj bo Ejy
poljubna povezava, ki vsebuje vozliscée vy. Potem vemo, da m(Ey) = %, ce
hocemo, da velja >, m(E) < 1.

Upostevajmo podhipergrafa H; in Hs, katerih obstoj nam zagotavlja zgornja
lema: H = Hy U Hy. Deljeno prirejanje m, hipergrafa H; zavzame vrednosti
% ali % Definirajmo sedaj naslednja podhipergrafa:

1 2
Hi := {E:ml(E) = §ah§} , H! == H, — Hj.

Potem vemo, da Ey € H} (glej zgoraj), kar pomeni, da je H! # (. Ce potem
tudi Hy # 0, velja po drugi tocki leme, da 3z € V(H;) NV (HY), za katerega

velja

Poglejmo sedaj, kako pridemo do protislovja. Naj bodo Ey, € Hj, Fy € HY
in z € Fy N E,. Ce je x stopnje 3, smo ze videli, da my(F,) = % Ce pa je
stopnje 2, velja:

ml(Eg) =1- ml(El) € {17 g} y

33

saj By € H{ in my(E;) zavzame vrednost g ali 2, ker E; € H{. V obeh
primerih, ko je x stopnje 2 ali 3, imamo protislovje, saj Fy € Hy.
Vsekakor m, zavzame le vrednosti % in % Ker je H minimalni protiprimer,
ima H, optimalno deljeno prirejanje mo, ki lahko zavzame vrednosti 0, %,%
ali 1; my Umy je optimalno deljeno prirejanje z vrednostmi 0, %, %, 1 (po tretji
tocki leme).

Prigli smo do protislovja in s tem dokazali v5(H) = 37*(H).
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Poglavje 3

Mengerjev in Konigov izrek kot
dualnost v hipergrafih

Mengerjev in Konigov izrek sta zelo pomembna dosezka na podrocju teorije
grafov. Odprla sta Stevilne poti za nova raziskovanja na tem podrocju. Tako
Mengerjev kot Kénigov izrek lahko dokazemo s pomocjo izrekov o dualnosti
v hipergrafih.

(a) Osredoto¢imo se najprej na Kénigov izrek.

Definicija 17. Naj bo G = (V, E) graf. G je dvodelen, ce lahko
mmnoZico vozlisé zapisemo kot V.= AU B, kjer sta A in B disjunktni
mnozici, in velja, da ima poljubna povezava grafa G eno krajisce v
mnozici A, drugo pa v mnoZici B.

Prirejanja, maksimalna prirejanja, pokritja in minimalna pokritja v
dvodelnih grafih definiramo na enak nacin kot v hipergrafih.

Izrek 7 (Kénigov izrek). Naj bo G dvodelen graf. Za vsako maksimalno
prirejanje M in minimalno pokritje C velja

|M| = [C].

Izrek pravi, da to velja za dvodelne grafe. V splosnem to ni res (glej
primer na zacetku podpoglavja 2.2).
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Zgled:

(a) Maksimalno (b) Minimalno po-
prirejanje kritje

Slika 3.1: Primer maksimalnega prirejanja in minimalnega pokritja v
dvodelnem grafu

Opomba:

V dvodelnih grafih lahko hitro najdemo maksimalno prirejanje in mi-
nimalno pokritje. V splosnih grafih se da maksimalno prirejanje najti
v polinskem ¢asu, minimalno pokritje pa je tezek problem.

Navedimo Se izrek in lemo, ki nam bosta sluzila pri dokazu Kénigovega
izreka.

Izrek 8. Naj bo G dvodelni graf. Potem lahko vsako 2-pokritje zapisemo
kot vsoto dveh 1-pokritij.

Dokaz. Naj bo G = (AU B, E) dvodelni graf. Naj bo ¢ poljubno 2-
pokritje grafa G. Definirajmo naslednje podmnozice mnozic A in B:

[ {v e Alt(v) =i}, 2ai=0,1;
A‘{{veAu(v)zQ} 2ai=2.
:{ {v e B|t(v) =i}, zai=0,1;
! {v e B|t(v) >2}, zai=2

Najti moramo taki 1-pokritji ¢, in t5, da bo veljalo t = t; +t,. Graficno
reSitev prikazuje Slika 3.2, kar bi matemati¢no zapisali:

O, é€U€A0UBQUA1;
ti(v) =< t(v)—1, ceveE Ay U By;
1, é@UEBl.
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n

t(’l})_ 0, é@UEAOUBOUB1;
2 - 17 é€U€A1UA2UB2.

1

Slika 3.2: Skica dokaza

]

Lema 2. Naj bo H hipergraf. Ce lahko vsako k-pokritje t zapisemo kot
vsoto 1-pokritij ty, ... ty:

tx) =ti(z)+... +tx(x) Yz e V(H),
potem je

w(H) =k -7(H).

Z drugimi besedami: 7,(H) = k- 7(H) je posledica dejstva, da lahko
k-pokritja zapisemo kot vsoto 1-pokritij.

Dokaz. Dokazati moramo enakost 7, = k - 7, kar pomeni, da moramo
dokazati le 7 < % - Tk, Saj ze vemo, da velja 7 > % Tk

V ta namen naj bo t* optimalno k-pokritje. Po predpostavki ga lahko
zapisemo kot vsoto t; + ... + tg, kjer so t;, i = 1,...,k, 1-pokritja.

Vemo:
k
n=lEll= > r@= 3 3t

z€V (H) zeV(H) i=1

Naj bo j € {1,...,k} tak indeks, za katerega velja

12511 < 112l
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za vse i. 1z tega sledi:

HtII—ZHt|I<ZI|tII—Z >t

1=1 z€V(H)

> Zt = ) t@=tl=mn

weV(H zeV (H)

Kon¢no lahko zakljucnno:
k]| < 7

oziroma

| =

]

Dokaz Kdnigovega izreka. Naj bo G dvodelni graf. Izrek 8 nam pove,
da lahko vsako 2-pokritje grafa G zapiSemo kot vsoto dveh 1-pokritij.
Lema 2 nam potem zagotovi enakost:

7(G) = 27(G).

Podgraf G’ dvodelnega grafa G pa je seveda spet dvodelni. Uporabimo
lahko izrek 4 in pridemo do zazeljenega rezultata

]

Poglejmo si Mengerjev izrek in kako ga lahko interpretiramo v jeziku
hipergrafov.

Izrek 9 (Mengerjev izrek). Naj bo G povezan graf, s in t pa poljubni
vozliscéi tega grafa. Potem je majmangse Stevilo povezav, ki loéijo s
in t (tj. c¢e odstranimo te povezave iz E(G), potem ne bo obstajala
ve¢ nobena pot od vozliséa s do vozliséa t), enaka najvecjemu Stevilu
disjunktnih poti od s do t.
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Skica dokaza Mengerjevega izreka. (prirejeno po [15])

Osredotoc¢imo se najprej na digrafe (grafe z usmerjenimi povezavami).
Naj bo D digraf, s in t pa poljubni vozlis¢i tega digrafa. Zato da
bomo bolje razumeli dokaz izreka, si bomo pomagali s skico (Slika 3.3).
Naj bo P poljubna mnozica treh po povezavah paroma disjunktnih
(s,t)-poti (na skici: poti pobarvane rdece). Naj bo @ mnozica vseh
vozlis¢ digrafa D, ki jih lahko dosezemo iz vozlis¢a s s kaksno potjo,
ki je disjunktna s potmi iz P (na skici: vozlis¢a pobarvana modro).
Mnozica R pa vsebuje vsa ostala vozlis¢a. Potem mora biti vozlisce
t v mnozici R, saj ¢e bi bilo v mnozici (), potem bi obstajala Se ena
(s,t)-pot, ki bi bila disjunktna vsem ostalim. To pa ni mogoce, saj P
vsebuje najvecje stevilo paroma disjunktnih (s, t)-poti.

t
S /
Slika 3.3: Skica digrafa D

Naj bo S mnozica usmerjenih povezav, ki gredo iz nekega vozlisca ¢ € @
v vozlisée r € R (na skici: zelene povezave). Vsaka taka povezava mora
lezati na kaksni poti iz P, kot kaze skica. Zakaj? Ker bi sicer obstajala
pot iz s v r, ki bi bila disjunktna s potmi iz P in bi moralo vozlisce
r biti v mnozici ) in ne v R. S podobnim razmislekom pridemo do
zakljcka, da nobena usmerjena povezava iz vozlisca v R v vozlisce v @)
ne more lezati na poti iz P. Konc¢no vidimo, da je Stevilo usmerjenih
povezav v S (zelene povezave) enako Stevilu poti v P (poti v rdeci
barvi). Mnozica S je ravno mnozica treh usmerjenih povezav, ki lo¢ijo
sin t.

Ta dokaz smo izpeljali na konkretnem primeru in ga lahko posplosimo
na poljubne digrafe. To pa velja tudi v grafih, saj so grafi poseben
primer digrafov, ko imajo povezave, ki imajo smer na obe strani in
lahko izpeljemo razmislek na enak nacin.

O
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Podobno kot Kénigov izrek bomo sedaj pogledali tudi Mengerjev izrek
v jeziku hipergrafov.

V ta namen naj bo G povezan graf in s oziroma ¢ dve poljubni vozlisci.
Naj bo vsaka (s, t)-pot v grafu G predstavljena kot povezava hipergrafa
H. V tako definiranem hipergrafu velja v(H) = 7(H). To pa je ravno
Mengerjev izrek, saj je v najvecje stevilo disjunktnih poti med danima
vozliStema, 7 pa najmanjse Stevilo povezav, ki loc¢ijo dve vozlisci.
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Zakljucek

Spoznali smo svet linearnega programiranja, dualnosti, prirejanj in pokritij s
pomocjo hipergrafov. Odkrili smo povezave med temi podrocji optimizacije.
S pomocjo hipergrafov smo se prepricali, da je teorija dualnosti cudovito
orodje v svetu linearnega programiranja. V ospredju smo imeli prirejanja in
pokritja hipergrafov in kako nam v tem primeru pomaga izrek o dualnosti.
Osredotocili smo se na enakost ¥ = 7 in kako lahko pridemo do nje, kar je
Se danes zelo raziskovano vprasanje. Spoznali smo nekatere hipergrafe, kjer
lahko dosezemo tole enakost in izvedeli, kaksno vlogo igra pri tem dualnost.
Nazadnje pa smo preko hipergrafov pogledali Kénigov in Mengerjev izrek.

Poleg teh dveh izrekov je Se veliko drugih minimaks izrekov v teoriji gra-
fov, ki jih lahko interpretiramo s pomocjo pokritij in prirejanj v hipergrafih.
Navedeli bomo le nekaj primerov, obstaja pa jih Se veliko vec.

1. Edmondsov izrek [4]: Naj bo G graf in S C V(G). Pot P v grafu G
imenujemo glavna pot, ce sta krajscéi poti v mnozici S, ostala vozlisca
poti pa lezijo izven te mnozice. Mnozice povezav glavnih poti lahko
predstavimo kot hipergraf H. Potem lahko vsako k-pokritje hipergrafa
zapiSemo kot vsota 2-pokritja in (k—2)-pokritja. Za tak hipergraf velja
potem v(H) = 7(H).

2. Fulkersonov izrek [6]: Naj bo G digraf in naj bo a vozlisée v G, ki
bo igralo vlogo korena. Mnozice povezav vpetih usmerjenih dreves,
ki imajo koren v vozliséu a (tj. vse povezave izhajajo iz vozliséa a),
lahko predstavimo kot povezave hipergrafa H. Potem vsako k-pokritje
v H lahko zapisemo kot vsoto 1-pokritij. V takem hipergrafu velja
VQ(H) = TQ(H).

3. Tutteov izrek o 1-faktorjih [8]: Naj bo G graf z 2n vozliséi. Naj bo k
najmanjSe tako Stevilo povezav, da bo vpeti podgraf, ki ga sestavimo
z izbranimi povezavami, imel komponente le sodih moci. Potem je
najvecje stevilo prerezov, ki razdelijo G' na dva liha dela in ki vsebujejo
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vsako povezavo najvec¢ dvakrat, enako 2k.
Tutteov izrek o 1-faktorjih sledi iz primera, ko je k = n.
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