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Povzetek

Graf, katerega grupa avtomorfizmov deluje tranzitivno na njegovih to-
¢kah, pravimo, da je to¢kovno tranzitiven. Raziskovalna motivacija za pricu-
joco projektno nalogo izhaja iz ze vrsto let odprtega problema v algebrai¢ni
teoriji grafov. Gre za Lovaszov problem, ki govori o obstoju hamiltonskih
poti in ciklov v povezanih tockovno tranzitivnih grafih. To so poti oziroma
cikli, ki vsebujejo vse tocke grafa.

Ce grupa avtomorfizmov to¢kovno tranzitivnega grafa premore podgrupo
G, ki deluje regularno na mnozici tock grafa, pravimo, da je graf Cayleyjev
graf grupe G. V nalogi bomo dokazali obstoj hamiltonskih ciklov v kubi¢nih
Cayleyjevih grafih alternirajoce grupe As.

Abstract

Every graph whose group of automorphism acts transitive on its vertices
is called vertex-transitive graph. Motivation for this project work derives
from an open problem which is present for many years in algebraic graph
theory. This is Lovasz’s problem about the existence of Hamilton paths and
cycles, that is, paths and cycles that contain all the vertices of a graph, in
connected vertex-transitive graphs.

If the automorphism group of a vertex-transitive graph has a subgroup
G acting regularly on the vertex set then the graph is called a Cayley graph
on GG. In this work we will prove the existence of Hamilton cycles in cubic
Cayley graphs on the alternating group As.
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Uvod

Leta 1969 je Lovasz [34] postavil vprasanje, ali ima vsak kon¢en pove-
zan toc¢kovno tranzitiven graf hamiltonsko pot. Vsi znani povezani tockovno
tranzitivni grafi imajo hamiltonsko pot. Se ve¢, znani so le §tirje povezani
tockovno tranzitivni grafi (z vsaj tremi toc¢kami), ki nimajo hamiltonskega
cikla. To so: Petersenov graf (slika 1), Coxeterjev graf (slika 2) ter grafa
dobljena s trisekcijo tock teh dveh grafov (slika 3)(trisekcija je postopek, pri
katerem vsako tocko grafa zamenjamo s trikotnikom). Z malo premisleka
pridemo do sklepa, da Petersenov graf nima hamiltonskega cikla, ima pa
hamiltonsko pot (slika 4). Dokaz, da Coxeterjev graf nima hamiltonskega
cikla, si lahko bralec prebere v ¢lanku [15]. Hamiltonsko pot v Coxeterjevem
grafu pa si lahko ogledamo na sliki 5. Premislimo 8e, zakaj grafa dobljena
s trisekcijo Petersenovega in Coxeterjevega grafa nimata hamiltonskega ci-
kla: trisekcija pomeni, da vsako tocko grafa zamenjamo s trikotnikom. Ko
v trisekciji danega grafa is¢emo hamiltonski cikel, moremo v vsakem tri-
kotniku (ki je nadomestil tocko) izbrati natanko dve povezavi. Ce v dani
trisekciji grafa dobimo hamiltonski cikel, potem posledi¢no hamiltonski cikel
obstaja tudi v prvotnem grafu. To pa zato, ker ¢e vsak trikotnik stisnemo
v eno samo tocko, spet dobimo prvoten graf. Petersenov graf in Coxeter-
jev graf ne premoreta hamiltonskega cikla, torej hamiltonskega cikla nimata
niti njuni trisekciji. Z nadaljnjo trisekcijo seveda dobimo nove kubi¢ne grafe
brez hamiltonskega cikla, a nas ti grafi ne zanimajo, saj niso ve¢ tockovno
tranzitivni.

Cayleyjevi grafi so poseben primer toc¢kovno tranzitivnih grafov [25]. Ker
znani to¢kovno tranzitvni grafi brez hamiltonskega cikla (Petersenov, Coxe-
terjev in grafa dobljena s trisekcijo teh dveh) niso Cayleyjevi (glej primer
1.2.16), se je postavila domneva, da ima vsak povezan Cayleyjev graf na vet
kot dveh tockah hamiltonski cikel. Ta problem je spodbudil kar nekaj ma-
temati¢nega zanimanja, postavile so se domneve in protidomneve glede nje-
gove resni¢nosti. Tako je Thomassen [14], [42] domneval, da obstaja kon¢no
mnogo povezanih tockovno tranzitivnih grafov brez hamiltonskega cikla, Ba-
bai [11], [13], pa je postavil domnevo, da je takih grafov neskon¢no. Kljub
temu, da so se v zadnjih 30 letih v literaturi pojavile stevilne publikacije,
ki obravnavajo ta dva problema, a smo Se vedno dale¢ od popolne resitve
(glej [1], 2], [3], [4], 5], (6], [7], 8], 9], [10], [17], [18], [20], [23], [26], [29],



[31], [33], [35], [36], [37], [38], [39], [40], [43], [44], [45]).

Zmano je, da povezani tockovno tranzitivni grafi reda kp, kjer je k < 4
(z izjemo Petersonovega in Coxeterjevega grafa), reda p/, kijer je j < 4, ter
reda 2p?, kjer je p prastevilo, premorejo hamiltonski cikel. Obstoj hamilton-
skih poti je dokazan tudi v povezanih toCkovno tranzitivnih grafih reda 5p
in 6p. Najsplosnejsi rezultat v tej smeri pa je Babaijev rezultat, ki pravi,
da povezan tockovno tranzitiven graf na n tockah vsebuje cikel dolzine vsaj
V3n (glej [12]).

Poseben poudarek je bil dan tudi Cayleyjevim grafom. Najve¢ do sedaj
dokazanih rezultatov je odvisnih od razli¢nih omejitev, kot so omejitve na
razli¢ne tipe grup, na red grup, ali generatorske mnozice. Na primer v [35] je
bilo dokazano, da imajo povezani Cayleyjevi grafi abelovih grup hamilton-
ski cikel. Na podlagi §tevilnih ¢lankov je znano tudi, da ima vsak povezan
Cayleyjev graf grupe s cikli¢no komutatorsko podgrupo prastevilskega reda
hamiltonski cikel (glej [20], [29], [35]).

V tem delu se bomo osredotodili na problem obstoja hamiltonskih ciklov
v kubi¢nih Cayleyjevih grafih alternirajoce grupe As. In sicer, da vas lazje
vpeljemo, smo obseZen del namenili razlagi uvodnih pojmov algebrajicne te-
orije grafov. V drugem poglevju je prikazan in obrazlozen nacin, kako dobiti
vse neizomorfne kubi¢ne Cayleyjeve grafe alternirajote grupe As in na kaj
moramo biti pozorni pri samem racunanju. V tretjem poglavju pa pois¢emo
hamiltonske cikle v vseh kubi¢nih Cayleyjevih grafih alternirajoce grupe As.
Cetrto poglavje pa je namenjemo Cayleyjevim grafom in prikazu znanih re-
zultatov na tem podrocju raziskovanja. Za podrobnejsi vpogled vas vabimo,
da si preberete naslednjih nekaj strani. Prijetno branje.



Slika 1: Petersenov graf.

Slika 2: Coxeterjev graf.



Slika 3: Trisekcija Petersenovega grafa.

Slika 4: Petersenov graf premore hamiltonsko pot.



Slika 5: Coxeterjev graf premore hamiltonsko pot.



Poglavje 1

Razlaga pojmov

1.1 Osnovne lastnosti grup

Definicija 1.1.1. Binarna operacija * na neprazni mnozici G je poljubna
preslikava x: G x G — G. Urejenemu paru (G, *) pravimo grupoid.

Definicija 1.1.2. Urejenemu paru (G, *) pravimo grupa, ce velja:
i) asociativnost: za vsak a,b,c € G wvelja

(axb)*xc=ax*(bxc),

i1) obstoj nevtralnega elementa: obstaja tak e € G, da velja

axe=e*xa=a,

iii) obstoj inverznega elementa: za vsak a € G obstaja tak o' € G, da je

axa =e=d xa.

Naj bo (G, *) grupa. Ce velja:
axb=bxa,za vse a,b € G,

pravimo, da je grupa (G, *) komutativna ali abelova.

Red o(G) grupe G je kardinalnost mnzice G. Grupa je kon¢na, e je
o(G) < 1. V nadeljevanju bomo red grupe G oznacevali z oznako |G/.

Definicija 1.1.3. Naj bo G grupa in H C G. Ce je (H,*) grupa, pravimo,
da je H podgrupa grupe G. Oznaka: (H,*) < (G, *).

Od sedaj bomo operacijo x imenovali kar mnozenje, in grupo (G, ) ozna-

Cevali krajSe le z G. Nevtralni element bomo oznacevali z idg ali id ali 1.

Inverz danega elementa a, pa bomo oznacevali z a~!.



Definicija 1.1.4. Naj bo G grupa ter x in y elementa grupe G. Elementa
x in y sta konjugirana, e obstaja taksen element a iz G, da velja:

y=a lza. (1.1)
Element a~‘za pisemo krajse kot x®.

Naj bo G grupa in S C G. Potem z S% oznaCimo mnozico:
S =a"'Sa={a"'sa|s e S}

V dokazu izreka 1.1.6, ki pove, da je v primeru, ko je H podgrupa dane
grupe G, za vsak element a € G tudi H® podgrupa, bomo uporabili naslednjo
trditev.

Trditev 1.1.5. PodmnoZica H v grupi G je podgrupa, ¢e za vse x,y € H
velja:

i) idg € H,
i) xy € H,
i) vt € H.
Dokaz trditve 1.1.5 si bralec lahko prebere v knjigi [21].

Izrek 1.1.6. Naj bo G grupa, H < G in a element grupe G. Potem je
H® < G, kjer je H* = {a~*ha | h € H} konjugiranka podgrupe H v grupi G.

Dokaz. i) Vemo, da je idg element H, saj je H podgrupa grupe G. Torej
vzemimo elementa idg € H in a € G. Po definiciji grupe H® sledi:

a Yidaa = a"ta = idg

S tem smo dokazali, da je idg € H®.

ii) Vzemimo dva poljubna elementa x,y € H®. Ker je H podgrupa grupe
G, sledi da sta elementa x, y* € H, torej je tudi njun produkt x%y® €
H. Ce pa njun produkt poenostavimo dobimo sledece:

%% = aza taya™! = aridgya™! = azya~! € H,

iz tega sledi, da je xy € H*.

iii) Podobno, z € H% implicira ara™ € H in zato imamo (aza™!)~! =

ar el € Hinz~ ' € H®.
Po trditvi 1.1.5 sledi H® je podgrupa v grupi G. O



Izrek 1.1.7. (Lagrangev izrek) Naj bo G koncna grupa in H podgrupa grupe
G. Potem je |G : H] = |G|/|H|, kjer je |G : H] oznacuje indeks podgrupe H
v grupt G, t.5. stevilo levih odsekov po podgrupi H v grupi G.

Dokaz izreka 1.1.7 si bralec lahko prebere v knjigi [21].

Definicija 1.1.8. Naj bo g element grupe G in H podgrupa grupe G. Pra-
vimo, da element g normalizira H, ¢e je H9 = H.

Definicija 1.1.9. Podgrupa H v grupi G je edinka, e je enaka vsem svojim
konjugirankam (t.5. vsi elementi grupe G normalizirajo H). Oznaka: H<G.

Definicija 1.1.10. Naj bo G grupa in S podmnoZica grupe G. Potem obstaja
najmanjsa podgrupa grupe G, ki vsebuje S. Oznaka: (S). Pravimo, da S
generira podgrupo (S). Ce je S = {a} za nek a € G, grupo G imenujemo
ciklicna grupa.

Primer 1.1.11. Naj bo G = Zyg in S = {5}. Potem je (S) = {0,5, 10, 15}.
Ce je S = {1}, pa je (S) = Zso.
Trditev 1.1.12. Naj bo G = (a,b) konéna grupa generirana z dvema ele-
mentoma. Ce a normalizira (b), je (b) <G.
Dokaz. Naj bo G grupa generirana z elementoma a in b. Vemo, da je (b)® =
(b) in (b)* = (b), saj a normalizira grupo generirano z elementom b. Vsak
element grupe G je oblike:

T = H alipti.

i

1z tega sledi, da je (b)* = (b). Torej je (b) edinka v G. O

Definicija 1.1.13. Naj bosta (G, *) in (H,o) grupi. Potem je preslikava
f: G — H homomorfizem grup, ¢ée za vse x,y € G velja:

flaxy) = f(x)o fy). (1.2)
Definicija 1.1.14. Naj bo f: G — H homomorfizem grup.

i) Ce je f injektivna preslikava, f imenujemo monomorfizem.
i) Ce je [ surjektivna preslikava, f imenujemo epimorfizem.
i1) Ce je f monomorfizem in epimorfizem, f imenujemo izomorfizem.
i) Ce je G = H, f imenujemo enodomorfizem.
v) Ce je [ izomorfizem in endomorfizem, f imenujemo avtomorfizem.
Definicija 1.1.15. Simetricna grupa Sx neprazne mnoZice X je grupa vseh

permutacij (bijektivnih preslikav) mnoZice X z operacijo sestavljanja presli-
kav.



Simetri¢no grupo Sx na mnozici X = I,, = {1,2,...,n} oznatujemo z
oznako S, in njen nevtralni element, ki ga imenujemo tudi identiteta, ozna-
¢ujemo z oznako id,.

Definicija 1.1.16. Grupa G deluje na mnozici X z desne, e za vsak urejens
par (z,g9) € X X G obstaja tak element x9 iz mnozice X, da velja:

i) 2! =z za vsak x € X, kjer je 1 neviralni element grupe G.
i) (z9)h = 29" 24 vsak x € X in vsak g,h € G.
Podobno lahko definiramo levo delovanje (glej [21]).

Definicija 1.1.17. Relacija R na mnozici X je ekvivalencna relacija, ce
veljajo naslednje lastnosti:

i) (refleksivnost) Vo € X : xRz,
i) (simetricnost) Vx,y € X : tRy = yRz,
ii1) (tranzitivnost) Vr,y,z € X : xRy in yRz = zRz.

Naj bo R ekvivalen¢na relacija na mnozici X. Potem je ekvivalen¢ni
razred [x]r elementa 2 € X glede na relacijo R mnozica vseh tistih elementov
mnozice X, ki so z elementom x v relaciji R, tj. [x|g = {y € X | xRy}.

Definicija 1.1.18. Naj grupa G deluje na mnozici X z desne strani. Na
mnoZico X vpeljemo relacijo ~ s predpisom: x ~y <= obstaja tak element
g € G, da jey=a9.

Trditev 1.1.19. Relacija ~ na mnozici X s predpisom: x ~y <= obstaja
tak element g € G, da je y = 29, je ekvivalenéna relacija.

Dokaz. i) Vzemimo poljuben element = iz mnozice X. Ker je G grupa
vemo, da premore id. 1z tega sledi:

r=12%= 1~ 1.

ii) Vzemimo poljubna elementa z,y € X in g € G. Ce je x ~ y sledi:

x~y = y = z9 (pomnozimo z desne z g_l)
9t a9t
9 = 2 = oy~a
Y Yy .

iii) Vzemimo poljubne elemente z,y,2 € X in g,¢' € G. Ce je x ~ yin
y~zvemo,dajey=2a9in z=yY iz tega sledi:

2= (99 =z~ 2

Po definiciji 1.1.17 sledi relacija ~ je ekvivalen¢na relacija. O



Definicija 1.1.20. Orbita elementa x € X pri delovanju grupe G na mnoZici
X, je mnoZica:
Orbg(z) ={29| g € G}.

Trditev 1.1.21. Za orbiti Orb(z1) in Orb(ze) pri delovanju grupe G na
mnozict X, velja:

Orb(z1) N Orb(xze) =0 ali Orb(x1) = Orb(xs).

Dokaz. Naj imata orbiti Orb(z1) in Orb(x2) skupen element 2. To pomeni,
da je 2’ = 2?¥' za nek g; € G, kjer je i € {1,2}. Zato je

Orb(z;) = {z7|geG}
.
= {7 719G}
= {70 geq)
{29 ] g € G} = Orb(2).

Lastnosti iz trditve 1.1.21 sledijo iz tega, da so Orb(x) ekvivalen¢ni ra-
zredi relacije ~, definirane v definiciji 1.1.18. O

Definicija 1.1.22. Stabilizator elementa x € X, pri delovanju grupe G na
mnoZici X, je mnozica:

Gy ={9€G |29 =x}.

Trditev 1.1.23. Stabilizator G5, pri delovanju grupe G na mnozici X, je
podgrupa grupe G.

Dokaz. i) Naj bo idg nevtralni element grupe G. Po definiciji delovanja
stabilizatorja G sledi, da je 279¢ = z.

ii) Naj bosta g1,92 € G, in ¢ € X. Torej velja 29" = z in 292 = x, in
posledic¢no:

2992 = (291)92 = 292 = x 0z. 9192 € Gy.

iii) Naj bo g € G, in € X. Potem velja:

= :L'g
—1 -1
29 — 99
-1
29 = z

Torej je g~' vsebovan v stabilizatorju G.

Po trditvi 1.1.5 smo dokazali, da je stabilizator G, podgrupa grupe G. [

Izrek 1.1.24. (Lema orbita - stabilizator) Za delovanje konéne grupe G na
mnoZici X velja, da je |Orb(x)| - |Gy = |G, kjer je x € X.

10



Dokaz. Definirajmo
w=1{(g,2') € G x Orb(z) | 29 = 2'}.

Izra¢unajmo mo¢ mnozice w na dva nacina. Najprej dobimo, da je

w| = Y o' €Orb(x) |29 =2a"}| =) 1=|G|. (1.3)

geG geG

Drugi¢ pa, da je

wl = Y HgeGla?=d'}].

x'€O0rb(x)

Opazimo, da tisti elementi g € G, ki preslikajo z v 2/, tvorijo desni odsek
podgrupe G, v G. Zato je Stevilo takih elementov enako |G,|. Iz tega sledi,
da se zgornja enakost pige kot

Y. HgeGla?=aY = 3 |G| =10rb(X)]-|Gel.  (14)

z'€O0rb(zx) 2'€O0rb(z)
Dokaz izreka sledi iz tock (1.3) in (1.4). O

Definicija 1.1.25. Grupa G deluje na mnoZici X tranzitivno, ¢e za vsak par
elementov x,y € X obstaja element g € G, ki preslika x vy (tj. 9 =y).

Definicija 1.1.26. Grupa G deluje na mnoZici X polregularno, ce je
Gy = (id) za vsak x € X.

Delovanje imenujemo regularno, ¢e je hkrati tranzitivno in polregularno.

Definicija 1.1.27. Permutacija g € Sx je cikel dolzine k, ¢e v mnozici X
obstajajo taki razlicni elementi x1, ..., xk, da veljajo naslednje enakosti:

i) 9 =241 za vsaki € {1,...k — 1},
i) xpd = a1,
i) x9 = x za vsak x € {xy, ..., TL}.
Ciklu dolzine 2 pravimo transpozicija, ciklu dolZine m > 2 pa m-cikel.

Pravimo, da sta cikla «, 8 € S, lo¢ena, ¢e permutirata razli¢ne elemente
mnozice I,,. Vsako permutacijo lahko zapiSemo kot produkt locenih ciklov.
In vsako permutacijo lahko zapisemo kot produkt transpozicij. Le-ta ni
enoli¢en, je pa enoli¢en do sodosti/lihosti §tevila transpozicij natanéno (glej

[30]).

Primer 1.1.28. Naj bo (12453) permutacija iz S5. Potem jo lahko zapiSemo
kot (12)(14)(15)(13) in kot (53)(45)(24)(12).

11



Definicija 1.1.29. Permutacija o € Sy, je soda, ce jo lahko zapisemo kot
produkt sodo mnogo transpozicij. Permutacija o € Sy, je liha, ¢e jo lahko
zapiSemo kot produkt liho mnogo transpozicij.

Izrek 1.1.30. MnozZica vseh sodih permutaciy v simetriéni grupi Sy tvors
podgrupo v Sy, ki jo tmenujemo alternirajoca grupa A,.

Dokaz. V dokazu uporabimo trditev 1.1.5.
i) Ocitno je idg, soda permutacija in zato vsebovana v A,,.

ii) Naj bosta z,y € A, poljubni sodi permutaciji. Potem lahko tako x
kot y zapiSemo kot produkt sodo mnogo transpozicij. Naj bo t, (t,)
Stevilo transpozicij v zapisu permutacije x (permutacije y) kot produkt
transpozicij. Potem lahko produkt xy zapiSemo s t, + ¢, transpozici-
jami. Ker sta t, in ¢, sodi Stevili, je tudi ¢, + ¢, sodo Stevilo in zato
xy € Ap.

iii) Naj bo & € A,. Potem obstaja taka permutacija 2~! € S,, da je
rr~! = ids,. Ker sta z,ids, € Ay, ju lahko zapiemo kot produkt
sodo mnogo transpozicij in zato se mora tudi permutacija z ! zapisati
kot produkt sodo mnogo transpozicij oziroma ! € A,,.

O

Trditev 1.1.31. Vsaka soda permutacija na mnozici I, = {1,...,n}, n > 3,
je produkt samih 3-ciklov v S,,. Torej 3-cikli generirajo alternirajoco grupo
Ay

Dokaz. Za n = 3 je stvar jasna. Naprej gre z indukcijo. Predpostavimo, da
je bila trditev dokazana za vse sode permutacije na manj kot n to¢kah. Bodi
m € A,. Permutacija o0 = w(a b ¢), kjer je m(c) = a, zadosca

ob)=m(c)(abc)=0>b

in je seveda soda permutacija. Ker o ohranja toc¢ko b, jo lahko razumemo kot
sodo permutacijo na n—1 tockah. Po indukcijski prepostavki je o produkt 3-
ciklov, npr. o = ajag ... as. Postavimo ag = (a ¢ b) in dobimo «; ... asap =
. ]

Naj bo G grupa z nevtralnim elementom 1. Potem je ocitno, da sta
(1) in G vedno edinki v G. Tmenujemo ju nepravi edinki grupe G. Ce je
edinka H grupe G razli¢na od (1), jo imenujemo netrivialna edinka grupe
G. Ce sta (1) in G edini podgrupi edinki v grupi G pravimo, da je grupa G
enostavna. Naslednji izrek, ki pove, da je alternirajoca grupa As enostavna,
bomo potrebovali v nadaljevanju pri dolocitvi vseh moznih generatorskih
mnozic grupe As.
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Definicija 1.1.32. Enostavna grupa je grupa, ki nima pravih podgrup edink.

Primer 1.1.33. Naj bo Z, aditivna grupa reda p, kjer je p prastevilo. Po
Lagrangevem izreku 1.1.7 vemo, da mora red podgrupe H < 7Z, deliti red
grupe Zy,. Ker pa je p prasevilo vemo, da sta edina deljitelja stevila p Stevilo
1 in p. Torej Z;, nima netrivialne podgrupe, torej nima netrivialne edinke in
zato je Z, enostavna grupa.

Izrek 1.1.34. Alternirajoca grupa Ay, n # 4, je enostavna.

Dokaz. Zan < 3 je stvar jasna. Za n = 4 je grupa {id, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4),
(14)(23)} edinka v A4. Recimo, da je n > 4 in bodi N netrivialna edinka v
A,. Pokazati zelimo, da je N = A,. V prvem koraku pokazimo, da ima N
3-cikel.

Naj bo a # id nek element v N, ki ohranja najvecje mozno Stevilo
elementov v {1,2,...,n}. Pa razcepimo sedaj  na produkt samih ciklov

a = a1 ...0g.

S ponovnim presteviléenjem lahko dosezemo, da je ay = (1 2...k). Razli-
kujemo veé moznosti:

a) « premakne vsako od 8tevil 1, 2, 3, 4, 5. Postavimo 8 = (3 4 5), potem
B~ta"1B € N in zato f~'a"'Ba € N. Toda lahko je pokazati, da
permutacija 3 'a~!Ba fiksira 1, obenem pa fiksira vse tocke, ki jih
fiksira permutacija «, protislovje z izborom permutacije a.

b) a premakne 1, 2, 3, 4 in ni¢ drugega. V tem primeru mora biti
a = (1 2)(3 4). Potem je za B = (345), B~ la"1pa € N. Ker je
B~ ta 1Ba = B, sledi, da B € N in 3 premakne manj elementov kot
a. To pa je v protislovju s predpostavko, da « premakne najman;j
elementov.

¢) a«=(123) in N torej vsebuje 3-cikel.

Pokazati moramo se, da IV vsebuje vsak 3-cikel. V ta namen izberimo

sodo permutacijo
(1 2 3
o=\, ik

Potem je 0(123)0~! = (ijk) element grupe N (saj je namred N
edinka). Ker so bile i, j, k poljubne tocke, so vsi 3-cikli v N. Po
trditvi 1.1.31 je zato N = A,,.

O]

Definicija 1.1.85. Naj bo G grupa in a,b € G. Potem je [a,b] = a~'b~ab
komutator elementov a in b. Podgrupo G' = [G,G]| = ([a,b] | a,b € G)
mmenujemo komutatorska podgrupa grupe G.
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Definicija 1.1.36. Naj bo G grupa in N; njene podgrupe. Potem zaporedju
I=No <N <No<- <N 1 S Np=G

pravimo komutatorska vrsta, ée velja, da je N; < Nijy1 in da je kvocientna
grupa Nii1/N; enostavna grupa, kjer 0 <i <k — 1.

Naj bo n pozitivno celo Stevilo. Potem je n-ta komutatorska podgrupa
grupe G definirana kot

GO =¢g,¢™ =[GV G" Y] koje n>1.
Definicija 1.1.37. Grupa G je resljiva, ce obstaja tako zaporedje podgrup
1=Go4G1 9G24 4G =G

tako, da je kvocientna grupa Giy1/G; abelska za vsak i =0,1,... s — 1.
Definicija 1.1.38. Naj bo G grupa. Ce obstaja tako naravno Stevilo n, da
je G™ = (id), pravimo da je G resljiva grupa.

Primer 1.1.39. Vsaka abelova grupa je resljiva.

Ker je v abelovi grupt G za poljubna elementa a,b € G njun komutator
[a,0] = a~'b"tab = atab~ b = 1, je GV = [G,G] in zato je grupa G
resljiva.

Izrek 1.1.40. Ce sta H in G/H resljivi grupi, kjer je H<G, je resljiva tudi
grupa G. Se vec, velja tudi:

H in G/H sta resljivi< G resljiva.
Dokaz izreka 1.1.40 si bralec lahko prebere v knjigi [28].
Definicija 1.1.41. Grupa reda p*, kjer je p prastevilo, imenujemo p-grupa.

Definicija 1.1.42. Center Z(G) grupe G je mnoZica elementov grupe G, ki
komutirajo z vsemi elementi grupe G,

Z(G) ={z € G| xa = ax za vsak a € G}.
Izrek 1.1.43. Vsaka p-grupa (p je prastevilo) je resljiva.

Dokaz. Naj bo G p-grupa za neko prastevilo p. Potem je |G| = p" za nek
n € N.

Za n = 1 je grupa G reda p in zato izomorfna cikli¢ni grupi Z,, ki je
resljiva, kot smo videli v primeru 1.1.39.

Recimo, da izrek velja za vse n < ng in naj bo G grupa reda p™°. Vemo,
da ima vsaka p-grupa netrivialni center [28]. V primeru, da je G = Z(G),
sledi da je G abelova. Torej je [G,G] = (id) in je G redljiva. Ce pa je
Z(G) C G, je |Z(GQ)| = p!, kjer je p' < ng in je |G/Z(G)| = p', kjer je
t < ng. Po indukcijski predpostavki sta Z(G) in G/Z(QG) resljivi, po izreku
1.1.40 pa sledi, da je tudi grupa G resljiva. O
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Izrek 1.1.44. Ce je G grupa reda pqr, kjer so p,q,r prastevila, je grupa G
resljiva.

Izrek 1.1.45. (Burnsidov p®q® izrek) Vsaka grupa reda p®q®, kjer sta p,q
prastevili in a,b naravni Stevili, je resljiva.

Dokaza izreka 1.1.45 in izreka 1.1.44 si bralec lahko prebere v knjigi [19].
Trditev 1.1.46. Alternirajoca grupa As je najmanjsSa neresljiva grupa.

Dokaz. Prepri¢ajmo se, da je alternirajoCa grupa As res neresljiva. Po izreku
1.1.34 vemo, da sta edini edinki v As nepravi edinki {id} in As. Spomnimo
se, da je komutatoska podgrupa [G, G] grupe G najmanjsa podgrupa edinka
grupe G, za katero je kvocientna grupa G/[G,G] abelova [28]. Ker As ni
abelova grupa in je [As, As| = As oziroma Aén) = As. Torej As ni resljiva.
Sedaj, ko smo se prepricali, da je alternirajoca grupa As nere§ljiva, se
prepri¢ajmo, da ne obstaja grupa G reda n < 60, ki je neresljiva. POljubno
manjge Stevilo lahko zapiSemo kot produkt pftq'2r'3, kjer so p,q in r pra-
Stevila. Ce je n = p', je G regljiva po izreku 1.1.43. Ce je n = pl¢®, je G
resljiva po Burnsidovem izreku 1.1.45. Ce je n = pligh2rts, dejstvo da je
n < 60 =22-3-5, pove, da je n = 2-3-5 in zato je po izreku 1.1.44 G
resljiva. O

V dokazu naslednje trditve bomo potrebovali naslednje dejstvo. Ker za
poljuben par elementov i,j € I,, n < 2, obstaja taka permutacija o € A,
da je a(7) = j, lahko sklepamo, da alternirajoca grupa A,, deluje tranzitivno
na mnozici I,.

Trditev 1.1.47. Naj bodo a,b in c taki elementi alternirajoce grupe As, da
je a® = b? = ¢ = id, kjer je id nevtralni element v As. Ce noben par
{z,y}, ki je vsebovan v {a,b,c}, ne generira tranzitivne grupe na mnozici

{1,2,3,4,5}, potem {a,b,c} ne generira alternirajoce grupe As.

Dokaz. Naj bo {a,b,c} C As mnozica treh takih involucij iz alternirajoce
grupe As, da noben par involucij iz {a, b, ¢} ne generira tranzitivne grupe na
mnozici Is = {1,2,3,4,5}.

Naj bo {z,y} C {a,b, c} poljuben par involucij iz {a, b, c}. Potem je pro-
dukt zy reda 2, 3 ali 5 (saj produkt dveh sodih permutacij soda permutacija,
torej ker se nahajamo v As so te moznosti involucija ali 3-cikel ali 5-cikel). V
slednjem primeru je (x,y) = Ds.5 tranzitivna grupa na I5, kar je v nasprotju
7 naso predpostavko.

Recimo, da je zy reda 2. Potem je (z,y) = Zy X Zs in brez $kode za
splognost lahko re¢emo, da je x = (1 2)(3 4)(5) in y = (1 3)(2 4)(5). Torej
ima (x) na I tri orbite: {1,2}, {3,4} in {5}, grupa (y) ima orbite {1, 3},
{2,4} in {5} in grupa (x,y) ima orbiti {1,2,3,4} in {5}. Ce tretja involucija
z v {a,b,c} fiksira 5 € I5, potem ocitno tudi (a,b,c) fiksira 5 in zato ima
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grupa (a,b,c) na I5 dve orbiti, torej (a,b,c) # As. Ce tretja involucija z
v {a,b,c} ne fiksira 5 € I5, potem lahko, ker (x,z) ni tranzitivna na I,
brez skode za splognost predpostavimo, da ima (z) na I5 naslednje tri orbite
{1,5}, {3,4} in {2}. Vendar potem je pa (y, z) tranzitivna na I, protislovje.
Recimo, da je xy reda 3. Potem je (x,y) = Ss3 in brez skode za splognost
lahko recemo, da je z = (12)(34)(5) in y = (12)(45)(3). Torej ima (x) na I5
tri orbite: {1,2}, {3,4} in {5}, grupa (y) ima orbite {1,2}, {4,5} in {3} in
grupa (z,y) ima orbiti {1,2} in {3,4,5}. Ce je tretja involucija z v {a,b,c}
oblike (12)(ij), kjer sta i in j elementa iz orbite {3,4,5}, potem ima tudi
grupa (a,b,¢) na I dve orbiti, torej (a,b,c) # As. Ce tretja involucija z
v {a,b,c} ne ohranja mnozice {1,2}, potem lahko brez $kode za splosnost
vzamemo (14)(25). Ker (y, z) ni tranzitivna na I5, brez skode za splosnost
lahko predpostavimo, da ima (z) na I5 naslednje tri orbite {1,4}, {2,5} in

{3}. Vendar potem je pa (z, z) tranzitivna na I, protislovje.
O

Trditev 1.1.48. Naj bo G grupa s prezentacijo {a,x | a* = 23 = (ax)? = id).
Potem je G izomorfna alternirajoci grupi Ay.

Dokaz. 1z relacij a®> = 2® = id sklepamo, da vsak element grupe G lahko
zapisemo kot 2’ ali x'ax™a---xTlaz’, kjer sta 4,7 € {0,41}. Po relaciji
(va)® = id oziroma zazrara = id, ki implicira ara = (zaz)™! = v~ laz™!
in zaz = (aza)™! = ax~'a, sledi, da je az®™'a = 2T'azT'. Po uporabi te
enakosti, izraz z'ax*'a ...z azd preoblikujemo v izraz oblike z'az’ z enim

samim elementom a v izrazu. Zato je
G = {2',z'ax’ | 4,5 € {0,+1}}.

Iz tega sledi, da je |G| < 3+ 3 x 3 = 12. Po drugi strani, ¢e v alternirajoci
grupi A4 vzamemo elementa b = (123) in ¢ = (12)(34), je njun produkt enak
be = (243) in zato ¢ = b® = (bc)® = id. Ocitno elementa b in ¢ generi-
rata alternirajoco grupo Ay in obstaja homomorfizem, ki grupo G preslika v
alternirajo¢o grupo Ay.

Tabela 1.1: Homomorfizem, ki grupo G preslika v alternirajoc¢o grupo Ay.

20 — id r — (123) a— (12)(34) xa — (243)
r~t — (132) v ta — (143) rar — (124)  xax~! — (13)(24)
rlar — (14)(23) z7laz™' — (142) az — (134) ax~! — (234)

Ker je red alternirajo¢e grupe A4 enak |A4] = 12 in |G| < 12, iz tega
sledi, da je |G| =12 in G = Ay. O

Trditev 1.1.49. Naj bo G grupa s prezentacijo
(a,b] a? = 2° = (az)3 = id) (1.5)
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ali

(a,b ] a® = 23 = (ax)® = id). (1.6)
Potem je G izomorfna alternirajoci grupi As.
Dokaz. Naj bo G grupa s prezentacijo (1.5). Potem iz relacij v (1.5) dobimo:
ara = :c_lax_l, ar ta = rax,

2 2

ar’a =z (ax™ 1 2

a)r” ", ax” 2

a = z(axa)z,

ar’azr’a =z (az?a)x ™, ax2ar %0 = z(ax"%a)x

ax2ax’a = r(az’az™2a) = (ax’azr2a)z L.
Torej lahko vsak element iz grupe G zapiSemo v sledeci obliki:

2ax7%)a,

2t xlag? 2 (ax?a)2?, 2t (ax
kjer sta 4,5 € {0,1,2,3,4}. Zato je red grupe G enak |G| < 60. Ko v alterni-
rajo¢i grupi As definiramo z = (12345) in a = (12)(34), dobimo za = (245),
torej izbrana elementa izpolnjujeta pogoj a? = 2° = (ax)? = id.
Ko ima G prezentacijo (1.6), pa si pomagamo s tem dejstvom, da je grupa
G s prezentacijo (1.5) izomorfna alternirajo¢i grupi As. Recimo, da je
G = (a,z]|a® = 2* = (ax)® = id). Naj bo z = ax. Potem je az = aaxr =
zreda 3 in G = (a,z) (a imamo, x pa dobimo kot produkt elementov a in
z in zato je grupa generirana z elementoma za in z kar enaka grupi G). Torej
G = (a, z|a® = 2° = (az)? = id). In po prvem delu trditve, sledi da je grupa
G izomorfna alternirajoci grupi As. O

1.2 Osnovne lastnosti grafov

Definicija 1.2.1. Digraf je urejeni par I' = (V, E), kjer je V neprazna mno-
Zica. Elemente te mnoZice imenujemo tocke ali vozlisca. E je podmnoZica
mnozice V x V. Elemente te mnoZice imenujemo loki.

Definicija 1.2.2. Graf (V, E) je digraf, za katerega velja:
i) za vsak a € V velja, da (a,) ¢ E (nima zank).
i) za vse a, B €V welja: ¢e (o, ) € E = (B,a) € E.

Tocke digrafa I' oznacujemo tudi z V(I'), ter loke z E(I"). V grafu I je
za vsak lok (o, ) tudi (8, ) lok. Zato par taksnih dveh lokov nadomestimo
z neusmerjeno povezavo {«, 8}, ki jo krajSe oznacujemo tudi z af3.

Definicija 1.2.3. Stopnja tocke u v grafu T, oznacimo jo z degr(u) ali dp(u),
je Stevilo povezav v grafu I', ki imajo tocko u za svoje krajisce.
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Tockam stopnje 0 pravimo izolirane tocke, toctkam stopnje 1 pa listi. Naj-
manjso stopnjo tocke grafa I' ozna¢imo z 6(T"), najvecjo pa z A(T).

Definicija 1.2.4. GrafT je reqularen, ce velja §(T') = A(T), in d—regularen,
ée velja d = 0(I") = A(T).

Kubiéni graf je 3-regularen graf. To pomeni, da je stopnja vsake tocke
enaka 3.

Primer 1.2.5. Na sliki 1.1 vidimo digraf na treh tockah in 4-reqularen graf
na petih tockah.

Slika 1.1: digraf in 4-regularen graf

Definicija 1.2.6. Naj bo ' graf in u tocka grafa I'. MnoZici tock, s katerimi
je u povezana, pravimo mmnozica sosedov tocke u.

Definicija 1.2.7. Sprehod (dolZine k) je niz k povezav v grafu

(u,z)(x,y)...(t2)(z,w)

Temu sprehodu lahko recemo tudi sprehod med tockama u in w. Povezave
niso usmerjene, zato predstavlja niz

(w,2)(21) . (9, ) (&, )
isti sprehod. Pogosto sprehod pisemo samo z zaporedjem tock na danem nizu
POvEZav.
uxy . ..tzw

Sprehod je enostaven, ko so vse vsebovane povezave v sprehodu razli¢ne.
FEnostaven sprehod je pot, kadar so vse tocke vy, vy, ..., v med seboj razli¢ne.
Enostavni sprehod je cikel, ko so vse tocke vg, v1, . .., vE_1 med sebo]j razli¢ne
in je vg = vg.

Definicija 1.2.8. Graf I' je hamiltonski, ce obstaja cikel, na katerem so vse
tocke grafa I'. Tok cikel imenujemo hamiltonski cikel.
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Definicija 1.2.9. Graf I' je dvodelen, ce je njegove tocke mogoce razdeliti
v dve podmnoZici tako, da sta poljubmni tocki znotray vsake od teh podmnoZic
nesosednji.

Definicija 1.2.10. Homomorfizem iz digrafa I v digraf T je preslikava
fv(I) = v(I),

za katero velja: ¢e uv € E(T), potem f(u)f(v) € E(I'). Homomorfizmi so
torej preslikave vozlis¢, ki ohranjajo sosednost.

i) Ce je f injektivna preslikava, f imenujemo monomorfizem.

i1) Ce je [ surjektivna preslikava, f imenujemo epimorfizem.
i11) Ce je f monomorfizem in epimorfizem, f imenujemo izomorfizem.
i) Ce je X =Y, f imenujemo enodomorfizem.

v) Ce je f izomorfizem in endomorfizem, f imenujemo avtomorfizem.

Primer 1.2.11. Definirajmo preslikavo
p:{A,B,C,D,E,F} - {G,H,I,J,K,L},

tako da je p(A) =G, p(B) =J, p(C)=H, p(D) =K, p(E) =1, p(F) = L.

Hitro se prepricamo, da je p izomorfizem grafov na spodnji sliki.

A Ge pJ

F B
H K

E c
. L

Slika 1.2: Izomorfna si grafa.

Naj bo I' graf. Potem mnozica vseh avtomorfizmov grafa I' tvori grupo za
obic¢ajno komponiranje preslikav, imenujemo jo grupa avtomorfizmov grafa

I'. Oznaka Aut(I").

Definicija 1.2.12. Digraf I' = (V, E) je tockovno tranzitiven, ée grupa av-
tomorfizmov Aut(I") deluje tranzitivno na mnoZico tock digrafa.

Definicija 1.2.13. Cayleyjev digraf T' = Cay(G, S) grupe G glede na mno-
Zico S je digraf, za katerega velja:

) V() =G,
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it) (u,v) € EI') <= 3s€ S:v=su.

Za poljubno totko u € V(I') je stevilo lokov, ki se za¢nejo v tocki u enako

|51

Primer 1.2.14. Naj bo grupa G = S3in S = {(123)}. Slika 1.3 prikazuje
Cayleyjev digraf Cay(G,S).

-

(132) (123) (12) (13)

Slika 1.3: Cayleyjev graf Cay(Ss, (123)).

Trditev 1.2.15. Naj bo G grupa in S njena podmnoZica. Potem je Cayleyjev
digraf Cay(G,S) graf natanko tedaj, ko velja:

1¢S5 (nima zank) (1.7)
S =571 0z ¢es€S, potemtudi s € S. (1.8)

Dokaz. Najprej predpostavimo, da je I' = Cay(G, S) Cayleyjev graf. Potem
I" nima zank in zato za vsak = € G in vsak s € S velja, da je x # sx. Torej
1¢85.

Naj bo (x,y) poljuben lok grafa I'. Ker je I' graf, je tudi (y, x) lok grafa
I. Torej (z,y), (y,x) € E(T) in zato obstajata taka s,s’ € S, da je y = sz
in z = s'y. Odtod sledi, da je y = sz = ss'y. Ce obe strani enacbe z leve
pomnozimo z ! (z inverzom elementa y v grupi G), sledidaje s’ = s~ € §.

Za dokaz obratne smeri predpostavimo, da za Cayleyjev digraf I' =
Cay(G, S) veljata (1.7) in (1.8). Ker 1 ¢ S, (z,1-z) ¢ E(I'). Torej digraf
I' nima zank. Naj bo (z,y) € E(I') poljuben lok grafa I". Potem obstaja
tak s € 5, da je y = sz. Ce to enakost z desne pomnozimo z elementom
571 dobimo # = s~'y. Ker je po predpostavki s~! € S, odtod sledi, da je
(y,z) € E(T). O

Sabiddusi je leta 1956 dokazal, da je digraf I' Cayleyjev graf natanko
tedaj, ko njegova grupa avtomorfizmov Aut(I') vsebuje podgrupo, ki deluje
regularno na mnozici tock grafa I'. Torej je vsak Cayleyjev graf Cay(G,S)
totkovno tranzitiven [25], obrat pa ne drzi. Petersenov graf je totkovno
tranzitiven ni pa Cayleyjev graf.
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Primer 1.2.16. Graf na sliki 1.4, poznan kot Petersenov graf GP(5,2),
je tockovno tranzitiven. O tem se prepricamo takole: tocke Petlersenovega
grafa oznacimo z 2-podmmnoZicami {i,j}, kjer sta i in j, 1 # j, elementa
mnoZice Iy, kot kaZe spodnja slika. Dve tocki sta povezani, ce sta pripadajoci
2-podmmnozici disjunktni. Za poljubni tocki {i,5} in {k,l}, kjer i # j in
k # 1, obstaja premutacijo iz simetricne grupe Ss, ki prvo preslika v drugo

{3,700 = {13,

cei ¢ {l,k}inj ¢ {k,1}. Sicer moramo biti nekoliko bolj pazljivi. A kljub
temu lahko najdemo permutacijo, ki slika en par v drugega. Ker vse per-
mutacije 1z simetricne grupe Ss disjunkine 2-podmnoZice slikajo v disjunktne
2-podmnoZice, je vsaka permutacija iz Ss tudi avtomorfizem grafa GP(5,2)
in zato je G(5,2) tockovno tranzitiven.

{1.2}

{4,5} {3,4}

1,4y 24

2,3} {1,5}

Slika 1.4: Petersenov graf

Preverimo Se dejstvo, da Petersenov graf ni Cayleyjev graf Cay(G,S).
Pri dokazu bomo potrebovali dejstvo, da Petersenov graf ne vsebuje cikla dol-
Zine 4 in da Petersenov graf ni dvodelen. Recimo nasprotno, da je Petersenov
graf Cayleyjev graf Cay(G,S) grupe G glede na mnoZico S. Ker je Peterse-
nov graf kubicni graf na 10-ih tockah je |G| = 10 in |S| = 3. Ker sta cikliéna
grupa Zio in diederska grupa Da.5 edini grupi reda 10 (glej [21]), je grupa G
izomorfna grupi Zig ali diederski grupi Da.s. Po povedi iz definicije 1.2.13,
ki pravi, da je izhodna valenca Cayleyjevega digrafa Cay(G,S) enaka |S| in
enacbi (1.8) iz trditve 1.2.15, mnoZica S sestoji iz treh elementov reda 2 ali
enega elementa reda 2, elementa reda vec kot 2 in njegovega inverza.
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1) Naj bo grupa G = Zqyp.

Ker grupa Zio vsebuje le en element reda 2 (to je element 5), je S =
{5,z,—x}, kjer x ¢ {0,5}. Vendar potem pa je (0,5, + 5,5,0) 4-cikel v
Petersenovem grafu. Protislovje, saj je najmanjsi cikel v Petersenovem grafu
dolzine 5.

2) Najbo G = Doy = (1,p| 7> =p° =id, 7pr = p~1).

Potem so elementi reda 2 v G natanko elementi iz mnoZice
{r,mp,7p?,7p%,7p*}. Ker ima S en ali tri elemente reda 2, imamo dve
mozZnosti:

2.1) S ={1p® p° p~}, kjer a € {0,1,2,3,4} in b € {1,2}.

Vendar potem je (id, p®t, p>~1, p0,id) 4-cikel v Petersenovem grafu.
Protislovje, s tem, da je nagmanjsi cikel v Petersenovem grafu dolZine

D.

2.2) S = {rp* mp°, 70}, kjer a,b,c € {0,1,2,3,4}.

Ce naredimo particijo elementov iz Da.s na slededi nacin:

{id, p, p%, 0%, p*} in {1, 7p,7p%, 7>, Tp*}, lahko hitro preverimo, da je
dobljeni graf dvodelen. Lahko sklepamo, da Cayleyjev graf Cay(G,S)
ni Petersenov graf, saj Petersenov graf ni dvodelen (vsebuje namrec
cikel dolzine 5).

Ker smo prisli do protislovja, sledi da Petersenov graf ni Cayleyjev graf.

Definicija 1.2.17. Graf I je povezan, ce obstaja pot poljubne tocke v po-
ljubno tocko grafa I'. Sicer je graf nepovezan.

Primer 1.2.18. Na sliki 1.5 sta predstavljena primera povezanega in ne-
povezanega grafa. Graf 1 je primer povezanega grafa, medtem ko je graf 2
nepovezan graf, saj ne obstaja pot od tocke A do tocke D.

Trditev 1.2.19. Cayleyjev graf Cay(G,S) na grupi G glede na mnozico S
je povezan <= G = (S) (mnoZica S generira grupo G).
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GRAF 1 GRAF 2

Slika 1.5: Povezan in nepovezan graf.

Dokaz. (<) Naj mnozica S generira grupo G. Potem lahko vsak element
x € G zapifemo kot produkt elementov iz mnozice S, to je: © = sgs1 ... Sk,
kjer je s; € S za vsak i. Temu pa v Cay(G,S) ustreza pot od tocke 1 do
tocke x. Iz tega sledi, da je Cayleyjev graf Cay(G, S) povezan.

(=) Naj bo Cay(G,S) povezan. Potem obstaja pot v Cay(G,S) med
to¢ko 1 in poljubno drugo to¢ko z iz grupe G. Torej obstaja zaporedje

90 = 1,91,92, ..., 9r = ¥, za katero velja, da je (gi, g(i11)) element mnozice
povezav v Cayleyjevem grafu Cay(G,S), za vsak i € {0,...,k — 1}. Sledi,
da za vsak i € {0,...,k — 1} velja: g(41) = sg; za nek poljuben element

s iz mnozice S. Dokaz gre z indukcijo. O¢itno je 1 € (S). Recimo, da je
za nek i produkt gogi . ..g; element grupe (S). Potem velja: 9(i+1) = SYi
za nek element s iz mnozice (S). Dejstvo, da je g; € S in s € S, pove, da
9(i+1) € (S). Torej vsak grupni element pripada grupi (S). Iz tega pa sledi,
da je grupa G generirana z mnozico S. O
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Poglavje 2

Kubi¢ni Cayleyjevi grafi
alternirajoce
orupe As

V nadaljevanju se bomo osredotodili na iskanje kubi¢nih Cayleyjevih gra-
fov alternirajoce grupe As in hamiltonskih ciklov. Prvi razdelek je name-
njen obrazlozitvi, kako lahko pridobimo 9 neizomorfnih grafov. V drugem
razdelku, pa dokazemo, da ima vsak povezan kubi¢ni Cayleyjev graf grupe
As hamiltonski cikel.

2.1 Iskanje kubi¢nih Cayleyjevih grafov
alternirajoce grupe As.
Za lazje razumevanje podrobneje opi§imo alternirajoCo grupo As. Alter-

nirajo¢a grupa As je reda 5!/2 = 60. Njeni elementi so: identiteta, petnajst
involucij, dvajset 3-ciklov in Striindvajset 5-ciklov:

As = {id,(123),(132), (124), (142), (125), (152), (134), (143),
5), (153), (145), (154), (234), (243), (235), (253), (245),
254),(345), (354), (12)(34), ( 3)(24), (14)(23), (12)(35),

) ) ( )(24), (1
14)(35), (15)(34), (23)(45), (2 ,(25)(34), (12345), (12453),
12354), (12435), (12534), (12543), (13245), (13254), (13524),
13542), (13425), (13452), (14235), (14253), (14532), (14523), (14325),
( ) (

{id

(13

( (24)

(13)(25), (15)(23), (12)(45), (14)(25), (15)(24), (13)(45),

( ( 4)(35)

(

(

(14352), (15234), (15243), (15423), (15432), (15324), (15342)}.

V tem poglavju se bomo osredotodili na kubi¢ne Cayleyjeve grafe. Ce je
Cayleyjev graf Cay(G, S) kubiéni graf, po definiciji 1.2.13 in 1.2.15 vemo, da
je red mnozice S enak |S| = 3 in velja S = S~!. Zato se mnozica S sestoji
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iz enega elementa reda dva, enega elementa reda ve¢ kot dva in njegovega
inverza ali pa iz treh elementov reda dva.
Torej imamo tri moznosti:

i) S ={a,z,271}, kjer je a involucija in = 5-cikel,
ii) S = {a,z,27 '}, kjer je a involucija in z 3-cikel,
iii) S = {a,b,c}, kier je a® = b*> = ¢ = id.
Sedaj, ko smo ugotovili kaksne oblike je lahko mnozica S, pregledamo
katere od teh moznosti nam porodijo Cayleyjev graf.

Brez skode za splosnost lahko predpostavimo, da je a = (12)(34)(5) (si-
cer presteviléimo elemente mnozice I5).

i) Naj bo S = {(12)(34),x, 271}, kjer je element = 5-cikel.

Za vsak 5-cikel y v As pogledamo, ali involucija a normalizira grupo
(y) generirano z y, ki je podgrupa grupe As. Ce je ()% = (y), potem je
(y) < (a,y) in zato po trditvi 1.1.12 in izreku 1.1.34 sledi, da je (a,y) prava
podgrupa grupe As.

Torej, da bi dobili povezan Cayleyjev graf moramo izbrati tak 5-cikel y,
da velja (y)® # (y), saj le v tem primeru (a,y) generira celo grupo As (glej
trditev 1.1.49). Torej lahko predpostavimo, da je x tak 5-cikel, da (z)® # (z).

Sedaj pa poglejmo Se produkte elementov ax. Locimo tri podprimere:

a) Element ax je reda 2.

Ce je ax reda 2, potem velja:

(ax)? = id
arar = id | 271z desne
ara = z ' (ker a® = id)
aza™! = g7t
2 = z L.
Torej involucija a normalizira (x), kar je protislovje s prejsnim sklepom,

da smo vzeli tak 5-cikel z, da (x)® # (x). Torej se ne more zgoditi, da bi bil
element ax reda 2.

b) Element ax je reda 3.

Ce preverimo vseh Stirlindvajset 5-ciklov v As, ugotovimo, da je ax reda
3 natanko tedaj, ko x pripada naslednji mnozici 5-ciklov

P = {(12345),(12435), (12534), (12543),
(13452), (14352), (15432), (15342)}
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Se vet, za vsak z iz mnozice P, po trditvi 1.1.49, (a,x) dejansko generira
celo grupo As. Pripadajoci Cayleyjevi grafi so vsi izomorfni grafu na sliki 2.1.

c¢) Element ax je reda 5.

Ce preverimo vseh Stiriindvajset 5-ciklov v As ugotovimo, da je ax reda
5 natanko tedaj, ko x pripada naslednji mnozici 5-ciklov

P = {(13245),(13254), (13524), (14235),
(14253), (14523), (15423), (15324)}.

Se vet, za vsak z iz mnozice P, (a,x) dejansko generira celo grupo As. Pri-
padajoci Cayleyjevi grafi so vsi izomorfni grafu na sliki 2.2.

ii) Naj bo S = {(12)(34),z, 271}, kjer je element x 3-cikel,

Kot pri primeru i) preverimo za vsak 3-cikel y v alternirajoc¢i grupi As
ali involucija a normalizira podgrupo (y) grupe As generirano z izbranim
3-ciklom. Ce je () = (y), potem je (y) < (a,y) in zato po trditvi 1.1.12 in
izreku 1.1.34 (a,y) prava podgrupa grupe As. Torej lahko predpostavimo,
da je x tak 3-cikel, da (z)® # ().

Sedaj pa poglejmo Se produkte elementov ax. Loc¢imo tri podprimere:

a) Element ax je reda 2.

Po enakem razmisleku kot v primeru i) pridemo do sklepa, da se ne more
zgoditi, da bi bil element ax reda 2.

b) Element az je reda 3.

Po trditvi 1.1.48 vemo, da je (a, z) izomorfna alternirajoc¢i grupi Ay4. To-
rej S = {a,x} ne generira grupe As.

c¢) Element az je reda 5.

Ce preverimo vseh dvajset 3-ciklov v As, ugotovimo, da je ax reda 5
natanko tedaj, ko x pripada naslednji mnozici 3-ciklov

P = {(135), (153), (145), (154), (235), (253), (245), (254)}.

Se vet, za vsak z iz mnozice P, po trditvi 1.1.49, grupa (a,x) generira
celo alternirajoco grupo As. Pripadajodi Cayleyjevi grafi so vsi izomorfni
grafu na sliki 2.3.
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iii) Primer, ko je S = {(12)(34),b,c}, kjer je element a? = b*> = ¢ = id.

Vemo, da ¢e noben par {z,y} C {a,b, c} ne generira tranzitivne grupe na
mnozici {1,2,3,4,5} , potem {a, b, c} po trditvi 1.1.47, zagotovo ne generira
alternirajoce grupe As. Torej lahko predpostavimo, da vsaj en par {z,y} in-
volucij iz {a, b, ¢} generira tranzitivno grupo na {1,2,3,4,5}, recimo, da je
to par {a,b}. Potem lahko brez skode za splognost s presteviléevanjem ele-
mentov iz grupe As dosezemo, da je a = (12)(34)(5) in b = (15)(23)(4).
Prepricajmo se Se, da a in b res generirata tranzitivno grupo na {1,2,3,4,5}.

a = (12)(34)(5) b= (15)(23)(4) ab=(13425) (ab)* = (14532)
ba = (15243) (ba)* = (12354).

19 =2 =5 190 =3 1a0)° = 4
20 =1 2b =3 200 = 2ab)° = 5
3% =1 =2  3=4  3@=j5
40 =1 4b =2 49b = 4@ — 5
57 =1 st=2  s=3 507 =y4

Sedaj je potrebno 8e pogledati vse moznosti za tretjo involucijo iz mnoZice
S. Ker se v involucijah a in b elementi 1 in 3 ter 4 in 5 pojavljajo simetri¢no,
zadostuje pogledati involucije ¢, ki fiksirajo 1,2 ali 3. Torej je potrebno po-
gledati 9 moZnosti in za vsak izbor sklepati, ali {a, b, ¢} generira alternirajoco
grupo As ali ne. Na primer e za elementa a in b iz alternirajoce grupe As
vzamemo a = (12)(34)(5) in b = (15)(23)(4), potem a fiksira 5 in b fiksira
4. Torej moramo najti e elemente, ki fiksirajo 1, 2 in 3. Do tega pridemo
tako, da ro¢no izra¢unamo vse produkte z novo nastalimi elementi in to
ponavlajamo dokler ne dobimo vseh 3-ciklov alternirajoce grupe As, saj ¢e
dobimo vse 3-cikle iz grupe As , po trditvi 1.1.31 sledi, da S generira grupo
As. Dobljene moznosti za tretjo involucijo so sledece: (23)(45), (25)(34),
(14)(35), (15)(34), (12)(35), (13)(25).

Vsaka od teh involucij skupaj z involucijama (12)(34)(5), (15)(23)(4) po-
rodi Cayleyjev graf. Pripadajodi grafi so predstavljeni na slikah 2.4, 2.5, 2.6,
2.7,2.8,2.9.

Rezultate tega poglavja lahko zdruZimo v naslednjo trditev.

Trditev 2.1.1. Do izomorfizna natancéno obstaja devet kubicnih Cayleyjevih
grafov alternirajoce grupe As. To so:

- Cay(As, {(12)(34)(5), (12345), (15432)}),

- Cay(As,{(12)(34)(5), (135), (153)}),
- Cay(As, {(13)(24)(5), (13245), (15423)}),
- Cay(As, {(12)(34)(5), (15)(23)(4), (23)(45)(1)}),
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2.2 Hamiltonski cikli v kubi¢nih Cayleyjevih grafih
alternirajoce grupe As

Kot smo omenili v uvodu, je cilj nasega raziskovanja najti hamiltonske
cikle v kubi¢nih Cayleyjevih grafih alternirajote grupe As.

V tem poglavju bomo pokazali, da prav vseh devet grafov iz trditve 2.1.1
vsebuje hamiltonski cikel. Do takega cikla lahko pridemo na ve¢ nacinov.
Ena izmed metod, ki se izkaze za uporabno, je metoda, ki sloni na vlozitvi
grafov na ploskve: poiS¢emo hamiltonsko drevo lic, to je, drevo lic, katerega
rob je hamiltonski cikel grafa I' [22]. Ker niso vsi grafi planarni, bomo na
vseh preostalih grafih poiskali hamiltonske cikle brez uporabe kakrgne koli
metode.

Izrek 2.2.1. Vsaok povezan kubicni Cayleyjev graf alternirajoce grupe As ima
hamiltonski cikel.

Dokaz. Po trditvi 2.1.1 obstaja devet neizomorfnih kubi¢nih grafov alterni-
rajoCe grupe As. Prikazani so na slikah 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, 2.5, 2.6, 2.7, 2.8,
2.9. Na vsaki sliki je prikazan tudi hamiltonski cikel. O

Primer 2.2.2. Na Cayleyjevem grafu Cay(As,{a,z|a® = 2° = id}) bolj
znanem kot nogometna Zoga, je predstavijen nacin, kako se uporablja zgoraj
omenjena metoda iskanja hamiltonskih ciklov.

Slika 2.1: Cay(As, {a,z|a® = 2% = id}), kjer je produkt az 3-cikel, ima
hamiltonski cikel.
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Slika 2.2: Cay(As,{a,z|a® = 2° = id}), kjer je produkt ax 5-cikel, ima
hamiltonski cikel.

Slika 2.3: Cay(As,{a,z|a® = 2® = id}), kjer je produkt ax 5-cikel, ima
hamiltonski cikel.
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Slika 2.5: Cay(As, {(12)(34)(5), (15)(23)(4), (12)(35)(4)}) ima hamiltonski
cikel.
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Slika 2.7: Cay(As, {(12)(34)(5), (15)(23)(4), (15)(34)(2) }) ima hamiltonski
cikel.
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Slika 2.9: Cay(As, {(12)(34)(5), (15)(23)(4), (25)(34)(1) }) ima hamiltonski
cikel.
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Poglavje 3

Cayleyjevi grafi in hamiltonski
cikli

Leta 1969 je Lovéaszovo vpraganje [34] povzrocilo val zanimanja med razi-
skovalci in od takrat naprej se intenzivno raziskuje na tem podrocju algebra-
i¢ne teorije grafov. Danes vemo, da vsi znani povezani to¢kovno tranzitivni
grafi imajo hamiltonsko pot. Oziroma, znani so le §tirje povezani tockovno
tranzitivni grafi (z vsaj tremi toc¢kami), ki nimajo hamiltonskega cikla.

Ker so Cayleyjevi grafi poseben primer to¢kovno tranzitivnih grafov [25]
in ker znani toc¢kovno tranzitvni grafi brez hamiltonskega cikla (Petersenov,
Coxeterjev in grafa dobljena s trisekcijo teh dveh) niso Cayleyjevi, se je
postavila domneva, da ima vsak povezan Cayleyjev graf na ve¢ kot dveh
to¢kah hamiltonski cikel. Ta problem je spodbudil kar nekaj matemati¢nega
zanimanja, postavile so se domneve in protidomneve glede njegove resni¢no-
sti. Zato bomo to poglavje namenili temu, da navedemo nekaj pomembnih
rezultatov, ki kazejo na resni¢nost te domneve.

Izrek 3.0.1. (Holsztyniski in Strube [27]) V vsakem povezanem Cayleyjevem
grafu abelove grupe obstaja hamiltonski cikel.

Izrek 3.0.2. (Witte [45]) Vsak povezan Cayleyjev graf p-grupe ima hamil-
tonski cikel.

Izrek 3.0.3. (Alspach in Zhang [10]) Vsak povezan kubicni Cayleyjev graf
diederske grupe premore hamiltonski cikel.

Izrek 3.0.4. (Keating in Witte [29]) Naj bo N komutatorska podgrupa grupe
G. Ce je podgrupa N ciklicna grupa prastevilskega reda, potem vsak povezan
Cayleyjev graf grupe G premore hamiltonski cikel.

Rezultate izreka 3.0.4 so kasneje posplogili tudi na tockovno tranzitivne
grafe in sicer velja, da e je graf povezan in tockovno tranzitiven in premore
podgrupo grupe automorfizmov s ciklicno komutatorsko podgrupo reda pra-
Stevilske potence, potem premore hamiltonski cikel. V kolikor graf ni Peter-
senov graf [18].
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Izrek 3.0.5. (Pak in Radoicié [41]) Vsak povezan Cayleyjev graf Cay(G,S),
kjer je S = {a,b,a’} in je a involucija, premore hamiltonski cikel.

Izrek 3.0.6. (Cherkassoff in Sjerve [16]) Vsak povezan kubicni Cayleyjev
graf Cay(G,S), kjer mnoZica S = {a,b,c} sestoji iz treh involucije a,b in c
i velja ab = ba, premore hamiltonski cikel.

Izrek 3.0.7. (Glover in Marusic [24]) Vsak povezan kubiéni Cayleyjev graf
Cay(G, S), kjer je S = {a,z,27'}, a®> = id, 2° = id in (ax)3 = id, premore
hamiltonsko pot.

Izrek 3.0.8. (Kutnar, Marusié, Morris, Sparl [32]) Vsak povezan Cayley-
jev graf Cay(G,S) grupe, katere red ima majhno prastevilsko faktorizacijo,
premore hamiltonski cikel.

Rezultati iz [32] skupaj z drugimi rezultati na tem podro¢ju povedo na-
slednje. Naj bodo p,q,r razlicna si prastevila, potem ima vsak povezan
Cayleyjev graf reda :

- kp, kjer 24 # k < 32,

- kpq7 kjer k S 5)
- par,
- kp?, Kjer je k < 2,

hamiltonski cikel.
In poleg tega ti rezultati dokaZejo Se obstoj hamiltonskih ciklov v vseh
povezanih Cayleyjevih grafih reda n < 120 za n ¢ {48,72,80,96,108,112}.
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Zakljucek

V zaklju¢ni projektni nalogi smo raziskovali kubi¢ne Cayleyjeve grafe
alternirajoce grupe As.

V prvem poglavju smo spoznali potrebne definicije, trditve in izreke, ki
smo jih potrebovali za razumevanje poglavij, ki so sledili. Le-te so se nanagale
na grupe, grafe ter medsebojno delovanje.

V drugem poglavju smo poiskali vse neizomorfne kubi¢ne Cayleyjeve
grafe alternirajoce grupe As. Pri izrac¢unih smo si pomagali s programom
MAGMA.

V drugem podpoglavju, pa smo dokazali temeljno trditev projektne na-
loge, da vsak kubi¢ni Cayleyjevi graf alternirajoce grupe As premore hamil-
tonski cikel.

Za konec, smo v tretjem poglavju predstavili nekaj pomembnejsih rezul-
tatov, ki kaZejo na resni¢nost domneve, da ima vsak povezan Cayleyjev graf
hamiltonski cikel.
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