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Povzetek

Graf je popoln, £e za vsak njegov induciran podgraf velja, da je kromati£no
²tevilo enako kli£nemu ²tevilu. V nalogi obravnavamo popolne grafe in
nekatere njihove osnovne lastnosti. Najprej predstavimo motivacijo za razisko-
vanje popolnih grafov. Izrek o popolnih gra�h pravi, da je razred popol-
nih grafov zaprt za operacijo komplementa grafa. Zapi²emo dva dokaza
izreka o popolnih gra�h�Lovászovega in Gasparianovega. Gasparianov dokaz
temelji na linearni algebri. Obravnavamo povezavo med popolnimi gra� in
poliedrsko kombinatoriko. Brez uporabe izreka o popolnih gra�h in krep-
kega izreka o popolnih gra�h preverimo popolnost ²tirih osnovnih razredov
popolnih grafov: dvodelnih grafov, povezavnih grafov dvodelnih grafov, kom-
plementov dvodelnih grafov in komplementov povezavnih grafov dvodelnih
grafov. Navedemo krepki izrek o popolnih gra�h in opi²emo idejo dokaza
Chudnovsky, Robertsona, Seymourja in Thomasa tega znamenitega izreka.
Za konec omenimo ²e nekaj znanih rezultatov o popolnih gra�h.

Abstract

A graph is perfect if in all its induced subgraphs the clique number is equal to
the chromatic number. The main goal of this project is to give an overview of
some of the main properties of perfect graphs. First, we state the motivation
for studying perfect graphs. The perfect graph theorem states that the
class of perfect graphs is closed under taking complements. We give two
proofs of this result, one due to Lovász and one, based on linear algebra, due
to Gasparian. We explain how perfect graphs are connected to polyhedral
combinatorics. Without using the Perfect Graph Theorem and the Strong
Perfect Graph Theorem, we verify the perfectness of four basic perfect graph
classes: bipartite graphs, line graphs of bipartite graphs, complements of
bipartite graphs, and complements of line graphs of bipartite graphs. We
state the Strong Perfect Graph Theorem and sketch the idea of the proof of
this famous theorem due to Chudnovsky, Robertson, Seymour and Thomas.
In conclusion, we mention some other known results about perfect graphs.

Math. Subj. Class. (2010): 05C17, 90C57

Klju£ne besede: popolni gra�, izrek o popolnih gra�h, osnovni razredi popol-
nih grafov.
Keywords: perfect graphs, perfect graph theorem, basic classes of perfect
graphs.
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Poglavje 1

Uvod

Popolne grafe je prvi predstavil francoski matematik Claude Berge v ²estde-
setih letih prej²njega stoletja. De�niral je, da je graf popoln, £e sta velikost
najve£je klike in kromati£no ²tevilo enaka za vsak njegov induciran podgraf.
Njegova motivacija za uveljavitev pojma popolnih grafov je bil problem ra£u-
nanja Shannonove kapacitete grafa. Ta se nahaja med velikostjo najve£je
klike in kromati£nim ²tevilom. V splo²nem je ra£unanje Shannonove ka-
pacitete teºek problem. Ker pri popolnih gra�h med tema koli£inama velja
enakost, je dolo£anje Shannonove kapacitete za popolne grafe trivialno.

Za ²tevilne razrede grafov se lahko pokaºe, da so popolni. Berge je opazil
pomembno lastnost, da so tudi komplementi teh grafov popolni. Podal je
dve domnevi. Prva govori, da je graf popoln natanko takrat, ko je njegov
komplement popoln. Druga pa, da je graf popoln, £e in samo £e ne vsebuje
lihih ciklov dolºine pet ali ve£ ali njihovih komplementov kot induciranih
podgrafov. Graf, pri katerem se kli£no in kromati£no ²tevilo razlikujeta,
imenujemo nepopoln graf. Hitro se lahko prepri£amo, da so lihi cikli dolºine
vsaj pet nepopolni, saj je kromati£no ²tevilo takega grafa enako 3, kli£no
²tevilo pa 2. Prav tako so nepopolni gra� komplementi lihih ciklov dolºine
vsaj pet z 2k+1 vozli²£i, k ≥ 2, saj je kromati£no ²tevilo takega grafa enako
k + 1, kli£no pa k. Ne samo da so zgoraj opisani gra� nepopolni, pa£ pa so
minimalno nepopolni. To pomeni, da je vsak njihov pravi induciran podgraf
popoln.

Domnevi danes poznamo kot izrek o popolnih gra�h in krepki izrek o
popolnih gra�h. Izrek o popolnih gra�h je leta 1972 dokazal Lovász [18].
Opisan je v drugem razdelku naloge. Dokaz krepkega izreka o popolnih gra�h
so leta 2002 predstavili Chudnovsky, Robertson, Seymour in Thomas [7] in
kot je Chvàtal zapisal v osmrtnici Bergea [3], se zdi, kot da je Berge £akal na
potrditvi svojih domnev ter se je ²ele nato lahko v miru poslovil, saj je umrl
le nekaj tednov po objavi dokaza njegove druge domneve. Dokaz krepkega
izreka o popolnih gra�h je zahteven in v nalogi ni zapisan. Na kratko opi²emo
samo idejo, s katero so Chudnovsky, Robertson, Seymour in Thomas pokazali
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izrek. To je pokazati, da vsak graf, ki ne vsebuje lihih ciklov dolºine vsaj
pet in njihovih komplementov kot inducirane podgrafe, sodi med osnovne
razrede grafov, za katere se ve, da so popolni, ali pa vsebuje dekompozicijo,
ki se ne more pojaviti v minimalno nepopolnih gra�h.

Izrek o popolnih gra�h se lahko uporabi tudi za dokazovanje nekaterih
min-maks relacij v dvodelnih gra�h. Izkazalo se je, da popolni gra� zdruºu-
jejo kar nekaj rezultatov v kombinatori£ni optimizaciji in poliedrski kom-
binatoriki. Chvátal [4] je leta 1975 pokazal povezanost popolnih grafov s
poliedrsko kombinatoriko.

V nadaljevanju bomo zapisali ²e nekaj de�nicij in pojmov, ki jih bomo
v nalogi uporabili. V naslednjem poglavju se bomo osredoto£ili na izrek
o popolnih gra�h in zapisali dva njegova dokaza. V tretjem poglavju bomo
opisali, kako so popolni gra� povezani s poliedrsko kombinatoriko. V £etrtem
poglavju bomo predstavili ²tiri osnovne razrede popolnih grafov in pokazali,
da so res popolni. V petem poglavju bomo navedli krepki izrek o popolnih
gra�h in opisali idejo dokaza. V zadnjem poglavju bomo povzeli nalogo in
zapisali ²e nekaj znanih rezultatov o popolnih gra�h.

Omenimo ²e, da naloga preteºno temelji na knjigah Schrijverja z naslovom
Combinatorial Optimization, Polyhedra and E�ciency [19] (poglavje 65)
in Golumbica Algorithmic Graph Theory and Perfect Graphs, Second Edi-
tion [12] (poglavje 3).

1.1 Osnovne de�nicije in pojmi

V nalogi so gra� vedno kon£ni, neusmerjeni in enostavni. To pomeni, da ne
vsebujejo zank, ve£kratnih povezav, usmerjenih povezav, mnoºici vozli²£ in
povezav pa sta kon£ni.

Graf je par G = (V,E), kjer V = V (G) predstavlja mnoºico vozli²£ in
E = E(G) mnoºico povezav. Ob tem velja, da je mnoºica V (G) neprazna
in elementi mnoºice E(G) so oblike {u, v}, kjer sta u in v razli£na elementa
mnoºice V (G). Povezavo {u, v} bomo pisali tudi kraj²e kot uv. �e je uv ∈ E,
pravimo, da sta vozli²£i u in v povezani v G. Induciran podgraf H grafa
G je tak njegov podgraf, za katerega velja V (H) ⊆ V (G) in vse povezave
med vozli²£i V (H) v grafu G so tudi v podgrafu H. Pravimo, da je H
podgraf grafa G, induciran z mnoºico U , kjer je U = V (H) in to ozna£imo s
H = G[U ]. Graf G− v bo predstavljal podgraf grafa G, induciran z mnoºico
V (G) \ {v}. Naj bo V ′ ⊆ V (G). Z G − V ′ bomo ozna£ili podgraf grafa G,
induciran z mnoºico V (G) \ V ′. Pot P od vozli²£a u do vozli²£a v v grafu
G je zaporedje paroma razli£nih vozli²£ u = v0, v1, . . . , vl = v grafa G, kjer
je 0 ≤ l ≤ |V (G)| nenegativno celo ²tevilo in velja vivi+1 ∈ E(G) za vse
i = 0, 1, . . . , l − 1. Dolºina poti je ²tevilo povezav med za£etnim in kon£nim
vozli²£em poti. �e je P = (u = v0, v1, . . . , vl = v) pot v grafu G od u do v
in je e = vw taka povezava v G, inciden£na z vozli²£em v, da je w 6= vi za
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vse 0 ≤ i ≤ l, potem je (u = v0, v1, . . . , vl = v, w) pot v grafu G od u do w;
ozna£imo jo s P ∪ e. Pot Pn reda n je graf, kjer sta V (Pn) = {1, 2, . . . , n} in
E(Pn) = {{i, i+ 1} : 1 ≤ i ≤ n− 1}. Grafa G1 = (V1, E1) in G2 = (V2, E2)
sta izomorfna, £e obstaja taka bijektivna preslikava f : V1 → V2, da velja:
vozli²£i u, v ∈ V1 sta povezani v G1 natanko tedaj, ko sta f(u), f(v) povezani
v grafu G2. Graf G je povezan, £e za vsaki dve vozli²£i u in v grafa G
obstaja pot od u do v. Maksimalen povezan podgraf grafa G imenujemo
komponenta grafa G. Graf G je pot, £e je izomorfen grafu P|V (G)|. V nalogi
bomo poti v£asih obravnali kot zaporedje vozli²£, v£asih pa kar kot grafe.
Katera de�nicija bo uporabljena, bo razvidno iz konteksta.

Komplement grafa G = (V,E) je graf G = (V ′, E′), kjer je V = V ′

in dve razli£ni vozli²£i sta povezani v G, £e nista povezani v G in obratno.
Klika je taka podmnoºica C vozli²£ grafa G, da sta vsaki dve vozli²£i v C
med seboj povezani. Maksimalna klika je klika, ki ni vsebovana v nobeni
ve£ji kliki grafa G. Kliko najve£je mo£i imenujemo ω-klika. Mo£ ω-klike
ozna£imo z ω(G) in imenujemo kli£no ²tevilo. Mnoºico vozli²£ S ⊆ V v grafu
G imenujemo neodvisna mnoºica grafa G, £e nobeni dve vozli²£i iz S nista
med seboj povezani. Maksimalna neodvisna mnoºica je neodvisna mnoºica,
ki ni vsebovana v nobeni ve£ji neodvisni mnoºici grafaG. Neodvisno mnoºico
najve£je mo£i imenujemo α-neodvisna mnoºica. Mo£ α-neodvisne mnoºice
grafa G ozna£imo z α(G) in imenujemo neodvisnostno ²tevilo grafa G. Naj
bo G = (V,E) graf in v ∈ V . Stopnja vozli²£a v je ²tevilo povezav, ki imajo
kraji²£e v vozli²£u v. Maksimalno stopnjo vozli²£a grafa G ozna£imo z ∆(G).

Naj bo k naravno ²tevilo. Pravo k-barvanje grafa G je taka particija
mnoºice vozli²£ V = S1 + S2 + . . . + Sk, da je Si neodvisna mnoºica za
vse i ∈ {1, 2, . . . , k}. Mnoºice S1, S2, . . . , Sk so paroma disjunktne in lahko
prazne. Vozli²£a v Si pobarvamo z barvo i. Povezana vozli²£a bodo tako
imela razli£no barvo. Pravimo, da je graf G k-pobarljiv. Kromati£no
²tevilo χ(G) je najmanj²i tak k, za katerega obstaja pravo k-barvanje grafa
G. Z drugimi besedami, χ(G) je najmanj²e ²tevilo barv, s katerimi lahko
pobarvamo vozli²£a grafa G tako, da imata sosednji dve vselej razli£no barvo.

Pravo k-barvanje povezav grafaG je dodelitev k razli£nih barv povezavam
grafa G tako, da imata poljubni dve povezavi s skupnim kraji²£em razli£no
barvo. �e obstaja pravo k-barvanje povezav grafa G, pravimo, da je graf
G po povezavah k-pobarljiv. Najmanj²i tak k, za katerega je graf G po
povezavah k-pobarljiv, ozna£imo s χ′(G) in ga imenujemo kromati£ni in-
deks grafa G.

Pokritje grafa G s klikami je taka particija mnoºice vozli²£ V = C1 +
C2 + . . . + Ck, da je Ci klika za vse i ∈ {1, 2, . . . , k}. Velikost najmanj²ega
moºnega pokritja grafa G s klikami ozna£imo s κ(G). Druga£e povedano,
i²£emo tako najmanj²e ²tevilo klik v G, da so z njimi pokrita vsa vozli²£a v
grafu G.

Inciden£na matrika grafa G je matrika velikosti n×m, kjer je V (G) =
{v1, . . . , vn} in E(G) = {e1, . . . , em}. Matrika ima v vrstici i in stolpcu j
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vrednost 1, £e je vozli²£e vi kraji²£e povezave ej , in vrednost 0, sicer.
Kli£na matrika grafa G je matrika velikosti k × n, kjer je k ²tevilo

maksimalnih klik v grafu G in n ²tevilo vozli²£ grafa G. Matrika ima v vsaki
vrstici enke v stolpcih, ki predstavljajo vozli²£a ustrezne klike, in ni£le sicer.

Minimalno nepopoln graf je tak graf G, ki ni popoln, vsak pravi
induciran podgraf grafa G pa je popoln.

PoliederP je mnoºica re²itev sistema kon£no mnogo linearnih neenakosti
P = {x ∈ Rn|Ax ≤ b}, kjer je A matrika velikosti m×n in b ∈ Rm. Omejen
polieder je tak polieder P , da obstajata vektorja l, u ∈ Rn, da velja l ≤ x ≤ u
za vse vektorje x ∈ P . Ekstremna to£ka poliedra P je taka to£ka v ∈ P ,
da obstaja hiperravnina w>x = t, kjer w ∈ Rn in t ∈ R, za katero velja
w>x ≤ t za vse x ∈ P in {x ∈ P |w>x = t} = {v}.

Naj bodo x1, x2, . . . , xn vektorji in λ1, λ2, . . . , λn skalarji. Potem je λ1x1+
λ2x2 + . . .+λnxn linearna kombinacija vektorjev x1, x2, . . . , xn. Konvek-
sna kombinacija vektorjev je linearna kombinacija, pri kateri velja λi ≥ 0
in
∑n

i=1 λi = 1. Naj bo X ⊆ Rn mnoºica. Konveksna ogrinja£a mnoºice X
je mnoºica vseh konveksnih kombinacij vektorjev iz mnoºice X.

Naj bosta x, y vektorja v Rn. Vektorje bomo predstavili kot matrike
velikosti n× 1. Oznaka > ozna£uje transponiranje matrik. Skalarni produkt
dveh vektorjev ozna£imo z x>y =

∑n
i=1 xiyi.

Dana je univerzalna mnoºica V = {v1, v2, . . . , vn}. Vektor x ∈ {0, 1}n je
karakteristi£ni vektor mnoºice W ⊆ V , £e velja

xi =

{
1, £e je vi ∈W ;
0, sicer.

Rang matrike A je najve£je ²tevilo linearno neodvisnih vrstic (ekviva-
lentno: stolpcev) v matriki. Vrstice (stolpci) so linearno neodvisne, £e se
nobene od vrstic (nobenega od stolpcev) ne da izraziti kot linearno kombi-
nacijo preostalih vrstic (stolpcev). Rang matrike A ozna£imo z rang(A).
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Poglavje 2

Izrek o popolnih gra�h

2.1 Predpriprave

Zapi²imo de�nicijo popolnih grafov.

De�nicija 2.1. Graf G = (V,E) je popoln, £e enakost ω(G′) = χ(G′) velja
za vsak induciran podgraf G′ grafa G.

Presek klike in neodvisne mnoºice v grafu je lahko najve£ eno vozli²£e.
Tako v vsakem grafu G velja:

α(G) ≤ κ(G) in ω(G) ≤ χ(G).

Z upo²tevenjem komplementa G grafa G pridemo do dualnosti.

χ(G) = κ(G) in ω(G) = α(G). (2.1)

V nalogi so predstavljeni gra�, za katere veljata lastnosti:

(I1) ω(G′) = χ(G′), za vsak induciran podgraf G′grafa G,

(I2) α(G′) = κ(G′), za vsak induciran podgraf G′grafa G.

Takim grafom pravimo popolni gra�. Iz enakosti (2.1) vidimo naslednje:

• G izpolnjuje lastnost (I1), £e in samo £e komplement G izpolnjuje (I2).

Ekvivalentnost lastnosti (I1) in (I2) je leta 1972 dokazal Lovász. Ta izrek
je danes poznan kot izrek o popolnih gra�h.

Lovászov dokaz temelji na operaciji, ki ohranja popolnost grafa. To je
multipliciranje vozli²£ grafa. Graf, narejen z multipliciranjem vozli²£, kot je
opisano spodaj, ohranja lastnosti (I1), (I2).

Naj bo G graf z vozli²£em x. Graf G◦x je zgrajen iz grafa G, z dodanim
vozli²£em x′, ki povezuje vse sosede vozli²£a x.
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Trditev 2.2. Za vsaki dve razli£ni vozli²£i x in y grafa G velja (G◦x)−y =
(G− y) ◦ x.

Dokaz. Ozna£imo graf na levi strani enakosti G1 in graf na desni z G2.
Najprej pokaºimo, da velja V (G1) = V (G2). Mnoºica vozli²£ V (G1) je

sestavljena iz vozli²£ V (G), dodanega vozli²£a x′ in brez vozli²£a y. Mnoºica
vozli²£ V (G2) je sestavljena iz vozli²£ V (G), brez vozli²£a y in dodanega
vozli²£a x′. Torej velja enakost V (G1) = V (G2).

Za poljubni dve razli£ni vozli²£i u, v ∈ V (G1) = V (G2) velja: uv ∈
E(G1) ⇐⇒ uv ∈ E(G ◦ x) ⇐⇒ uv ∈ E(G2).

V splo²nem naj bo V (G) = {x1, x2, . . . , xn} mnoºica vozli²£ grafa G
in h = (h1, h2, . . . , hn) vektor nenegativnih celih ²tevil. Graf H = G ◦ h
je konstruiran z zamenjavo vsakega vozli²£a xi z neodvisno mnoºico vozli²£
velikosti hi; recimo x1

i , x
2
i , . . . , x

hi
i . Povezava med xsi in x

t
j obstaja, £e in samo

£e sta xi in xj povezani vG. Pravimo, da jeH zgrajen izG z multipliciranjem
vozli²£.

Pri konstrukciji grafa je lahko komponenta hi vektorja h enaka ni£. V
tem primeru graf H ne vsebuje kopij vozli²£a xi. Torej lahko vsak induciran
podgraf grafa G zgradimo z multipliciranjem ustreznega vektorja h, ki ima
vrednosti 0 in 1.

V preostanku tega poglavja sta podana dva dokaza izreka o popolnih
gra�h. Enega je podal Lovász leta 1972, drugega pa Gasparian leta 1996.
Za Lovászov dokaz izreka potrebujemo nekaj predpriprav. To sta naslednji
lemi. Prvo je leta 1961 dokazal Berge.

Lema 2.3 (Berge [1]). Naj bo H graf, ki ga dobimo z multipliciranjem vozli²£
grafa G.

(i) �e G zado²£a pogoju (I1), potem H zado²£a pogoju (I1).

(ii) �e G zado²£a pogoju (I2), potem H zado²£a pogoju (I2).

Dokaz. Lema je pravilna, £e ima graf G samo eno vozli²£e. Predpostavimo,
da sta (i) in (ii) pravilni za grafe z manj vozli²£i, kot jih ima graf G. Naj
bo H = G ◦ h. �e je katera od koordinat vektorja h enaka ni£, na primer
hi = 0, potem lahko H dobimo iz G − xi z multipliciranjem vozli²£. Toda,
£e G zado²£a (I1) (ali (I2)), potem G−xi tudi zado²£a (I1) (ali (I2)). V tem
primeru indukcijska predpostavka implicira (i) in (ii).

Predpostavimo, da je vsaka koordinata hi ≥ 1. Ker je H lahko zgrajen
iz zaporedja manj²ih multipliciranj, je dovolj obravnavati primer H = G ◦x.
Naj bo x′ dodano vozli²£e grafu G.

Predpostavimo, da graf G zado²£a (I1). Ker sta x in x′ nepovezani,
imamo ω(G ◦ x) = ω(G). Naj bo G pobarvan z ω(G) barvami. Pobarvajmo
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x in x′ z enako barvo. To je barvanje grafa G ◦ x z ω(G ◦ x) barvami. Torej
G ◦ x zado²£a pogoju (I1).

Sedaj predpostavimo, da graf G zado²£a (I2). Pokazati moramo, da
α(G ◦ x) = κ(G ◦ x). Naj bo K tako pokritje s klikami grafa G, za katerega
velja |K| = α(G) = κ(G). Naj bo Kx klika iz K, ki vsebuje x.

Obravnavati je treba dva primera:

1. Vozli²£e x je vsebovano v neki α-neodvisni mnoºici S grafa G. (To je,
|S| = α(G).) V tem primeru je S∪{x′} neodvisna mnoºica grafa G◦x,
torej

α(G ◦ x) = α(G) + 1.

Ker K ∪ {{x′}} pokriva G ◦ x, imamo

κ(G ◦ x) ≤ κ(G) + 1 = α(G) + 1 = α(G ◦ x) ≤ κ(G ◦ x).

Torej je α(G ◦ x) = κ(G ◦ x).

2. Vozli²£e x ni vsebovano v nobeni α-neodvisni mnoºici grafa G, torej

α(G ◦ x) = α(G).

Po de�niciji imata lahko klika in neodvisna mnoºica v grafu najve£
eno skupno vozli²£e. Torej je presek poljubne α-neodvisne mnoºice S
grafa G in poljubne klike iz K prazen ali pa sestoji iz enega samega
vozli²£a. Vsako vozli²£e grafa G je vsebovano v neki kliki iz K. �e
bi obstajala klika, za katero bi bil presek z neko α-neodvisno mnoºico
S prazen, bi veljalo |K| > |S|. To pa je v protislovju s predpostavko
|K| = α(G) = κ(G).

Torej vsaka klika iz K preseka vsako α-neodvisno mnoºico S grafa G
natanko enkrat. To je seveda res tudi za Kx. Toda x ni vsebovan v
nobeni α-neodvisni mnoºici. Torej D = Kx \ {x} preseka vsako α-
neodvisno mnoºico grafa G natanko enkrat. Ozna£imo G′ = G − D.
Tedaj velja

α(G′) = α(G)− 1.

Iz tega sledi

κ(G′) = α(G′) = α(G)− 1 = α(G ◦ x)− 1.

�e vzamemo pokritje s klikami grafa G′ velikosti α(G◦x)−1 z dodatno
kliko D ∪ {x′}, dobimo pokritje grafa G ◦ x. Torej
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κ(G ◦ x) = α(G ◦ x).

Naslednjo lemo sta dokazala Fulkerson leta 1971 in Lovász leta 1972.
Lema vsebuje naslednjo lastnost:

(I3) ω(G′)α(G′) ≥ |V (G′)|, za vsak induciran podgraf G′ grafa G,

ki je ekvivalentna lastnostma (I1) in (I2). Operacija multipliciranja vozli²£
ohranja tudi lastnost (I3).

Lema 2.4 (Fulkerson [10], Lovász [18]). Naj bo G graf, katerega vsak pravi
induciran podgraf zado²£a (I2). Naj bo H dobljen iz G z multipliciranjem
vozli²£. �e G zado²£a (I3), potem tudi H zado²£a (I3).

Dokaz. Naj bo G graf, ki zado²£a (I3) in katerega vsak pravi induciran pod-
graf zado²£a (I2). Izberimo graf H tako, da ima najmanj²e moºno ²tevilo
vozli²£, pri £emer je H dobljen iz G z multipliciranjem vozli²£, in zanj ne
velja (I3). Torej

ω(H)α(H) < |X|, (2.2)

kjer X = V (H), toda (I3) ²e vedno velja za vsak pravi induciran podgraf
grafa H.

Kot v dokazu prej²nje leme, lahko predpostavimo, da je bilo vsako vo-
zli²£e grafa G multiplicirano vsaj enkrat in neko vozli²£e u je bilo multiplici-
rano s h ≥ 2. Naj bo U = {u1, u2, . . . , uh} mnoºica vozli²£, ki so bila dodana
grafu H glede na vozli²£e u. V dokazu ima pomembno vlogo vozli²£e u1.
Glede na minimalnost grafa H, graf H ′ = (X \ {u1}, E′) zado²£a (I3), torej

|X| − 1 = |X \ {u1}| ≤ ω(H ′)α(H ′) [po (I3)]

≤ ω(H)α(H)

≤ |X| − 1 [po (2.2)].

Enakost velja ²e naprej, zato de�nirajmo naslednje

p = ω(H ′) = ω(H),

q = α(H ′) = α(H)

in

pq = |X| − 1. (2.3)
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Ker je H[X −U ] dobljen iz G− u z multipliciranjem vozli²£, po prej²nji
Lemi 2.3 velja, da H[X −U ] zado²£a (I2). Torej lahko H[X −U ] pokrijemo
z mnoºico q polnih podgrafov iz H, na primer K1,K2, . . . ,Kq. Privzamemo
lahko, da so Ki paroma disjunktni in |K1| ≥ |K2| ≥ . . . ≥ |Kq|. Velja:

q∑
i=1

|Ki| = |X − U | = |X| − h = pq − (h− 1) [po (2.3)].

Ker |Ki| ≤ p, najve£ h− 1 mnoºic Ki ne prispeva p k vsoti. Sledi:

|K1| = |K2| = ... = |Kq−h+1| = p.

Naj bo H ′′ podgraf grafa H induciran z mnoºico X ′′ = K1∪...∪Kq−h+1∪
{u1}. Torej:

|X ′′| = p(q − h+ 1) + 1 < pq + 1 = |X| [po (2.3)] (2.4)

in po minimalnosti grafa H:

ω(H ′′)α(H ′′) ≥ |X ′′| [po (I3)]. (2.5)

Toda p = ω(H) ≥ ω(H ′′), torej:

α(H ′′) ≥ |X ′′|
p

[po (2.5)]

> q − h+ 1 [po (2.4)].

Naj bo S′ neodvisna mnoºica grafa H ′′ mo£i q−h+2. Seveda je u1 ∈ S′,
sicer bi S′ vsebovala dve vozli²£i klike (po de�niciji H ′′). Sledi, da je S =
S′ ∪ U neodvisna mnoºica grafa H s q + 1 vozli²£i, kar pa je v protislovju z
de�nicijo q-ja.

V nadaljevanju bomo potrebovali ²e naslednjo lastnost minimalno nepopol-
nih grafov.

Trditev 2.5. Poljuben minimalno nepopoln graf G = (V,E) nima neodvisne
mnoºice S, da bi veljalo ω(G− S) < ω(G).

Dokaz. Ker lahko vozli²£a iz neodvisne mnoºice S pobarvamo z eno barvo,
bi v nasprotnem veljalo naslednje: ω(G) ≥ ω(G− S) + 1 = χ(G− S) + 1 ≥
χ(G). Po de�niciji velja ω(G) ≤ χ(G). Torej pridemo do sklepa, da je G
popoln graf, kar pa je v nasprotju s predpostavko, daje graf G minimalno
nepopoln.
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2.2 Izrek o popolnih gra�h

V tem poglavju sta predstavljeni ekvivalentni razli£ici izreka o popolnih
gra�h in njuna dokaza. Prvo je leta 1972 dokazal Lovász in temelji na lemah
iz prej²njega podpoglavja.

Izrek 2.6 (Lovász [18]). Naj bo G = (V,E) graf. Naslednje trditve so ekvi-
valentne:

(I1) ω(G′) = χ(G′), za vsak induciran podgraf G′ grafa G,

(I2) α(G′) = κ(G′), za vsak induciran podgraf G′ grafa G,

(I3) ω(G′)α(G′) ≥ |V (G′)|, za vsak induciran podgraf G′ grafa G.

Dokaz. Predpostavimo lahko, da izrek velja za vse grafe, ki imajo manj
vozli²£ kot G.

(I1)⇒(I3): Naj bo A ⊆ V . Predpostavimo, da lahko graf G′′ = G[A]
pobarvamo z ω(G′′) barvami. Ker imamo najve£ α(G′′) vozli²£ dane barve,
sledi ω(G′′)α(G′′) ≥ |A|.

(I3)⇒(I1): Naj graf G = (V,E) izpolnjuje pogoj (I3). Potem po indukciji
vsak pravi induciran podgraf grafaG zado²£a pogojem (I1), (I2) in (I3). Tako
je dovolj pokazati enakost ω(G) = χ(G).

Naj bo S neodvisna mnoºica grafa G = (V,E) in G′ = G[V − S]. �e bi
bila S taka, da bi veljalo ω(G′) < ω(G), potem bi lahko pobarvali vozli²£a
iz S z eno barvo in G′ z ω(G)− 1 drugimi barvami (po Trditvi 2.5). Dobili
bi enakost ω(G) = χ(G).

Predpostavimo, da za vsako neodvisno mnoºico S grafa G obstaja klika
K(S) velikosti ω(G) v grafu G[V − S]. Naj bo S zbirka vseh neodvisnih
mnoºic grafa G. Za vsako mnoºico S ∈ S velja S ∩ K(S) = ∅. Za vsak
xi ∈ V =: {x1, x2, . . . xn} naj bo hi ²tevilo klik K(S), ki vsebujejo xi. Naj
bo H = (X,F ) graf, dobljen iz grafa G z multipliciranjem vsakega xi s hi.

Po eni strani imamo (po Lemi 2.4):

ω(H)α(H) ≥ |X|.

Po drugi pa z uporabo pre²tevanja lahko pokaºemo:
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|X| =
∑
xi∈V

hi

=
∑
S∈S
|K(S)| = ω(G)|S| (2.6)

ω(H) ≤ ω(G) (2.7)

α(H) = max
T∈S

∑
xi∈T

hi (2.8)

= max
T∈S

[∑
S∈S
|T ∩K(S)|

]
(2.9)

≤ |S| − 1. (2.10)

Razloºimo ²e ena£be (2.6) � (2.10):
(2.6): Imejmo inciden£no matriko, katere vrstice so indeksirane glede na

vozli²£a x1, x2, . . . , xn in stolpci se ujemajo s klikami K(S), za vsak S ∈ S.
Potem je hi enak ²tevilu neni£elnih elementov v vrstici i. Vrednost |K(S)| je
enaka ²tevilu neni£elnih elemetov v ustrezajo£em stolpcu; kar je po de�niciji
enako ω(G).

(2.7): Najve£ eno dodano vozli²£e grafu G je lahko v kliki grafa H.
(2.8): �e ima α-neodvisna mnoºica grafa H nekaj dodanih vozli²£ vo-

zli²£u xi, potem vsebuje vsa dodana vozli²£a.
(2.9): Tukaj damo pozornost tistim vrsticam matrike iz (2.6), ki spadajo

k elementom neodvisne mnoºice T .
(2.10): |T ∩K(S)| ≤ 1 in |T ∩K(T )| = 0.
Kar pomeni

ω(H)α(H) ≤ ω(G)(|S| − 1) < |X| ,

protislovje.
(I2) ⇐⇒ (I3): Po do sedaj dokazanem, imamo naslednje ekvivalence: G

zado²£a (I2) ⇐⇒ G zado²£a (I1) ⇐⇒ G zado²£a (I3) ⇐⇒ G zado²£a
(I3).

Iz izreka sledita ²e dve posledici.

Posledica 2.7 (Izrek o popolnih gra�h). Graf G je popoln, £e in samo £e je
njegov komplement G popoln.

Posledica 2.8. Graf G je popoln, £e in samo £e je vsak graf H dobljen iz G
z multipliciranjem vozli²£ popoln.

Algebrai£en dokaz za drugo razli£ico izreka je podal Gasparian leta 1996.

Izrek 2.9 (Gasparian [11]). Graf G je popoln, £e in samo £e velja ω(H)α(H) ≥
|V (H)| za vsak induciran podgraf H grafa G.
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Dokaz. (⇒) Ker je G popoln graf, velja ω(H) = χ(H) za vsak induci-
ran podgraf H grafa G. Naj bo H poljuben induciran podgraf grafa G.
Vzemimo poljubno barvanje grafa H s χ(H) barvami. Najve£je ²tevilo vo-
zli²£, pobarvanih z isto barvo, je α(H). Torej je najve£je moºno ²tevilo
vozli²£, ki so lahko pobarvana s χ(H) barvami, enako α(H)χ(H). Sledi
α(H)χ(H) = α(H)ω(H) ≥ |V (H)|.

(⇐) Dovolj je pokazati, da vsak minimalno nepopoln graf G zadostuje
pogoju |V (G)| ≥ α(G)ω(G) + 1. Predpostavimo lahko, da je V (G) =
{1, 2, . . . , n}.

De�nirajmo ω = ω(G) in α = α(G).
Najprej skonstruirajmo take neodvisne mnoºice S0, S1, . . . , Sαω, da je

vsako vozli²£e pokrito z natanko α mnoºic Si.
Naj bo S0 neodvisna mnoºica v G velikosti α. Zaradi minimalnosti G-ja

vemo, da je za vsak v ∈ S0 graf G−v popoln in zato χ(G−v) = ω(G−v) ≤ ω.
Zaradi tega lahko mnoºico V \{v} razbijemo na ω neodvisnih mnoºic velikosti
α za vsako vozli²£e v ∈ S0. Tako razbitje je enoli£no. Imamo α razli£nih
vozli²£ v S0 in ω neodvisnih mnoºic velikosti α v vsakem razbitju. Vse te
α-neodvisne mnoºice so razli£ne. Skupaj s S0 dobimo αω + 1 neodvisnih
mnoºic z zgornjo lastnostjo.

Upo²tevamo Trditev 2.5 in opazimo, da je ω(G \ Si) = ω. Torej, za vsak
i = 0, 1, . . . , αω obstaja klika Ci, velikosti ω, da velja Ci ∩ Si = ∅. Naj bo
j ∈ {0, 1, . . . , αω}. Klika Ci je velikosti ω in presek Ci z vsako neodvisno
mnoºico Sj ima najve£ eno vozli²£e. Zato preseka αω mnoºic Sj . Ker je
Ci ∩ Si = ∅, imamo |Ci ∩ Sj | = 1, £e i 6= j.

Imejmo inciden£ni matriki M in N velikosti (αω + 1) × n. Matrika
M ima v vrsticah neodvisne mnoºice Si, matrika N pa klike Ci, kjer i =
0, 1, 2, . . . αω. V stolpcih imata obe vozli²£a. Torej imata M in N samo
vrednosti ni£ in ena. Mi,j = 1 ⇐⇒ j ∈ Si in Ni,j = 1 ⇐⇒ j ∈ Ci, za i =
0, 1, . . . , αω in j = 1, 2, . . . , n. Po zgoraj napisanem slediMN> = J−I, kjer
je J matrika samih enk, velikosti (αω+1)×(αω+1) in je I identi£na matrika,
velikosti (αω+1)×(αω+1). Vse vrstice matrike J−I so med seboj neodvisne,
zaradi de�nicije J in I. Zato je rang matrike J − I enak αω+ 1. Dobili smo
αω + 1 = rang(J − I) = rang(MN>) ≤ min(rang(M), rang(N>)) ≤ n.
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Poglavje 3

Poliederska karakterizacija
popolnih grafov

V tem poglavju bomo pokazali izrek o poliederski karakterizaciji popolnih
grafov, ki ga je podal Chvatál leta 1975. Izrek temelji na pojmu kli£ne
matrike grafa G, to je, matrike velikosti k×n, kjer je k ²tevilo maksimalnih
klik v grafu G in n ²tevilo vozli²£ grafa G, matrika pa ima v vsaki vrstici enke
v stolpcih, ki predstavljajo vozli²£a ustrezne klike, in ni£le sicer. Najprej si
pripravimo podlago, da bomo lahko pokazali izrek.

Naj bo A matrika velikosti m× n. Imejmo dva poliedra:

• P (A) = {x |Ax ≤ 1, x ≥ 0},

• PI(A) = konveksna ogrinja£a({x |x ∈ P (A), x je celo²tevilski vektor}),

kjer x ozna£uje vektor dolºine n, 1 ozna£uje vektor samih enk, dolºine m.
Neenakost dveh vektorjev pa je neenakost po komponentah: a ≤ b, £e in
samo £e je ai ≤ bi za vse i.

De�nicija 3.1. Naj bo A matrika ni£el in enk velikosti m×n z neni£elnimi
stolpci. Izpeljani graf imenujemo graf, katerega vozli²£a v1, v2, . . . , vn se
ujemajo s stolpci matrike A. Vozli²£i vi in vj sta povezani, £e imata i-ti in
j-ti stolpec enko v neki vrstici ak matrike A.

Lema 3.2. Naj bo G graf in A matrika ni£el in enk z neni£elnimi stolpci,
katere izpeljani graf je enak grafu G. Potem je x ∈ Rn ekstrem poliedra
PI(A), £e in samo £e je x karakteristi£ni vektor neke neodvisne mnoºice
grafa G.

Dokaz. (⇒) �e je x ekstrem PI(A), potem mora biti x celo²tevilski vektor.
Ker je matrika sestavljena samo iz ni£el in enk, z neni£elnimi stolpci, je x ≤ 1.
Torej je x karakteristi£ni vektor neke mnoºice vozli²£ S. Predpostavimo, da
obstajata vozli²£i u in v iz S, ki sta povezani v grafu G. Sledi, da ima neka
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vrstica ak matrike A vrednost 1 v stolpcu u in v. Sledi akx ≥ 2, toda Ax ≤ 1,
protislovje. Torej mora biti S neodvisna mnoºica.

(⇐) Naj bo x karakteristi£ni vektor neodvisne mnoºice grafa G. Vektor
x vsebuje samo ni£le in enke, torej je celo²tevilski in x ∈ PI(A). Zapi²imo x
kot konveksno kombinacijo ekstremov {b(1), b(2), . . . , b(s)} poliedra PI(A), to
je

xk =
s∑
i=1

c(i)b
(i)
k , 1 =

s∑
i=1

c(i), 0 ≤ c(i) ≤ 1 za vse i.

�e xk = 1, potem za vsak j velja c(j) = 0 ali b(j)k = 1. Res: Pred-

postavimo, da c(j) > 0 in b
(j)
k = 0. Potem je xk =

∑s
i=1 c

(i)b
(i)
k =

c(j)b
(j)
k +

∑
i 6=j c

(i)b
(i)
k = 1. Po predpostavki je c(j)b

(j)
k = 0, za vsoto pa velja∑

i 6=j c
(i)b

(i)
k ≤

∑
i 6=j c

(i) = 1 − c(j) < 1. Pridemo do protislovja. Podobno
se prepri£amo, da velja sklep: �e xk = 0, potem za vsak j velja c(j) = 0

ali b(j)k = 0. Razporedimo in pre²tevil£imo c(i), £e je potrebno, tako, da
so c(1), c(2), . . . , c(r) > 0 in c(r+1) = c(r+2) = . . . = c(s) = 0. Potem, £e
xk = 1 ⇒ b

(j)
k = 1 za vsak 1 ≤ j ≤ r in, £e xk = 0 ⇒ b

(j)
k = 0 za vsak

1 ≤ j ≤ r. Sledi, da x = b(j) za vse 1 ≤ j ≤ r, torej r = 1 in x = b(1) je
ekstrem poliedra PI(A).

Za laºje razumevanje predstavimo Lemo 3.2 na primeru:
Imejmo graf G = (V,E). V = {1, 2, 3} in E = {{1, 2}}. Potrebujemo

matriko, iz katere lahko izpeljemo graf G. Naj bo A kli£na matrika grafa G.

A =

(
1 1 0
0 0 1

)
P (A) omejujejo naslednji pogoji:

x1 + x2 ≤ 1

x3 ≤ 1

x1, x2, x3 ≥ 0

Osen£eni del poliedra na sliki ?? predstavlja P (A). Opazimo, da PI(A) =
P (A). Ekstremi poliedra PI(A) so naslednji vektorji: (0, 0, 0), (1, 0, 0),
(0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 0, 1), (0, 1, 1). Neodvisne mnoºice grafa G so naslednje
mnoºice: ∅, {1}, {2}, {3}, {1, 3}, {2, 3}. Vidimo, da ekstremi poliedra PI(A)
sovpadajo s karakteristi£nimi vektorji neodvisnih mnoºic grafa G.

Pri dokazu izreka o poliederski karakterizaciji popolnih grafov bomo
uporabili rezultate iz linearnega programiranja Edmondsa in nekatere po-
jme iz linearnega programiranja.
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Slika 3.1: Slika poliedra P (A).

Lema 3.3 (Edmonds [9]). Naj bosta S in T omejena poliedra, naj ima S
kon£no ²tevilo ekstremov. Tedaj velja

S = T, £e in samo £e max
x∈S

c>x = max
x∈T

c>x,

za vsak celo²tevilski vektor c.

Naj bodo A ∈ Rm×n, c, x ∈ Rn in b, y ∈ Rm.
Vsakemu linearnemu programu v kanoni£ni obliki

max c>x

pri pogojih Ax ≤ b

x ≥ 0

lahko priredimo dualni linearni program

min b>y

pri pogojih A>y ≥ c

y ≥ 0

Izrek 3.4 (Izrek o dualnosti linearnega programiranja). Naj ima originalen
linearni program optimalno re²itev. Potem ima tudi dualni linearni program
optimalno re²itev. Za vsako optimalno re²itev x∗ originalnega programa in
vsako optimalno re²itev y∗ dualnega programa velja c>x∗ = b>y∗.

Sedaj lahko dokaºemo izrek o poliedrski karakterizaciji popolnih grafov.
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Izrek 3.5 (Chvatál [4]). Naj bo A kli£na matrika grafa G. Potem je G
popoln, £e in samo £e velja PI(A) = P (A).

Dokaz. (⇐) Naj bo A kli£na matrika grafa G = (V,E), U ⊆ V (G), G′ =
G[U ] podgraf grafa G, induciran z mnoºico U , in u karakteristi£ni vektor
mnoºice U . Predpostavimo, da velja enakost PI(A) = P (A). Potem imamo
naslednje enakosti

α(G′) = max
x∈PI(A)

u>x = max
Ax≤1,x≥0

u>x = min
A>y≥u,y≥0

y>1.

Prva enakost velja, ker po Lemi 3.2 polieder PI(A) doseºe ekstrem, £e je
x karakteristi£ni vektor neke neodvisne mnoºice grafa G; maxx∈PI(A) u

>x =

max{u>x : x karakteristi£ni vektor neke neodvisne mnoºice grafa G} .
Vrednost u>x na desni strani zgornje enakosti je enaka ²tevilu vozli²£
mnoºice U , ki so vsebovana v neodvisni mnoºici s karakteristi£nim vektor-
jem x. Najve£ja taka vrednost je torej ravno neodvisnostno ²tevilo grafa
G′, saj je G′ induciran z mnoºico U . Druga enakost sledi iz Leme 3.3, £e
vzamemo c = u. Tretja pa iz izreka o dualnosti linearnega programiranja.

Izberimo tak y ≥ 0, da je
∑
yi = α(G′) in A>y ≥ u. Naj aj ozna£uje

j-ti stolpec matrike A. Potem imamo

|U | =
∑
j∈U

uj ≤
∑
j∈U

y>aj = y>
∑
j∈U

aj ≤ y>(ω(G′)1) = α(G′)ω(G′).

Na levi strani druge neenakosti se²tejemo stolpce kli£ne matrike A. Do-
bimo vektor, ki po komponentah predstavlja mo£ posamezne klike v grafu
G′ v vrstici kli£ne matrike A. Ta vektor pa je manj²i ali enak od vektorja
na desni strani druge neenakosti, kjer na vsaki komponenti zapi²emo kli£no
²tevilo grafa G′. Po izreku 2.6 je G popoln.

(⇒) Najprej de�nirajmo: αc(G) = max{
∑

i∈S ci |S je neodvisna mnoºica
grafa G} in κc(G) predstavlja minimalno pokritje s klikami grafa G tako, da
je vozli²£e i pokrito ci krat.

Predpostavimo, da je G popoln. Za poljuben celo²tevilski vektor c ∈
Z|V (G)| naredimo graf H z multipliciranjem i-tega vozli²£a grafa G s faktor-
jem max(0, ci), za vsak i. Po Lemi 2.3 je graf H popoln. Imamo naslednje:
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α(H) = αc(G) (3.1)

= max
x∈PI(A)

c>x (3.2)

≤ max
x∈P (A)

c>x (3.3)

= min
A>y≥c,y≥0

y>1 (3.4)

≤ min
A>y≥c,nenegativen celo²tevilski vektor y

y>1 (3.5)

= κc(G) (3.6)

= κ(H). (3.7)

Poglejmo ²e enakosti in neenakosti (3.1) � (3.7):
(3.1): Direktno iz de�nicije αc(G) in iz dejstva, da je graf H dobljen iz

grafa G z multipliciranjem vozli²£ glede na vektor c.
(3.2): Maksimum je vselej doseºen v neki ekstremni to£ki poliedra P (A).

Po Lemi 3.2 taka to£ka ustreza karakteristi£nemu vektorju neke neodvisne
mnoºice.

(3.3): PI(A) ⊆ P (A).
(3.4): Izrek o dualnosti.
(3.5): Dodatna nenegativna celo²tevilska omejitev vektorja y.
(3.6): Omejitev A>y ≥ c, kjer je y nenegativen celo²tevilski vektor,

podaja pokritje velikosti κc(G).
(3.7): Vsaka klika grafa H ustreza kliki iz grafa G, torej κ(H) ≥ κc(G).
�e je vozli²£e i grafa G pokrito s ci klikami, potem obstaja ci klik v grafu

H. Vsaka pokriva razli£no kopijo vozli²£a i, torej κc(G) ≥ κ(H).
Sedaj iz enakosti in neenakosti (3.1) � (3.7) sledi α(H) = κ(H). Torej

max
x∈PI(A)

c>x = max
x∈P (A)

c>x

in, ker je bil c poljuben, po Lemi 3.3 velja enakost PI(A) = P (A).
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Poglavje 4

�tirje osnovni razredi popolnih
grafov

Za ²tevilne razrede grafov se da pokazati, da so popolni. �e Berge je opazil,
da sta kli£no ²tevilo in kromati£no ²tevilo enaka v dvodelnih gra�h, njihovih
povezavnih gra�h, komplementih dvodelnih grafov in komplementih poveza-
vnih grafov. V tem poglavju so predstavljeni ti ²tirje razredi popolnih grafov.
Popolnosti grafov iz omenjenih ²tirih razredov preverimo brez uporabe izreka
o popolnih gra�h in krepkega izreka o popolnih gra�h.

4.1 Dvodelni gra�

De�nicija 4.1. Graf G = (V,E) je dvodelen, £e lahko mnoºico vozli²£ V (G)
razbijemo na dve disjunktni mnoºici V1(G) in V2(G) tako, da ima vsaka
povezava iz E(G) eno kraji²£e v V1(G) in drugo v V2(G).

Izrek 4.2. V vsakem dvodelnem grafu velja ω(H) = χ(H), za vsak induciran
podgraf H grafa G.

Dokaz. Naj bo G poljuben dvodelen graf z vsaj eno povezavo. Ker je graf
dvodelen, lahko mnoºico vozli²£ razbijemo na dve taki disjunktni mnoºici
vozli²£ V1 in V2, da ima vsaka povezava eno kraji²£e v V1 in drugo v V2.
Tako lahko V1 pobarvamo z eno barvo in V2 z drugo. Torej je χ(G) = 2.
Spet, ker ima vsaka povezava kraji²£i v obeh mnoºicah in sta ti disjunktni,
graf ne vsebuje polnih grafov na ve£ kot dveh to£kah in ω(G) = 2. (�e je G
graf brez povezav, velja ω(G) = 1 in χ(G) = 1.) Vsak induciran podgraf H
grafa G je dvodelen ⇒ ω(H) = χ(H). Torej je G popoln.

4.2 Komplementi dvodelnih grafov

Naj bo G dvodelen graf in G njegov komplement. Kromati£no in kli£no
²tevilo grafa G lahko izrazimo s parametri grafa G.
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Trditev 4.3. Za vsak dvodelen graf G je χ(G) velikost najmanj²e take podm-
noºice povezav in vozli²£, ki pokrijejo vsa vozli²£a v G.

Dokaz. Ker je G dvodelen graf, je ω(G) ≤ 2. Torej bo vsaka neodvisna
mnoºica vozli²£ grafa G sestavljena iz najve£ dveh vozli²£. Vozli²£a iz vsake
neodvisne mnoºice bodo pobarvana z enako barvo in tako je vrednost χ(G)
enaka velikost najmanj²e podmnoºice povezav in vozli²£, ki pokrijejo vsa
vozli²£a v G.

Trditev 4.4. Za vsak graf G je ω(G) velikost najve£je neodvisne mnoºice v
grafu G.

Dokaz. Po de�niciji komplementa grafa G.

Za dokaz enakosti χ(G) = ω(G) bomo potrebovali Königov izrek o mak-
simalnem prirejanju in minimalnem pokritju v dvodelnih gra�h. Najprej
de�nirajno pokritje in prirejanje v grafu ter alternirajo£o pot.

De�nicija 4.5. Naj bo G = (V,E) graf. Mnoºica povezav M ⊆ E(G) je
prirejanje v grafu G, £e noben par povezav iz M nima skupnega vozli²£a.
Maksimalno prirejanje je prirejanje najve£je moºne mo£i.

De�nicija 4.6. Naj bo G = (V,E) graf. Mnoºica vozli²£ C ⊆ V (G) je
pokritje v grafu G, £e ima vsaka povezava iz E(G) vsaj eno kraji²£e v C.
Minimalno pokritje je pokritje najmanj²e moºne mo£i.

De�nicija 4.7. Naj bo M prirejanje v grafu G = (V,E). Pot P v grafu G
je M -alternirajo£a, £e

• je lihe dolºine,

• kon£ni to£ki nista v M ,

• povezave alternirajo£e pripadajo M .

Izrek 4.8 (König [17]). V vsakem dvodelnem grafu je mo£ maksimalnega
prirejanja enaka mo£i minimalnega pokritja.

Dokaz. (De Caen [8]). Naj bo G dvodelen graf in naj bosta ν(G) mo£ maksi-
malnega prirejanja ter τ(G) mo£ minimalnega pokritja v grafu G. Pokaºimo,
da velja enakost ν(G) = τ(G).

Ker vsaki dve povezavi v poljubnem prirejanju vsebujeta razli£na vo-
zli²£a, za poljubno pokritje C in poljubno prirejanje M velja neenakost
|C| ≥ |M |. Posledi£no: ν(G) ≤ τ(G).

�e je graf G brez povezav, potem je ν(G) = τ(G) = 0 in enakost velja.
Predpostavimo, da ima graf G vsaj eno povezavo. Pokaºimo, da graf G
vsebuje vozli²£e u, za katerega velja:

vozli²£e u v G je pokrito z vsakim maksimalnim prirejanjem grafa G.
(4.1)
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Dokazujemo s protislovjem. Naj bo e = uv povezava v grafu G, naj bo
M maksimalno pokritje, ki ne vsebuje vozli²£ u in naj bo N maksimalno
pokritje brez v. Naj bo P komponenta M ∪N , ki vsebuje u. Ker povezava
e ni vsebovana v M in N , je P pot s kon£nim vozli²£em u. Ker ima M
maksimalno velikost, P ni M -alternirajo£a pot. Torej je P sode dolºine in
ne vsebuje vozli²£a v. V nasprotnem primeru bi se P kon£ala v v, kar bi bilo
v protislovju z dvodelnostjo grafa G. Tako bi P ∪ e tvorila N -alternirajo£o
pot. To je protislovje, saj je N maksimalne velikosti. S tem smo utemeljili
(4.1).

Iz (4.1) vidimo, da za graf G′ = G−u velja ν(G′) = ν(G)−1. Po indukciji
ima G′ pokritje C velikosti ν(G′). Potem je C∪{u} pokritje velikosti ν(G′)+
1 = ν(G).

Preden pokaºemo enakost χ(G) = ω(G), dokaºimo ²e naslednjo trditev.

Trditev 4.9. Naj bo G = (V,E) graf. Mnoºica S ⊆ V je neodvisna mnoºica
grafa G, £e in samo £e je V \ S pokritje grafa G.

Dokaz. Naj bo G = (V,E) graf.
(⇒) Naj bo S poljubna neodvisna mnoºica grafa G. Ker je S neodvisna

mnoºica, vsebuje najve£ eno od kraji²£ vsake povezave uv ∈ E(G). Torej je
eno od kraji²£ vsebovano v mnoºici vozli²£ V \ S. Ker ima vsaka povezava
vsaj eno kraji²£e v V \ S, mora biti mnoºica vozli²£ V \ S pokritje grafa G.

(⇐) Naj bo S ⊆ V taka mnoºica, da je njen komplement V \ S pokritje
grafa G. �e sta kateri izmed vozli²£ u in v iz mnoºice S povezani, potem
nobeno od vozli²£ u in v ni vsebovano v V \ S, kar je v protislovju s pred-
postavko, da je V \ S pokritje. Torej nobeni vozli²£ v S ne moreta biti
povezani in je S neodvisna mnoºica grafa G.

Izrek 4.10. Komplement dvodelnega grafa je popoln graf.

Dokaz. Naj bo G = (V,E) dvodelen graf, |V (G)| = n in naj bo C minimalno
pokritje grafa G.

Pokaºimo enakost κ(G) = α(G). V splo²nem velja α(G) ≤ κ(G), saj je
vsako vozli²£e poljubne maksimalne neodvisne mnoºice vsebovano v vsaj eni
kliki poljubnega minimalnega pokritja s klikami.

Pokaºimo, da velja ²e κ(G) ≤ α(G). Po Trditvi 4.9 velja α(G) = n−|C|.
Po Izreku 4.8 sledi α(G) = n−|C| = n−|M |, kjer jeM maksimalno prirejanje
v grafu G.

Imejmo pokritje s klikami grafa G sestavljeno iz klik velikosti 2, ki se
ujemajo z vsako povezavo v maksimalnem prirejanju M in klik velikosti 1,
ki sovpadajo s preostalimi morebitnimi vozli²£i. �tevilo nepokritih vozli²£ s
povezavami maksimalnega prirejanja M je n− 2|M |. �tevilo klik v pokritju
je enako |M | + (n − 2|M |) = n − |M |. Sledi κ(G) ≤ n − |M | = n − |C| =
α(G).
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4.3 Povezavni gra� dvodelnih grafov

De�nicija 4.11. Povezavni graf L(G) grafa G je graf z mnoºico vozli²£
V (L(G)) = E(G), kjer sta vozli²£i e, f ∈ E(G) povezani, £e je e 6= f in
imata skupno kraji²£e v G.

Z oznako K1,k = (V1 ∪ V2, E) bomo ozna£ili poln dvodelen graf, kjer sta
mnoºici vozli²£ V1 in V2 disjunktni, mo£ mnoºice V1 je 1, mo£ mnoºice V2 je
k in vozli²£e iz V1 je povezano z vsakim vozli²£em iz mnoºice V2.

Naj bo G dvodelen graf in L(G) njegov povezavni graf. Tudi v tem
primeru lahko kromati£no in kli£no ²tevilo povezavnega grafa L(G) opi²emo
s pomo£jo grafa G.

Trditev 4.12. Za vsak graf G je χ(L(G)) kromati£ni indeks grafa G.

Dokaz. Enakost velja iz de�nicije povezavnega grafa, saj postanejo povezave
grafa G vozli²£a povezavnega grafa L(G).

Trditev 4.13. Za vsak dvodelen graf G je ω(L(G)) najve£ja stopnja vozli²£a
v grafu G.

Dokaz. Povezave s skupnim kraji²£em v grafu G tvorijo podgraf oblike K1,k

in se ujemajo s paroma povezanimi vozli²£i grafa L(G), torej klikami grafa
L(G). Ker je graf G dvodelen, je ω(G) ≤ 2, od koder sledi, da je vsaka klika
v L(G) porojena iz podgrafa oblike K1,k v grafu G. Tako velja ω(L(G)) =
∆(G).

Izrek 4.14 (König [16]). V vsakem dvodelnem grafu je kromati£ni indeks
enak najve£ji stopnji vozli²£a grafa.

Dokaz. (König [16], Skolem [21]). Pokazati ºelimo enakost χ′(G) = ∆(G).
Ker morajo biti vse povezave s skupnim vozli²£em pobarvane z razli£no

barvo, velja ∆(G) ≤ χ′(G).
Sedaj naj bodo M1,M2, . . . ,M∆(G) disjunktna prirejanja, ki pokrivajo

maksimalno ²tevilo povezav. �e so pokrite vse povezave, smo kon£ali. Pred-
postavimo, da povezava e = uv ni pokrita. Ker je stopnja vozli²£a u manj²a
ali enaka ∆(G), neka mnoºica Mi ne pokrije u-ja. Podobno neka mnoºica
Mj ne pokrije vozli²£a v. �e je i = j, lahko Mi pove£amo v Mi ∪ {e}.
�e je i 6= j, naredimo z unijo Mi ∪Mj ∪ {e} dvodelen graf, ki ima maksi-
malno stopnjo vozli²£a najve£ 2. Torej obstajata taki prirejanji M in N , da
Mi∪Mj ∪{e} = M ∪N . Z zamenjavo Mi in Mj z M in N pove£amo ²tevilo
pokritih povezav, kar je v protislovju s predpostavko.

Izrek 4.15. Povezavni graf dvodelnega grafa je popoln graf.

Dokaz. Popolnost nam zagotavlja Königov izrek 4.14.
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4.4 Komplementi povezavnih grafov dvodelnih grafov

Naj bo G dvodelen graf in L(G) komplement njegovega povezavnega grafa.
Spet lahko kromati£no in kli£no ²tevilo L(G) izrazimo s pomo£jo grafa G.

Trditev 4.16. Za vsak dvodelen graf G je ω
(
L(G)

)
velikost minimalnega

pokritja grafa G.

Dokaz. Pokritje grafaG si lahko predstavljamo kot particijo mnoºice povezav
grafa G tako, da za vozli²£e v iz pokritja vzamemo vse povezave, ki gredo
ven iz vozli²£a v. Torej razbijemo mnoºico E(G) na grafe oblike K1,k. Tako
dobimo pokritje s klikami v povezavnem grafu L(G). Sledi κ(L(G)) ≤ τ(G).
Podobno lahko pokaºemo, da velja tudi τ(G) ≤ κ(L(G)). Vemo pa, da velja
κ(L(G)) = χ

(
L(G)

)
.

Trditev 4.17. Za vsak dvodelen graf G je ω
(
L(G)

)
velikost maksimalnega

prirejanja v grafu G.

Dokaz. Prirejanje v grafu G se ujema z neodvisno mnoºico v povezavnem
grafu L(G). Z operacijo komplementa pa se neodvisna mnoºica grafa L(G)
ujema s kliko v grafu L(G).

Izrek 4.18. Komplement povezavnega grafa dvodelnega grafa je popoln graf.

Dokaz. Po Königovem izreku 4.8 o minimalnem prirejanju in maksimalnem
pokritju v dvodelnem grafu imamo enakost χ

(
L(G)

)
= ω

(
L(G)

)
.
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Poglavje 5

Krepki izrek o popolnih gra�h

V tem poglavju bomo na kratko predstavili, kako so Chudnovsky, Robertson,
Seymour in Thomas [7] dokazali Bergeovo drugo domnevo o popolnih gra�h.
Najprej zapi²imo krepki izrek o popolnih gra�h.

Izrek 5.1 (Chudnovsky idr. [7]). Graf je popoln, £e in samo £e ne vsebuje
lihih ciklov dolºine pet ali ve£ ali njihovih komplementov kot inducirane pod-
grafe.

Izrek lahko ekvivalentno zapi²emo tudi v naslednji obliki:

�e je graf G nepopoln, potem G ali njegov komplement G vsebuje lih
cikel dolºine vsaj pet kot induciran podgraf.

Kot smo ºe omenili, je zgornji izrek kot domnevo zapisal Berge okrog leta
1960. Kar ²tirideset let je bil to odprt problem. Leta 2002 so ga re²ili Chud-
novsky, Robertson, Seymour in Thomas. Dokaz je zahteven in obsega okrog
150 strani. Temelji na razporeditvi grafov v posamezne razrede. Popoln
graf ali pripada enemu izmed ²tirih osnovnih razredov popolnih grafov, ali
pa vsebuje strukturo, ki je minimalno nepopolni graf ne more imeti.

Osnovni razredi popolnih grafov:

• dvodelni gra�,

• komplementi dvodelnih grafov,

• povezavni gra� dvodelnih grafov,

• komplementi povezavnih grafov dvodelnih grafov.

Za naslednje strukture so Chudnovsky, Robertson, Seymour in Thomas
pokazali, da se ne morejo pojaviti v minimalno nepopolnih gra�h:

• 2-spoj

Naj bo G = (V,E) graf. 2-spoj v grafu G je particija mnoºice vozli²£
V (G) na mnoºici V1 in V2, da za vsak i = 1, 2 velja |Vi| ≥ 3 in Vi vsebuje
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disjunktni neprazni podmnoºici Ai, Bi z lastnostjo, da za vsaka v1 ∈ V1

in v2 ∈ V2 velja: v1 in v2 sta povezani natanko tedaj, ko v1 ∈ A1,
v2 ∈ A2 ali v1 ∈ B1, v2 ∈ B2.

Slika 5.1: Abstraktna slika 2-spoja v grafu. Polne £rte predstavljajo vse
moºne povezave med mnoºicama.

• po²evna particija

Po²evna particija grafa G = (V,E) je tako razbitje mnoºice vozli²£
V (G) na mnoºici V1 in V2, da sta inducirana podgrafa G[V1] in G[V2]
nepovezana.

Slika 5.2: Abstraktna slika po²evne particije v grafu. Polne £rte predstavl-
jajo vse moºne povezave med mnoºicama. �rtkane £rte pomenijo, da med
mnoºicama ni nobene povezave.

24



• 2-spoj v komplementu grafa.

Chudnovsky, Robertson, Seymour in Thomas so pokazali naslednji izrek,
iz katerega sledi krepki izrek o popolnih gra�h, ki implicira izrek o popolnih
gra�h.

Izrek 5.2 (Chudnovsky idr. [7]). Naj bo G graf, ki ne vsebuje lihih ciklov
dolºine vsaj pet in njihovih komplementov kot inducirane podgrafe. Potem G
spada v enega izmed ²tirih osnovnih razredov popolnih grafov ali pa ima G
2-spoj ali po²evno particijo ali pa ima njegov komplement 2-spoj.
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Poglavje 6

Zaklju£ek

V nalogi smo predstavili razred popolnih grafov in obravnavali nekatere
njihove lastnosti. Pokazali smo izrek o popolnih gra�h, ki pravi, da je
graf popoln natanko tedaj, ko je njegov komplement popoln. Zapisali smo
tudi dva dokaza tega izreka. Popolne grafe smo karakterizirali s pomo£jo
poliedrske kombinatorike. �e imamo matriko A samih ni£el in enk, ki ne
vsebuje neni£elnih stolpcev, potem lahko iz nje izpeljemo graf G. Poliedra
PI(A) in P (A), kot sta de�nirana v tretjem poglavju, sta enaka natanko
tedaj, ko je izpeljani graf G matrike A popoln. Predstavili smo ²tiri osnovne
razrede popolnih grafov in brez uporabe izreka o popolnih gra�h in krepkega
izreka o popolnih gra�h pokazali, da so res popolni. To so dvodelni gra�,
povezavni gra� dvodelnih grafov, komplementi dvodelnih grafov in komple-
menti povezavnih grafov dvodelnih grafov. Na kratko smo ²e skicirali dokaz
krepkega izreka o popolnih gra�h.

Za konec pa omenimo ²e nekaj znanih rezultatov o popolnih gra�h. De-
setletja je bil odprt problem, ali je ugotavljanje, ali je poljuben graf popoln,
NP-teºek problem. Kar je pomenilo, da ²e ni bilo poznanega algoritma, ki
bi pokazal, ali je poljuben graf popoln, v polinomskem £asu. Lovász je leta
1986 ugibal, da bi tak algoritem lahko obstajal. Izkazalo se je, da je pravilno
domneval. Pred nedavnim sta bila predstavljena dva algoritma, ki poi²£eta
popolne grafe v polinomskem £asu. Leta 2002 so enega objavili Chudnovsky,
Liu, Seymour, Vu²kovi¢ in Cornuéjols [6], drugega pa sta isto£asno razvila
Chudnovsky in Seymour. Glede nato, da krepki izrek o popolnih gra�h 5.1
temelji na dekompoziciji grafov, se zdi, da bi lahko na podlagi izreka izpel-
jali tak algoritem. Preprosto bi testirali, £e ima poljuben graf strukturo,
opisano v izreku. Izkazalo se je, da to ne drºi, in kot je Seymour [20] zapisal,
so bile najve£ji problem po²evne particije. Tako je bil njihov algoritem za
prepoznavanje popolnih grafov razvit neodvisno od dokaza krepkega izreka
o popolnih gra�h.

Razred popolnih grafov je zanimiv tudi zato, ker so nekateri problemi,
kot na primer iskanje optimalnega barvanja, problem neodvisne mnoºice v
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poljubnem grafu, v splo²nem NP-teºki, v popolnih gra�h pa so re²ljivi v
polinomskem £asu. Leta 1981 so Grötschel, Lovász in Schrijver [14] pred-
stavili algoritem, ki poi²£e neodvisnostno ²tevilo α(G) popolnega grafa v
polinomskem £asu.

Posledi£no lahko v vsakem popolnem grafu G v polinomskem £asu izra£u-
namo tudi:

• mo£ najmanj²ega pokritja s klikami κ(G) = α(G),

• kromati£no ²tevilo χ(G) = κ(G) in

• kli£no ²tevilo ω(G) = α(G).

Algoritem temelji na elipsoidni metodi za re²evanje problemov semide�nit-
nega programiranja in upo²teva zgornjo mejo Shannonove kapacitete grafov.
Algoritmi, ki temeljijo na elipsoidni metodi, so bolj teoreti£no naravnani in s
prakti£nega vidika neu£inkoviti. Tako ²e vedno obstaja motivacija za iskanje
u£inkovitej²ega algoritma, uporabnega tudi v praksi, ki bi kombinatori£no
izra£unal zgoraj na²tete invariante v polinomskem £asu.
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