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PovzetekKo matemati£nega problema ne znamo re²iti analiti£no, ga re²ujemo z nu-meri£nimi metodami. Te so predstavljene z algoritmi, kateri so za uporabo vprojektni nalogi sprogramirani v programu Otave. Eden izmed problemov,ki ga obi£ajno re²ujemo numeri£no, je re²evanje nelinearnih ena£b. Poznamometode za re²evanje poljubnih nelinearnih ena£b in pa prirejene metode zare²evanje polinomskih ena£b. Za polinome pete ali vi²je stopnje namre£ vsplo²nem ne obstaja eksaktna formula, s katero bi iz koe�ientov polinomaizra£unali njegove ni£le, zato ni£le izra£unamo numeri£no. Zavedati pa semoramo, da so re²itve pri numeri£nem re²evanju problemov le pribliºki zato£ne rezultate. S primerjanjem hitrosti konvergene numeri£nih metod smopri²li do ugotovitev, da je za re²evanje nelinearnih ena£b v ve£ini primerovnajhitrej²a tangentna metoda. Za re²evanje polinomskih ena£b pa je v pri-meru, ko potrebujemo samo eno ni£lo naenkrat, najprimernej²a Laguerrovametoda, £e ºelimo vse ni£le izra£unati hkrati pa Aberth-Ehrlihova metoda.AbstratWhen mathematial problem annot be solved analytially, we have to usenumerial methods. These are presented with algorithms, whih are program-med in Otave for the use in this thesis. One of the problems, whih usuallyhas to be solved using numerial methods, is how to �nd zeros of non-linearfuntions. There exist several methods for solving general non-linear equati-ons and modi�ed methods for solving polynomial equations. For polynomialsof �fth or higher degree, there does not exist an exat formula for �nding rootsfrom the oe�ients of the polynomial, therefore we have to alulate rootsnumerially. We must be aware, that the solutions obtained with numerialmethods are only approximations to preise results. By omparing the speedof onvergene of numerial methods we ame to the onlusion, that forsolving non-linear equations, in most ases, the fastest is Newton's method.When solving polynomial equations, where only one solution is needed, weprefer to use Laguerre's method, but when all roots are needed at the sametime then the best hoie is perhaps the Aberth-Ehrlih method.Math. Subj. Class. (2011): 65H04, 65H05, 41A25Klju£ne besede: numeri£ne metode, algoritem, Otave, nelinearne ena£be,polinomske ena£be, konvergenaKeywords: numerial methods, algorithm, Otave, non-linear equations,polynomial equations, onvergene 3
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Poglavje 1UvodKo re²ujemo probleme iz znanosti, imamo pogosto opravka z zapletenimiizrazi, katere teºko natan£no izra£unamo. �e imamo moºnost ra£unanja zulomki, potem nimamo teºav z zaokroºitvenimi napakami, toda velikokratmoramo ra£unati z deimalnimi pribliºki, kjer pa so zaokroºitvene napakeneizogibne. V teh primerih uporabljamo numeri£ne metode, s katerimi lahkore²ujemo mnogo teºje probleme, kot bi jih z analiti£nimi metodami. Moramopa se zavedati, da v tem primeru zaradi napak, ki so vedno prisotne pri nume-ri£nem ra£unanju, dobimo le pribliºno re²itev problema. Zato je pomembno,da znamo realisti£no oeniti napako pribliºka. Numeri£ne metode predsta-vljamo z algoritmi. To so nedvoumni zapisi postopkov, ki nas pripeljejo dore²itve problema. Ko imamo dan problem, se moramo najprej odlo£iti zaprimerno numeri£no metodo, pri kateri moramo oeniti velikost morebitnihnapak, dolo£iti ²tevilo iteraij, velikost koraka, sproti preverjati natan£nostvmesnih rezultatov in intervenirati v primeru, ko so napake prevelike ali ite-raije ne konvergirajo. Nato moramo izbrani algoritem sprogramirati, takoda ga razume ra£unalnik. V zaklju£ni nalogi so algoritmi sprogramirani vprogramu Otave, s pomo£jo katerega so re²eni primeri v naslednjih poglav-jih.V matematiki uporabljamo numeri£ne metode, ko do re²itve ne moremopriti analiti£no. Eden izmed znanih primerov je iskanje ni£el polinoma petestopnje. Abel-Ru�nijev izrek pravi, da za polinomske ena£be pete ali vi²jestopnje ne obstaja kon£no ²tevilo operaij se²tevanja, od²tevanja, mnoºenja,deljenja in korenjenja, s katerimi bi iz koe�ientov polinoma izra£unali ni£le.Dokaz tega izreka si lahko ogledate v [7℄. Re²itvi poljubne kvadratne ena£be
ax2 + bx+ c = 0 lahko izrazimo s pomo£jo analiti£ne formule:

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
.5



Podobne formule poznamo tudi za ena£be tretje in £etrte stopnje, kjer sepojavljajo kubi£ni in £etrti koreni (glej [7℄). Abel-Ru�nijev izrek pa nampove, da obstajajo polinomske ena£be pete stopnje ax5 + bx4 + cx3 + dx2 +
ex + f = 0, pri katerih nimamo druge moºnosti, kot da ni£le izra£unamonumeri£no. Tak primer je ena£ba x5 − x + 1 = 0. Podobno brez numeriketeºko re²imo ve£ino transendentnih ena£b, kot na primer x+ln x = 0, ki smojo uporabili v primerih drugega poglavja, in tudi ve£ino nelinearnih ena£b insistemov, ki jih sre£amo pri ²tevilnih prakti£nih problemih.Zaklju£na projektna naloga je razdeljena na dve glavni poglavji. Prvoopisuje numeri£no re²evanje poljubnih nelinearnih ena£b in obsega pregledstandardnih metod, kot so bisekija, regula falsi, navadna iteraija, tangen-tna metoda, sekantna metoda, Mullerjeva metoda, inverzna interpolaija,kombinirane metode in metoda (f, f ′, f ′′). Drugo pa govori o metodah, kiso posebej prirejene za polinomske ena£be. Na za£etku je navedenih nekajizrekov, nato pa so opisane Bernoullijeva metoda, Grae�ejeva metoda, Lagu-errova metoda z redukijo, Durand-Kernerjeva metoda in Aberth-Ehrlihovametoda. Kot glavna literatura je bila uporabljena knjiga [2℄, iz katere so tudivzeti in prirejeni nekateri primeri.
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Poglavje 2Numeri£no re²evanje poljubnihnelinearnih ena£bPri numeri£nem re²evanju nelinearnih ena£b i²£emo re²itve ena£be
f(x) = 0, (2.1)kjer je f realna oziroma kompleksna zvezna funkija (glej [5℄). Ena£ba (2.1)ima eksaktno re²itev le v zelo posebnih primerih, zato pri re²evanju navadnouporabimo numeri£ne metode, s katerimi dobimo zadovoljiv pribliºek to£nere²itve ena£be. Reimo, da je α enostavna ni£la funkije f , ki je v to£ki

α zvezno odvedljiva, in je odvod inverzne funkije enak 1/f ′(α). �e imamopribliºek α̂ za α in hkrati velja |f(α̂)| ≤ ǫ, potem oenimo |α̂−α| ≤ ǫ/|f ′(α)|.Natan£no izra£unane pribliºke za ni£lo torej dobimo, ko tangenta funkije fv to£ki α ni preve£ poloºna. �e je tangenta zelo poloºna, potem bomo vtem primeru teºko izra£unali natan£en pribliºek za ni£lo (glej [5℄). Taki ni£lire£emo zelo ob£utljiva ni£la. �e imamo ve£kratno ni£lo, potem je f ′(α) = 0 inre£emo, da je ni£la neskon£no ob£utljiva. Ve£kratnih ni£el torej ne moremoizra£unati z isto natan£nostjo kot enostavne ni£le, ne glede na to, kateronumeri£no metodo uporabimo. Ena£ba (2.1) ima lahko ve£ re²itev, vendarpa nam ve£ina numeri£nih metod izra£una le eno od njih. Lahko se tudizgodi, da ena£ba (2.1) nima nobene re²itve.2.1 BisekijaBisekija je najbolj enostavna in zanesljiva metoda za re²evanje ena£be (2.1).Reimo, da poznamo tak interval [a, b], da za zvezno funkijo f : R −→ Rvelja f(a) · f(b) < 0. Zaradi zveznosti ima funkija f na intervalu (a, b) vsajeno ni£lo (glej [6℄). 7



�e vzamemo c = (a+ b)/2, potem imamo za f(c) tri moºnosti:1.) f(c) = 0, kar pomeni, da je  ºe re²itev,2.) f(a) · f(c) < 0, kar pomeni, da za novi interval vzamemo [a, c],3.) f(a) · f(c) > 0, kar pomeni, da za novi interval vzamemo [c, b].Na ta na£in v vsakem koraku nadaljujemo z razpolovljenim intervalom, kivsebuje vsaj eno ni£lo. Postopek kon£amo, ko je interval dovolj majhen into£ko s sredine intervala vrnemo kot pribliºek za ni£lo funkije f . Bisekijaima dokaj po£asno konvergeno (glej [5℄).Algoritem 2.1.1 (Bisekija). Podani imamo to£ki a in b, v katerih je frazli£no predzna£ena in tolerano ǫ.while |b− a| > ǫ
c = a + (b− a)/2if sign(f(a)) = sign(f(c))

a = c; f(a) = f(c)else
b = c; f(b) = f(c)endendTo£ko c ra£unamo po formuli c = a+(b−a)/2, ker ima ta izraz pri numeri£-nem ra£unanju nekaj prednosti pred izrazom c = (a+ b)/2 (glej [5, str. 36℄).Metoda odpove, £e imamo na iskanem intervalu samo sode ni£le, ker ima vtem primeru funkija na obeh straneh ni£le enak predznak. Ravno tako zbisekijo ne moremo iskati ni£el kompleksnih funkij. �e ima funkija f naintervalu (a, b) ve£ kot eno ni£lo, potem bo bisekija na²la samo eno izmednjih.Primer 2.1.2. Z bisekijo poi²£imo ni£le funkije

f(x) = x+ ln x. (2.2)Ta funkija je de�nirana za vsak pozitiven x in ima natanko eno pozitivnoni£lo. To vemo, ker je odvod
f ′(x) = 1 +

1

x
,kar impliira, da je funkija (2.2) monotono nara²£ajo£a za x > 0. Ker je

f(1) = 1 ima edino ni£lo na intervalu (0, 1) (glej sliko 2.1). Ker imamo pri
x = 0 vrednost −∞, moramo za levo kraji²£e vzeti pozitivno ²tevilo.8
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Slika 2.1: Graf funkije (2.2).�e vzamemo interval [0.1, 1], potem s tolerano ǫ = 1
2
10−6 po 21-tih korakihbisekije dobimo pribliºek α̂ za ni£lo na 6 deimalk natan£no:

α̂ = 0.567143.S strojno natan£nostjo izra£unana ni£la pa je
α̂ = 0.567143290409784,ki jo dobimo po 50-ih korakih, kar je prikazano v tabeli 2.1.Tabela 2.1: Metoda bisekije za iskanje ni£le funkije (2.2).

korak α̂1 0.5500000000000002 0.7750000000000003 0.6625000000000004 0.6062500000000005 0.5781250000000006 0.564062500000000... ...48 0.56714329040978749 0.56714329040978550 0.5671432904097849



2.2 Regula falsiMetoda regula falsi je zelo stara metoda in je podobna metodi bisekije, le daza£etnega intervala ne razpolavljamo, ampak ga zoºujemo. Vzemimo interval
[a, b], tako da je f(a) ·f(b) < 0. Sedaj potegnemo daljio skozi to£ki (a, f(a))in (b, f(b)), ki seka x-os. Ena£ba te daljie je

y − f(a) =
f(b)− f(a)

b− a
(x− a).To£ko c si izberimo na prese£i²£u daljie z absisno osjo:

c = a− f(a)
b− a

f(b)− f(a)
. (2.3)�e je f(c) = 0, je c ni£la in postopek lahko zaklju£imo. �e je f(a) · f(c) > 0,potem za kraji²£e a vzamemo c in postopek nadaljujemo na intervalu [c, b],£e pa je f(a) · f(c) < 0, potem za novi interval vzamemo [a, c]. Postopekponavljamo, dokler interval ni dovolj majhen. Kon£ni rezultat je sredina za-dnjega intervala.Pri£akovali bi, da se bosta pri izvajanju postopka obe kraji²£i intervala pribli-ºevali ni£li funkije. Vendar se v praksi to navadno ne zgodi, saj se obi£ajnospreminja le eno kraji²£e intervala, drugo pa ostaja nespremenjeno (glej [4℄).Vseeno pa je metoda uporabna, saj pribliºki, ki jih dobimo z metodo regulafalsi, ve£inoma konvergirajo proti ni£li funkije f hitreje kot pribliºki, ki jihdobimo z bisekijo. Geometrijski pomen te metode je prikazan na sliki 2.2.

b

a c

f(a)

f(x)

f(b)

Slika 2.2: Metoda regula falsi.10



Algoritem 2.2.1 (Regula falsi). Podani imamo to£ki a in b, v katerih je frazli£no predzna£ena, in tolerano ǫ.while |b− a| > ǫ
c = a− f(a) ∗ (b− a)/(f(b)− f(a))if sign(f(a)) = sign(f(c))

a = c; f(a) = f(c)else
b = c; f(b) = f(c)endendPrimer 2.2.2. Z metodo regula falsi poi²£imo ni£le funkije (2.2) iz primera2.1.2. Ko ra£unamo s tolerano ǫ = 1

2
10−6, dobimo ni£lo

α̂ = 0.567143,ki je na 6 deimalk natan£na, po 17-ih korakih. S strojno natan£nostjoizra£unano ni£lo
α̂ = 0.567143290409784pa smo dobili po 39-ih korakih.V primerjavi z bisekijo (primer 2.1.2) torej lahko vidimo, da pribliºki, kismo jih dobili z metodo regula falsi, v tem primeru hitreje konvergirajo kni£li funkije (2.2).2.3 Navadna iteraijaPri metodi navadne iteraije nelinearni ena£bi f(x) = 0 poi²£emo ekvivalen-tno ena£bo, tako da je
f(x) = 0 ⇐⇒ g(x) = x, (2.4)kjer je g iteraijska funkija. To pomeni, da morata obe ena£bi imeti istere²itve, skupaj z ve£kratnostjo re²itev. Za funkijo g torej velja, da imanegibne to£ke v ni£lah funkije f . Navedimo nekaj primerov, kako lahkozadostimo pogoju (2.4):

g(x) = x− f(x),

g(x) = x− Cf(x), C 6= 0,

g(x) = x− h(x)f(x), h(x) 6= 0.11



Pribliºke ra£unamo tako, da si izberemo za£etni pribliºek x0 in izvajamoiteraijo
xr+1 = g(xr), r = 0, 1, ...Iteraijo izvajamo dokler ²e velja |xr+1 − xr| > ǫ. Da bodo pribliºki reskonvergirali proti re²itvi, moramo paziti pri izbiri iteraijske funkije in za-£etnega pribliºka. Tudi £e izberemo za£etni pribliºek poljubno blizu negibneto£ke, to ²e ne zagotavlja, da bo zaporedje res konvergiralo proti tej to£ki.Na²e zaporedje zagotovo konvergira k negibni to£ki, £e na nekem intervalu

[a, b], ki vsebuje negibno to£ko, za vsak x ∈ [a, b] velja |g′(x)| < 1 (glej [5℄).O hitrosti konvergene v bliºini negibne to£ke α odlo£a ²tevilo |g′(α)|. �e je
|g′(α)| < 1, potem je α privla£na to£ka in imamo zagotovljeno konvergeno vneki okolii okrog α, £e pa je |g′(α)| > 1, potem je α odbojna to£ka (glej [5℄).Zelo pomembno je vedeti, kako hitro neka numeri£na metoda konvergira protinegibni to£ki, saj ºelimo s £im manj ra£unanja priti do £im bolj²ega pribliºka.De�niija 2.3.1. Denimo, da zaporedje (xr)r∈N konvergira proti negibnito£ki α. Potem pravimo, da je red konvergene enak p, £e obstajata takikonstanti C1, C2 > 0, da za dovolj pozne £lene xr velja

C1|xr − α|p ≤ |xr+1 − α| ≤ C2|xr − α|p. (2.5)Red konvergene p pomeni, da spada napaka pribliºka xr+1 v velikostnirazred |xr−α|p. V primeru navadne iteraije, lahko z odvajanjem ugotovimored konvergene.Lema 2.3.2. Naj bo iteraijska funkija g v okolii re²itve α ena£be x = g(x)
p-krat zvezno odvedljiva in naj velja |g′(α)| < 1, g(k)(α) = 0 za k = 1, . . . , p−1ter g(p)(α) 6= 0. Potem ima metoda navadne iteraije xr+1 = g(xr), r =
0, 1, . . . , v bliºini re²itve α red konvergene p.Dokaz. Za dokaz leme uporabimo razvoj funkije g v Taylorjevo vrsto okrog
α in dobimo

xr+1 = g(xr) = α +
1

p!
(xr − α)pg(p)(ξ),kjer je ξ to£ka med xr in α. �e oenimo absolutno vrednost p-tega odvodafunkije g v okolii to£ke α navzdol in navzgor, dobimo konstanti C1 in C2iz (2.5).Za nekatere konvergene imamo posebna imena. Ti primeri so:

• p = 1, ki ji pravimo linearna konvergena, kjer na vsakem koraku do-bimo konstantno ²tevilo novih to£nih deimalk,12



• p = 2, ki ji pravimo kvadrati£na konvergena, kjer na vsakem korakudobimo podvojeno ²tevilo novih to£nih deimalk,
• p = 3, ki ji pravimo kubi£na konvergena, kjer se na vsakem koraku²tevilo novih to£nih deimalk potroji,
• 1 < p < 2, ki ji pravimo superlinearna konvergena in je hitrej²a odlinearne ter po£asnej²a od kvadrati£ne.Na sliki 2.3 lahko vidimo geometrijski pomen navadne iteraije.

g(x )1

g(x )0

x0 x1 x2 x3 x4

g(x)

Slika 2.3: Geometrijski pomen navadne iteraije.Primer 2.3.3. Izra£unajmo re²itev ena£be
x = − ln x,ki smo jo obravnavali ºe v primeru 2.1.2. Vemo, da ima eno samo ni£lo, ki jeblizu 0.5. Ker za iteraijsko funkijo g(x) = − ln x velja |g′(x)| = |−1/x| > 1za vsak x ∈ (0, 1), zaporedje xr+1 = − ln xr, r = 0, 1, . . ., za vsak x0 6= αdivergira. Zato moramo ena£bo zapisati v drugi obliki.(i) Ekvivalenta oblika ena£be je

x = e−x.Njena iteraijska funkija je g(x) = e−x in njen odvod je g′(x) = −e−x,za katerega velja, da je |g′(x)| < 1 za vsak pozitiven x. �e vzamemo
x0 = 0.5 in natan£nost ǫ = 1

2
10−6, dobimo po 24-ih korakih ni£lo na 6deimalk natan£no. 13



Ker je to dokaj po£asna konvergena, nas zanima, £e lahko ena£bo ²e spre-menimo, da bo zaporedje pribliºkov hitreje konvergiralo.(ii) Ena£bi iz primera (i) na obeh straneh pri²tejemo ax in delimo z 1 + a,da dobimo ena£bo
x =

ax+ e−x

1 + a
.Odvod njene iteraijske funkije v to£ki α je

g′(α) =
a− α

1 + a
.�e vstavimo a = x (glej [2, str. 68℄), dobimo ena£bo

x =
x2 + e−x

1 + x
,katere iteraijska funkija je

g(x) =
x2 + e−x

1 + x
.Njen odvod je

g′(x) =
(x+ 2)(x− e−x)

(1 + x)2in |g′(α)| = 0, kar je najmanj, kar lahko dobimo. Torej je v tem primerukonvergena hitrej²a, kot v primeru (i). Za x0 = 0.5 dobimo ºe v ²tirihkorakih ni£lo strojne natan£nosti, kar je vidno v tabeli 2.2.Tabela 2.2: Navadna iteraija za ena£bo f(x) = x+ ln x.
korak k xk1 0.5710204398084222 0.5671555687441143 0.5671432905332614 0.567143290409784Iz tega primera lahko sklepamo, da ima absolutna vrednost odvoda iteraij-ske funkije velik vpliv na hitrost konvergene zaporedja pribliºkov, in siermanj²a kot je, hitrej²a je konvergena.14



2.4 Tangentna metodaTangentna metoda, ki ji pravimo tudi Newtonova metoda, je poseben primernavadne iteraije in zato potrebuje samo en za£etni pribliºek. Je mnogohitrej²a od bisekije, vendar ne vodi vedno do re²itve. Pri tej metodi funkijo
f aproksimiramo s tangento v to£ki (xr, f(xr)). Pribliºek za ni£lo funkije fje prese£i²£e te tangente z x-osjo.Ena£ba tangente skozi to£ko (xr, f(xr)) je y = f(xr) + f ′(xr)(x − xr). Iztega sledi, da je prese£i²£e tangente z x-osjo v to£ki xr − f(xr)/f

′(xr), ki jovzamemo kot nasledji pribliºek xr+1. Postopek ponavljamo za r = 0, 1, ... indobimo iteraijo
xr+1 = xr −

f(xr)

f ′(xr)
.Pri tangentni metodi moramo na vsakem koraku iteraije izra£unati eno vre-dnost funkije in eno vrednost odvoda funkije, torej je metoda tipa (f, f ′).Geometrijski pomen tangentne metode je predstavljen na sliki 2.4.

x2 x3x1Slika 2.4: Geometrijski pomen tangentne metode.Kot ºe re£eno, je tangentna metoda pravzaprav posebna oblika navadne ite-raije, kjer za iteraijsko funkijo vzamemo
g(x) = x− f(x)

f ′(x)
.Ko to funkijo odvajamo, dobimo

g′(x) =
f(x)f ′′(x)

f ′2(x)
.15



�e je α enostavna ni£la, potem je
g′(α) = 0, g′′(α) =

f ′′(α)

f ′(α)
.�e je f ′′(α) 6= 0, potem je konvergena tangentne metode kvadrati£na, sierje vi²jega reda. �e je α m-kratna ni£la, potem se lahko prepri£amo, da je

g′(α) = lim
x→α

g′(x) = 1− 1

m
,iz £esar sledi, da je g′(α) 6= 0 za m > 1 in je konvergena linearna (glej [2℄).Lahko se nam tudi zgodi, da iteraija ne konvergira, v primeru, ko za£etnipribliºek ni dovolj blizu ni£le ali, ko se zgodi zaiklanje pribliºkov, kar lahkovidimo na sliki 2.5.

Slika 2.5: Divergena tangentne metode, ko za£etni pribliºek ni dovolj blizuni£le (levo) in zaiklanje tangentne metode (desno).Primer 2.4.1. Izra£unajmo ni£lo funkije (2.2) s tangentno metodo. �e siza za£etni pribliºek izberemo x0 = 0.5, dobimo re²itev ºe v 4-ih korakih, karje predstavljeno v tabeli 2.3.Tabela 2.3: Zaporedje pribliºkov za ena£bo x+ln x = 0, dobljeno s tangentnometodo.
korak k xk1 0.5643823935199822 0.5671389877150603 0.5671432903993694 0.56714329040978416



2.5 Tangentna metoda za kompleksne ni£leTangentno metodo lahko uporabljamo tudi za ra£unanje kompleksnih ni£elfunkij. �e je funkija f realna, potem moramo za£eti s kompleksnim pri-bliºkom, saj druga£e ostanemo na realni osi. Naj bo f analiti£na funkijaz za£etnim pribliºkom z0 in naj velja f ′(z0) 6= 0. Ozna£imo z w(z) = |f(z)|ploskev nad kompleksno ravnino. Potem je kompleksno ²tevilo
z1 = z0 −

f(z0)

f ′(z0)
,ki ga dobimo z enim korakom tangentne metode, prese£i²£e dveh premi vkompleksni ravnini. Prva je prese£i²£e tangentne ravnine na ploskev w =

|w(z)| v to£ki (z0, w(z0)) z ravnino w = 0, druga pa je projekija gradientana ploskev w = |w(z)| v to£ki (z0, w(z0)) na ravnino w = 0. To pomeni, dapotujemo iz to£ke (z0, w(z0)), ki je na ploskvi w, po tangentni ravnini v smerinajhitrej²ega padanja funkije do ravnine w = 0, kjer je naslednji pribliºekza ni£lo funkije f po tangentni metodi. Podroben dokaz te zveze najdemov [2℄.2.6 Sekantna metoda�e smo pri tangentni metodi funkijo v bliºini ni£le aproksimirali s tangento,jo pri sekantni metodi aproksimiramo s sekanto skozi to£ki (xr−1, f(xr−1)) in
(xr, f(xr)), kot lahko vidimo na sliki 2.6.

xr+1 xr xr-1Slika 2.6: Geometrijski pomen sekantne metode.17



V prvem koraku si izberemo dva za£etna pribliºka x0 in x1, v katerih je funk-ija lahko enako predzna£ena. Za izra£un naslednjih pribliºkov uporabimoiteraijsko formulo:
xr+1 = xr −

f(xr)(xr − xr−1)

f(xr)− f(xr−1)
, r = 1, 2, ...Sekantna metoda ni navadna iteraija, saj je naslednji pribliºek odvisen odzadnjih dveh pribliºkov in ne le od zadnjega. Sekantna metoda je po ob-na²anju zelo podobna tangentni metodi, saj tudi tu velja, da bomo imelikonvergeno, £e bomo imeli dva dovolj dobro izbrana pribliºka. Konver-gena je pri tej metodi superlinearna (natan£neje: red metode je 1,62 (glej[4, str. 49℄)), kar pomeni, da je male po£asnej²a kot pri tangentni metodi.Vendar, ker pri sekantni metodi ne potrebujemo ra£unati odvoda, je v prime-rih, ko je odvod zelo zapleten oziroma ga sploh ne moremo izra£unati, lahkodober nadomestek za tangentno metodo.Primer 2.6.1. Izra£unajmo ni£lo funkije (2.2) ²e s sekantno metodo. �e zaza£etna pribliºka vzamemo x0 = 0.5 in x1 = 0.6, potem za ni£lo izra£unanos strojno natan£nostjo potrebujemo 5 korakov, kar vidimo v tabeli 2.4.Tabela 2.4: Zaporedje pribliºkov za ena£bo x+ ln x = 0, dobljeno s sekantnometodo.

korak k xk+11 0.5684138975263972 0.5671202823134713 0.5671433068432294 0.5671432904099975 0.567143290409784Konvergena je hitra, ker imamo dobra za£etna pribliºka, vendar lahko vi-dimo, da pribliºki dobljeni s tangentno metodo v primeru 2.4.1 hitreje kon-vergirajo proti ni£li funkije (2.2).2.7 Mullerjeva metodaMullerjeva metoda je posplo²itev sekantne metode. Pri tej metodi funkijoaproksimiramo s parabolo, ki gre skozi tri to£ke (xr, f(xr)), (xr−1, f(xr−1)),
(xr−2, f(xr−2)). Za naslednji pribliºek xr+1 vzamemo ni£lo te parabole, ki je18



najbliºje zadnjemu pribliºku xr. Mullerjeva metoda je primerna za ra£unanjekompleksnih ni£el, saj v primeru parabole s kompleksnimi ni£lami, metodasama iz za£etnih realnih pribliºkov preide v kompleksne pribliºke in skonver-gira do kompleksne ni£le.Reimo, da interpolaijski polinom skozi zadnje tri to£ke zapi²emo kot
p(x) = a(x− xr)

2 + b(x− xr) + c,potem lahko za njegove koe�iente izpeljemo naslednje formule (glej [5℄)
a =

(xr−1 − xr)(f(xr−2)− f(xr))− (xr−2 − xr)(f(xr−1)− f(xr))

(xr−2 − xr)(xr−1 − xr)(xr−2 − xr−1)
,

b =
(xr−2 − xr)

2(f(xr−1)− f(xr))− (xr−1 − xr)
2(f(xr−2)− f(xr))

(xr−2 − xr)(xr−1 − xr)(xr−2 − xr−1)
,

c = f(xr)in dobimo
xr+1 = xr −

2c

b±
√
b2 − 4ac

. (2.6)�e v ena£bi (2.6) pred korenom izberemo tako, da bo imenovale po absolutnivrednosti £im ve£ji, potem dobimo re²itev bliºjo xr. Red konvergene Muller-jeve metode je 1.84, kar pomeni, da gre znova za superlinearno konvergeno(glej [5℄).Primer 2.7.1. Re²imo ena£bo x + ln x = 0. Izbrati moramo tri za£etnepribliºke, ki naj bodo x0 = 0.4, x1 = 0.5, x2 = 0.6. Rezultati so navedeni vtabeli 2.5:Tabela 2.5: Zaporedje pribliºkov za ena£bo x+ln x = 0, dobljeno z Mullerjevometodo.
korak k xk+21 0.5668107860151382 0.5671427805488343 0.5671432904062524 0.56714329040978419



2.8 Inverzna interpolaijaInverzna interpolaija deluje tako, da funkijo f aproksimiramo s parabolo
p, za katero velja p(f(xr)) = xr, p(f(xr−1)) = xr−1 in p(f(xr−2)) = xr−2.Za naslednji pribliºek vzamemo xr+1 = p(0). Red konvergene za to metodoje enak kot pri Mullerjevi metodi, in sier 1, 84 (glej [5℄). Od Mullerjevemetode se razlikuje po tem, da imamo pri inverzni interpolaiji vedno samoeno prese£i²£e z x-osjo, ki ga vzamemo za naslednjo to£ko. Razliko medmetodama vidimo na sliki 2.7.

Mullerjeva
metoda

Inverzna
kvadratna
interpolacijaSlika 2.7: Razlika med inverzno interpolaijo in Mullerjevo metodo.V primeru realne funkije nam inverzna kvadratna interpolaija iz realnih za-£etnih pribliºkov vedno da realen pribliºek in zato ni primerna za ra£unanjekompleksnih ni£el, tako kot je za to primerna Mullerjeva metoda. Ve£inomase uporablja samo kvadratna interpolaija, saj pri uporabi ve£ kot treh za-dnjih to£k ne pridobimo skoraj ni£ pri redu konvergene. �e vzamemo samozadnji dve to£ki, potem dobimo sekantno metodo.Primer 2.8.1. Ponovno si oglejmo re²evanje ena£be x + ln x = 0 in si, kotv primeru 2.7.1, izberimo tri za£etne pribliºke x0 = 0.4, x1 = 0.5, x2 = 0.6.Rezultati so navedeni v tabeli 2.6:Tabela 2.6: Re²evanje ena£be x+ ln x = 0 z inverzno interpolaijo.

korak k xk+2 xk+1 xk1 0.567140998310507 0.600000000000000 0.5000000000000002 0.567143290282535 0.567140998310507 0.6000000000000003 0.567143290409784 0.567143290282535 0.5671409983105074 0.567143290409784 0.567143290409784 0.56714329028253520



Lahko vidimo, da je konvergena pribliºkov dobljenih z inverzno interpolaijores enaka kot z Mullerjevo metodo (primer 2.7.1).2.9 Kombinirane metode - Brentova metodaGlavni namen kombiniranih metod je, da pospe²imo konvergeno in pove-£amo robustnost. �e imamo na primer za£etni interval [a, b], tak da je
f(a) · f(b) < 0, potem lahko bisekijo kombiniramo s kak²no izmed hitrej-²ih metod. Postopek je tak, da najprej izra£unamo nov pribliºek s hitrej²ometodo od bisekije. �e je sedaj na² novi pribliºek na intervalu [a, b], gaobdrºimo in zmanj²amo interval, sier pa uporabimo bisekijo. To nam za-gotavlja, da bomo na konu res dobili ni£lo.Ena izmed znanih kombiniranih metod je Brentova metoda, ki kombinira bi-sekijo, sekantno metodo in inverzno kvadratno interpolaijo. Ta metoda imasuperlinearno konvergeno, bisekija pa zagotavlja, da konvergena ni prepo-£asna in da ne pademo iz intervala [a, b]. Poglejmo si delovanje te metode.Imamo za£etni interval [a, b], da je f(a) ·f(b) < 0, in tolerani ǫ > 0 in δ > 0.�elimo, da velja |f(b)| ≤ |f(a)|, zato a in b zamenjamo, £e je potrebno, tervzamemo c := a. Dokler je |a− b| ≥ ǫ, ponavljamo naslednji postopek:1) Najprej izra£unamo to£ko s, tako da, £e je c 6= a, naredimo en korakinverzne kvadratne interpolaije, sier pa en korak sekantne metode.2) �e velja kateri izmed naslednjih pogojev� s ne leºi med (3a+ b)/4 in b,� v prej²njem koraku smo uporabili bisekijo in |s − b| ≥ |b − c|/2ali |b− c| < δ,� v prej²njem koraku nismo uporabili bisekije in |s− b| ≥ |c− d|/2ali |c− d| < δ,potem naredimo korak bisekije in vzamemo s := (a+ b)/2.3) d := c, c := b, £e je f(a) · f(s) < 0, potem b := s, sier a := s.4) �e je |f(a)| < |f(b)|, zamenjamo a in b.
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2.10 Metoda (f, f ′, f ′′)Metodo (f, f ′, f ′′) izpeljemo z razvijanjem inverzne funkije v Taylorjevo vr-sto okoli funkijske vrednosti y = f(x). �e upo²tevamo le prve tri £lene,dobimo iteraijsko formulo
xr+1 = xr −

f(xr)

f ′(xr)
− f ′′(xr)f

2(xr)

2f ′3(xr)
, r = 0, 1, . . .Ta iteraija je pravzaprav izbolj²ana tangentna metoda, pri kateri poleg f in

f ′ dodatno izra£unamo ²e f ′′ za teko£i pribliºek. Iteraijska funkija je
g(x) = x− f(x)

f ′(x)
− f ′′(x)f 2(x)

2f ′3(x)in njen odvod je
g′(x) = h(x)f 2(x),kjer je

h(x) =
3f ′′2(x)− f ′(x)f ′′′(x)

2f ′4(x)
.Vidimo, da je g′(α) = g′′(α) = 0, g′′′(α) = 2h(α)f ′2(α), kar nam da ku-bi£no konvergeno za enostavne ni£le (glej [2℄). Metoda je uporabna, ko namra£unanje drugega odvoda funkije ne povzro£a preve£ dodatnega dela.
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Poglavje 3Prirejene metode za re²evanjepolinomskih ena£bMetode, omenjene v prej²njem poglavju, se lahko uporabijo tudi za iskanje ni-£el polinomov. Vendar se pri re²evanju polinomskih ena£b ponavadi zaplete,ker ºelimo izra£unati tudi kompleksne ni£le, £eprav so koe�ienti polinomarealni, ali pa nas zanimajo vse ni£le danega polinoma. �e polinom zapi²emov obliki
p(x) = a0x

n + a1x
n−1 + · · ·+ an−1x+ an, ai ∈ R, x ∈ C,kjer so ak koe�ienti polinoma in x spremenljivka, potem vemo, da je polinom

p stopnje n, £e velja a0 6= 0. Polinom stopnje n ima natanko n ni£el v C,£e ²tejemo ni£le z njihovimi ve£kratnostmi. �e ima polinom same realnekoe�iente, potem vemo, da so vse razen k ni£el (ki nastopajo v konjugiranihparih) realne ni£le, pri £emer je k ∈ {0, 2, 4, . . . , 2 · ⌊n
2
⌋}. Pomembno pripolinomih je tudi to, da nam izra£un vrednosti polinoma v neki to£ki omogo£aHornerjev algoritem, ki je linearne £asovne zahtevnosti. Vrednost polinomav to£ki x0 izra£unamo tako, da de�niramo naslednje zaporedje konstant:

b0 = a0

b1 = a1 + b0x0...
bn−1 = an−1 + bn−2x0

bn = an + bn−1x0,kjer je p(x0) = bn. Da se prepri£amo, da je to res, lahko polinom zapi²emokot
p(x) = an + x(an−1 + x(an−2 + · · ·+ x(a1 + a0x) · · · )). (3.1)23



�e sedaj iterativno vstavljamo bi v ena£bo (3.1), dobimo
p(x0) = an + x0(an−1 + x0(an−2 + · · ·+ x0(a1 + b0x0) · · · ))

= an + x0(an−1 + x0(an−2 + · · ·+ x0b1 · · · ))...
= an + x0bn−1

= bn.Problem iskanja ni£el polinomov se pojavi pri polinomih pete ali vi²je sto-pnje. Kot je bilo povedano ºe v uvodu, nam Abel-Ru�nijev izrek pove, daobstajajo polinomske ena£be pete stopnje
ax5 + bx4 + cx3 + dx2 + ex+ f = 0,pri katerih nimamo druge moºnosti, kot da ni£le izra£unamo numeri£no. Vnadaljevanju bomo opisali posebne numeri£ne metode, ki so prirejene iska-nju ni£el polinomov in konvergirajo hitro ter skoraj za vsak za£etni pribliºek.Te metode so Bernoullijeva, Grae�ejeva, Laguerrova, Durand-Kernerjeva inAberth-Ehrlihova metoda. Najprej pa si poglejmo dva izreka, ki nam po-magata pri dolo£anju ²tevila ni£el polinoma na izbranem intervalu.3.1 Desartesovo pravilo in Sturmovo zaporedjeV£asih je pomembno vedeti, koliko ni£el ima polinom na nekem izbranemintervalu. �e je ta interval (−∞, 0) ali (0,∞), potem nam pri tem problemupomaga Desartesovo pravilo, sier pa Sturmovo zaporedje.Desartesovo pravilo pravi, da je ²tevilo pozitivnih ni£el ena£be p(x) = 0enako ²tevilu menjav predznakov v zaporedju neni£elnih koe�ientov poli-noma p(x) ali pa je od njega manj²e za nek ve£kratnik ²tevila 2. �tevilonegativnih ni£el pa dobimo tako, da prvotnemu polinomu zamenjamo pred-znak pri £lenih z liho poteno in nato pre²tejemo ²tevilo menjav predzna-kov. Tudi tu velja, da je se²tevek menjav lahko manj²i za neko sodo ²tevilo(glej [3℄).To, da je ²tevilo lahko manj²e za ve£kratnik ²tevila 2, je posledia tega, daima lahko polinom kompleksne ni£le, ki vedno nastopajo v parih. Torej, £evemo, da ima polinom samo realne ni£le, nam Desartesovo pravilo najdeeksaktno ²tevilo pozitivnih in negativnih ni£el (glej [8℄).24



Primer 3.1.1. Vzemimo polinom
x3 + x2 − x− 1 = 0, (3.2)pri katerem se predznak v zaporedju neni£elnih koe�ientov 1, 1,−1,−1 me-nja enkrat. Torej ima po Desartesovem pravilu ta polinom le eno pozitivnoni£lo. Ta polinom lahko faktoriziramo in zapi²emo kot
(x+ 1)2(x− 1), (3.3)kjer vidimo, da sta ni£li 1, ki je enostavna, in −1, ki je dvakratna. Torejima polinom res eno pozitivno ni£lo. Sedaj zgornjemu polinomu zamenjamopredznake pri £lenih z liho poteno, saj na ta na£in dobimo ²tevilo negativnihni£el polinoma (3.2). Dobimo polinom

−x3 + x2 + x− 1 = 0,pri katerem se predznak v zaporedju koe�ientov −1, 1, 1,−1 menja dvakrat,torej ima polinom (3.2) dve ali nobeno negativno ni£lo. Vidimo, da se tosklada s faktorizaijo (3.3).Poglejmo si sedaj ²e, kako si lahko pomagamo s Sturmovim zaporedjempolinomov. Naj bo p polinom s samimi enostavnimi ni£lami. Sturmovo zapo-redje je kon£no zaporedje polinomov p0, p1, . . . , pm, s padajo£imi stopnjami,ki zado²£ajo naslednjim lastnostim:
• p0 = p ima same enostavne ni£le,
• £e je p(ξ) = 0, potem velja sign(p1(ξ)) = sign(p′(ξ)),

• £e je pi(ξ) = 0 za 0 < i < m, potem velja sign(pi−1(ξ)) = −sign(pi+1(ξ)),

• pm ne spremeni predznaka.Poseben primer polinomov, ki tvorijo Sturmovo zaporedje je:
p0(x) := p(x),

p1(x) := p′(x),

p2(x) := −rem(p0, p1),

p3(x) := −rem(p1, p2),...
pm(x) := −rem(pm−2, pm−1),

0 := −rem(pm−1, pm).25



Ker je stopnja polinoma pi+1 manj²a od stopnje pi za 0 < i < m, je zgornjialgoritem kon£en. Zadnji polinom pm predstavlja najve£ji skupni deliteljpolinoma p in njegovega odvoda. Ker ima p le enostavne ni£le, nima nobeneskupne ni£le s svojim odvodom in zato je pm neni£elna konstanta.Izrek 3.1.2 (Sturmov izrek). Naj bo p0 = p, p1, p2, . . . , pm Sturmovo zapo-redje in naj bo σ(ξ) ²tevilo zamenjav predznakov (ni£el ne ²tejemo) v zapo-redju
p0(ξ), p1(ξ), p2(ξ), . . . , pm(ξ).Za realni ²tevili a < b velja, da je ²tevilo razli£nih realnih ni£el polinoma pna intervalu (a, b] enako

σ(a)− σ(b).Dokaz tega izreka najdemo v [9℄. Podoben izrek obstaja tudi za polinome,ki nimajo samih enostavnih ni£el (glej [9℄).Poglejmo si sedaj nekaj numeri£nih metod, ki so prirejene za iskanje ni£elpolinomov.3.2 Bernoullijeva metodaBernoullijevo metodo lahko uporabljamo za iskanje dominantnih ni£el poli-noma
p(x) = xn − a1x

n−1 − a2x
n−2 − . . .− an. (3.4)Zgornji polinom ima ni£le x1, x2, . . . , xn, za katere velja

|x1| > |x2| ≥ |x3| ≥ . . . ≥ |xn|.Dominantno ni£lo x1 izra£unamo kot
x1 = lim

k→∞

sk+1

sk
, (3.5)pri £emer je sk izra£unan rekurzivno kot

sk = a1sk−1 + a2sk−2 + . . .+ ansk−n, (3.6)kjer za k ≤ n vstavimo s0 = k in si = 0 za i < 0. �tevila sk so v tesnipovezavi z ni£lami ena£be (3.4) in med njimi velja zveza
sk = xk

1 + xk
2 + . . .+ xk

n.26



Formulam iz (3.6) pravimo Newtonove formule in povezujejo koe�iente poli-noma z vsotami poten ni£el polinoma. Te formule izpeljemo na dva na£ina:1.) �e je k ≥ n, ena£bo (3.4) pomnoºimo z xk−n in po vrsti vstavimo za xni£le x1, . . . xn. Vse dobljene ena£be nato se²tejemo in dobimo formulo(3.6).2.) �e je k < n, potem vzamemo polinom (3.4), ki ima ni£le x1, . . . , xn.Njegov odvod je
p′(x) = nxn−1 − (n− 1)a1x

n−2 − · · · − an−1.�e polinom zapi²emo v ni£elni obliki, dobimo
p(x) = (x− x1) · · · (x− xn)in njegov odvod je

p′(x) =

n
∑

i=1

p(x)

x− xi

.�e primerjamo koe�iente iz obeh odvodov pri poteni xn−k−1, dobimoNewtonovo formulo (3.6):
−(n− k)ak = sk − a1sk−1 − · · · − ak−1s1 − nak.Vidimo, da nam Newtonove formule dajo pri danih koe�ientih polinomavsote poten njegovih ni£el. Iz (3.6) dobimo kvoient

sk+1

sk
=

xk+1
1 + xk+1

2 + · · ·+ xk+1
n

xk
1 + xk

2 + · · ·+ xk
n

,ki ga lahko zapi²emo tudi kot
sk+1

sk
= x1

1 + (x2

x1

)k+1 + · · ·+ (xn

x1

)k+1

1 + (x2

x1

)k + · · ·+ (xn

x1

)k
.Kvoienti |xi/x1| so manj²i od 1 za vsak i > 1, iz £esar sledi ena£ba (3.5).Konvergena je odvisna od velikosti kvoienta |x2/x1|, saj manj²i kot je,hitreje kvoienti sosednjih £lenov zaporedja sk konvergirajo k x1.
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Primer 3.2.1. Vzemimo ena£bo x3 − 6x2 − 8x+ 7 = 0. Najprej jo preobli-kujmo v pravo obliko
x3 = 6x2 + 8x− 7,kjer dobimo a1 = 6, a2 = 8, a3 = −7. V tabeli 3.1 so izra£unane vrednosti sk,ki smo jih dobili po formuli (3.6) in kvoienti, ki predstavljajo pribliºke zadominantno ni£lo.Tabela 3.1: Tabela izra£unov za primer 3.2.1.

k sk sk/sk−11 62 52 8.6666673 339 6.5192314 2408 7.1032455 16796 6.9750836 117667 7.0056567 823514 6.9986838 5764848 7.0003049 40353531 6.99993010 282475372 7.00001611 1977326544 6.999996Primer izra£una za k = 3: Vemo, da je a1 = 6, a2 = 8, a3 = −7, s0 = 3:
s3 = a1s2 + a2s1 + a3s0 = 6 · 52 + 8 · 6− 7 · 3 = 339.Vidimo, da zaporedje konvergira k ni£li x = 7, ki nam predstavlja dominan-tno ni£lo. Ostali ni£li sta ²e 1

2
(−1−

√
5) ≈ −1.61803 in 1

2
(
√
5−1) ≈ 0.618034.Hitrost konvergene je povezana z razmerjem |x2/x1| = | − 1.61803/7| =

0.231.3.3 Grae�ejeva metodaGrae�ejevi metodi pravimo tudi metoda kvadriranja korenov, ki je bila zelou£inkovita metoda pred uporabo ra£unalnikov. Kasneje se je izkazalo, da jezapletena za programiranje in se metoda ni obdrºala. Posebnost te metodeje, da nam da vse korene ena£be hkrati.
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Vzemimo polinom stopnje n z realnimi koe�ienti
p(x) = a0x

n + a1x
n−1 + · · ·+ an−1x+ an, (3.7)ki ima ni£le x1, x2, . . . , xn. Sedaj ºelimo sestaviti polinom z ni£lami, za katerevelja, da so po absolutnih vrednostih mo£no separirane:

|x1| ≫ |x2| ≫ · · · ≫ |xn|.Nato uporabimo Vietove formule, ki nam dajo naslednje zveze
−a1
a0

= x1 + x2 + · · ·+ xn,

a2
a0

= x1x2 + x1x3 + · · ·+ xn−1xn,

−a3
a0

= x1x2x3 + x1x2x4 + · · ·+ xn−2xn−1xn,...
(−1)n

an
a0

= x1x2 · · ·xn.V formulah imamo na desni strani na prvem mestu dominantne £lene. �e te£lene obdrºimo, ostale pa zanemarimo, potem dobimo
(−1)k

ak
a0

.
= x1x2 · · ·xk, k = 1, . . . , n.�e sosednje ena£be iz zgornje zveze delimo, potem dobimo pribliºke za vsekorene

xk
.
= − ak

ak−1
, k = 1, . . . , n.Glavni korak Grae�ejeve metode je konstruiranje polinoma, ki ima za korenenegativne kvadrate ni£el polinoma (3.7). Polinom (3.7) lahko zapi²emo tudikot

p(x) = a0(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn). (3.8)�elimo dobiti polinom stopnje n, ki ima ni£le−x2
1,−x2

2, . . . ,−x2
n. �e polinom(3.8) pomnoºimo s polinomom

p(−x) = (−1)na0(x+ x1)(x+ x2) · · · (x+ xn),dobimo
p(x)p(−x) = (−1)na20(x

2 − x2
1)(x

2 − x2
2) · · · (x2 − x2

n).29



Ker je zgornji polinom stopnje 2n, uvedemo novo spremenjlivko z := −x2 indobimo polinom
P (z) = a20(z + x2

1)(z + x2
2) · · · (z + x2

n),ki je stopnje n in ima za ni£le ravno negativne kvadrate ni£el polinoma (3.7).Sedaj nas zanimajo le ²e koe�ienti tega polinoma, ki jih dobimo s pomo£jozveze
P (z) = p(x)p(−x)in nove spremenljivke z = −x2. Zapi²imo sedaj P (z) v ºeljeni obliki kot

P (z) = b0z
n + b1z

n−1 + · · ·+ bn−1z + bn.Sledi, da je
p(x)p(−x) = (−1)n(a20x

2n − (a21 − 2a0a2)x
2n−2 + · · ·+ (−1)na2n). (3.9)�e v ena£bi (3.9) namesto x2 pi²emo −z, dobimo:

b0 = a20,

b1 = a21 − 2a0a2,

b2 = a22 − 2a1a3 + 2a0a4,

b3 = a23 − 2a2a4 + 2a1a5 − 2a0a6, (3.10)...
bn−2 = a2n−2 − 2an−3an−1 + 2an−4an,

bn−1 = a2n−1 − 2an−2an,

bn = a2n.Iz zvez (3.10) lahko razberemo splo²no formulo
bk = a2k + 2

m
∑

i=1

(−1)iak−iak+i, k = 0, 1, . . . , n,kjer je m := min(k, n − k). Postopek kvadriranja korenov lahko ve£kratponovimo. �e naredimo r ponovitev, dobimo polinom
P (z) = A0z

n + A1z
n−1 + · · ·+ An−1z + Anz ni£lami −xp

1,−xp
2, . . . ,−xp

n, kjer je p = 2r. Pri dovolj velikem r-ju postanejoni£le polinoma (3.7), za katere velja |x1| > |x2| > · · · > |xn| ≥ 0, mo£noseparirane. Te ni£le lahko izra£unamo po formuli od prej:
xp
k

.
=

Ak

Ak−1
, k = 1, . . . , n.30



Iz teh ni£el pa potem dobimo pribliºke za absolutne vrednosti ni£el polinoma(3.7), tako da korenimo
|xk| .

= p

√

Ak

Ak−1

, k = 1, . . . , n.Na konu moramo le ²e pravilno dolo£iti predznak, kar ni preve£ teºka naloga(glej [2, str. 131℄) in dobimo ni£le. Proes kvadriranja prekinemo, ko sokoe�ienti naslednjega polinoma enaki kvadratom koe�ientov prej²njega.Primer 3.3.1. Vzemimo ena£bo iz primera 3.2.1:
x3 − 6x2 − 8x+ 7 = 0.V tabeli 3.2 vidimo 5 ponovitev proesa kvadriranja korenov. Koe�ienti Aipomenijo koe�iente naslednje ena£be, ki ima za ni£le negativne kvadrateni£el prej²nje ena£be s koe�ienti ai:Tabela 3.2: Tabela izra£unov za primer 3.3.1.

r A0 = a20 A1 = a21 − 2a0a2 A2 = a22 − 2a1a3 A3 = a23
0 1 −6 −8 7
1 1 52 148 49
2 1 2408 16808 2401
3 1 5764848 270945648 5764801
4 1 3.323293057 · 1013 7.334507777 · 1016 3.323293057 · 1013
5 1 1.104427674 · 1027 5.379498224 · 1033 1.104427674 · 1027Primer izra£una za r = 3: Prej²nja ena£ba ima koe�iente a0 = 1, a1 =

2408, a2 = 16808, a3 = 2401. Torej izra£unamo koe�iente naslednje ena£bena ta na£in:
A0 = a20 = 1,

A1 = a21 − 2a0a2 = 24082 − 2 · 1 · 16808 = 5764848,

A2 = a22 − 2a1a3 = 168082 − 2 · 2408 · 2401 = 270945648,

A3 = a23 = 24012 = 5764801.Sedaj izra£unamo absolutne vrednosti treh realnih ni£el s pomo£jo dvaintri-desetega korena kvoienta sosednjih koe�ientov iz zadnje vrstie tabele 3.2.31



Dobimo
|x1| .

= 7

|x2| .
= 1.618033989,

|x3| .
= 0.618034046.Vemo, da je vsota ni£el enaka 6 in produkt −7. Dolo£iti moramo ²e pred-znake ni£lam in edina moºnost je, da je druga ni£la negativna, ostali dve papozitivni.3.4 Laguerrova metodaReimo, da imamo polinom p(x) = a0x

n + a1x
n−1 + · · · + an, z ni£lami

x1, . . . , xn. Ta polinom lahko zapi²emo kot
p(x) = a0(x− x1) · · · (x− xn).De�nirajmo funkijo
S1(x) :=

p′(x)

p(x)
=

n
∑

i=1

1

x− xiin njen odvod z nasprotnim predznakom
S2(x) := −S ′

1(x) =
p′2(x)− p(x)p′′(x)

p2(x)
=

n
∑

i=1

1

(x− xi)2
.�e ºelimo izra£unati ni£lo xn, potem ozna£imo izbrano obratno vrednostfaktorja v p(x) kot

a(x) =
1

x− xn

.Nato ozna£imo ²e aritmeti£no sredino preostalih obratnih vrednosti faktorjevv p(x) kot
b(x) =

1

n− 1

n−1
∑

i=1

1

x− xi

,odmik i-te obratne vredosti faktorja od aritmeti£ne sredine z
di(x) =

1

x− xi

− b(x)32



in vsoto kvadratov odmikov kot
d(x) =

n−1
∑

i=1

d2i (x).Za laºje razumevanje bomo argument x izpustili in izrazili S1 in S2 le z a, bin d. Dobimo
S1 = a+ (n− 1)b,

S2 = a2 +
n−1
∑

i=1

(b+ di)
2 = a2 + (n− 1)b2 + 2b

n−1
∑

i=1

di + d =

= a2 + (n− 1)b2 + d.Iz teh dveh ena£b eliminiramo b in izrazimo a:
a =

1

n

[

S1 ±
√

(n− 1)(nS2 − S2
1 − nd)

]

.Sedaj lahko iz te ena£be dobimo xn:
xn = x− n

S1 ±
√

(n− 1)(nS2 − S2
1 − nd)

.

S1 in S2 lahko izra£unamo pri poljubnem x, koli£ine d pa ne moremo izra-£unati. �e £len nd zanemarimo, potem dobimo pribliºek za xn. Bliºje kot je
x ni£li xn, bolj²i je pribliºek, zato uporabljamo formulo iterativno in dobimoLaguerrovo metodo:

S1 =
p′(x

(r)
n )

p(x
(r)
n )

,

S2 =
p′2(x

(r)
n )− p(x

(r)
n )p′′(x

(r)
n )

p2(x
(r)
n )

,

x(r+1)
n = x(r)

n − n

S1 ±
√

(n− 1)(nS2 − S2
1)
,oziroma

x(r+1)
n = x(r)

n − np(x
(r)
n )

p′(x
(r)
n )±

√

(n− 1)((n− 1)p′2(x
(r)
n )− np(x

(r)
n )p′′(x

(r)
n ))

.Za numeri£no stabilnost si izberemo tisti predznak, ki da imenovalu ve£joabsolutno vrednost. Laguerrova metoda za poljuben realni za£etni pribliºekskonvergira k eni ni£li. V primeru enostavne ni£le ima ta metoda kubi£nokonvergeno. Dokaz tega dejstva najdemo v [2, str. 134℄.33



Primer 3.4.1. Vzemimo polinom pete stopnje
x5 − 4x4 + 6x3 − 3x2 + 2x+ 2 = 0, (3.11)ki ima eno realno ni£lo in dva para konjugirano kompleksnih ni£el. �e zare²evanje uporabimo tangentno metodo, dobimo z za£etnim pribliºkom x0 =

2 + i pribliºke zapisane v tabeli 3.3.Tabela 3.3: Tangentna metoda za ena£bo (3.11) z x0 = 2 + i.
korak k xk1 1.947535771065183 +1.020667726550079i2 1.947119286434461 +1.025717556555235i3 1.947153442999702 +1.025698136346046i4 1.947153443329095 +1.025698138695321i�e si za za£etni pribliºek izberemo x0 = i, potem dobimo pribliºek za kom-pleksno ni£lo 0.265518544073020 + 0.948845986366118i po ²estih korakih.Tabela 3.4: Tangentna metoda za ena£bo (3.11) z x0 = i.
korak k xk1 0.185520361990950 +0.895927601809955i2 0.276550432675542 +0.938377891370783i3 0.265165792243013 +0.948901772136241i4 0.265518444176035 +0.948845820071227i5 0.265518544073075 +0.948845986366133i6 0.265518544073020 +0.948845986366118iSedaj bomo ena£bo (3.11) re²evali z Laguerrovo metodo. �e vzamemo realniza£etni pribliºek x0 = −1, dobimo ni£lo izra£unano s strojno natan£nostjo v²tirih korakih, kar je prikazano v tabeli 3.5.
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Tabela 3.5: Laguerrova metoda za ena£bo (3.11) z x0 = −1.
korak k xk1 -0.3881610822360772 -0.4253706633888263 -0.4253439748042214 -0.425343974804230�e si izberemo kompleksni za£etni pribliºek x0 = 2 + i, dobimo najbliºjokompleksno ni£lo v treh korakih, kot vidimo v tabeli 3.6.Tabela 3.6: Laguerrova metoda za ena£bo (3.11) z x0 = 2 + i.

korak k xk1 1.947182605248842 +1.025699801588844i2 1.947153443329096 +1.025698138695325i3 1.947153443329095 +1.025698138695322iZa za£etni pribliºek x0 = i, pa dobimo v treh korakih pribliºek za kompleksnoni£lo 0.265518544073020 + 0.948845986366118i.Tabela 3.7: Laguerrova metoda za ena£bo (3.11) z x0 = i.
korak k xk1 0.268811977294902 +0.956500572950411i2 0.265518367611264 +0.948846175228808i3 0.265518544073020 +0.948845986366118iV tem primeru vidimo, da je konvergena Laguerrove metode hitrej²a odkonvergene tangentne metode.
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3.4.1 RedukijaKo smo ºe izra£unali pribliºek za eno ni£lo α polinoma
p(x) = a0x

n + a1x
n−1 + · · ·+ an, ai ∈ R, a0 6= 0,in ºelimo izra£unati ²e ostale ni£le, ne da bi z drugim pribliºkom zopet dobiliisto ni£lo, uporabimo redukijo. To je postopek izlo£evanja ºe izra£unanihkorenov. Opisali bomo ekspliitno redukijo, kjer polinom p(x) delimo z x−α(α je ºe izra£unani prvi pribliºek za realno ni£lo) in ostanek zanemarimo:

p(x) = (x− α)q(x) + A.Sedaj nadaljujeno z iskanjem ni£el polinoma q, ki je stopnje n − 1. �e je
α pribliºek za kompleksno ni£lo, potem p(x) delimo s polinomom d(x) =
(x− α)(x− ᾱ) = x2 + fx+ g in ostanek zanemarimo

p(x) = d(x)q(x) + Ax+B.Iskanje ostalih ni£el nadaljujemo na polinomu q stopnje n− 2.Direktna redukijaPri tej metodi delimo polinom po padajo£ih potenah spremenljivke x. Po-linom zapi²emo kot
p(x) = (x− α)(b0x

n−1 + · · ·+ bn−1) + bn, (3.12)kjer nam koe�iente b0, . . . , bn in ostanek da Hornerjev algoritem:
b0 = a0
r = 1, . . . , n− 1
br = αbr−1 + ar

bn = p(α)
q(x) = b0x

n−1 + · · ·+ bn−1.Naj bo β poljubna ni£la polinoma q(x) = b0x
n−1+· · ·+bn−1, potem iz ena£be(3.12) sledi, da je β eksaktna ni£la ena£be

p(x)− p(α) = 0,ki se od prvotne ena£be razlikuje le v prostem £lenu bn. �e je |α| majhno innatan£no izra£unano ²tevilo, potem je |f(α)| majhno ²tevilo in vse nadaljneni£le so to£ne ni£le malo spremenjene prvotne ena£be. V primeru, ko je α poabsolutni vrednosti veliko ²tevilo, pri£akujemo veliko vrednost |f(α)|, torejnadaljne ni£le niso nujno tako to£ne kot prej. To pomeni, da bo direktnaredukija stabilna, £e bomo ni£le izlo£ali po nara²£ajo£i absolutni vrednosti.36



Obratna redukijaTu delimo polinom po nara²£ajo£ih potenah spremenljivke x. Polinom za-pi²emo kot
p(x) = (x− α)(c0 + c1x+ · · ·+ cn−1x

n−1) + cnx
n, (3.13)kjer koe�iente ci dobimo po naslednjem algoritmu:

c0 = −an/α
r = 1, . . . , n− 1
cr = (cr−1 − an−r)/α

cn = a0 − cn−1.Iz ena£be (3.13) dobimo
cn =

p(α)

αn
.�e je β ni£la polinoma q(x) = cn−1x

n−1 + · · ·+ c0, potem iz (3.13) sledi, daje β eksaktna ni£la polinoma
p(x)− p(α)

αn
xn = 0.�e je |α| velik, bomo imeli majhne motnje polinoma, £e pa je |α| majhen,bodo motnje velike. Torej lahko sklepamo, da bo obratna redukija nume-ri£no stabilna, £e bomo ni£le izlo£ali po padajo£i absolutni vrednosti.Kombinirana redukijaPogosto ne vemo, za katero ni£lo po velikosti je α pribliºek, zato si pomagamos kombinirano redukijo. V tem primeru delimo polinom p(x) z (x − α) zobeh strani (3.12) in (3.13). Izberemo si polinom

q(x) = b0x
n−1 + · · ·+ bn−r−1x

r + cr−1x
r−1 + · · ·+ c0, 0 ≤ r ≤ n,in na podlagi algoritmov prej²njih dveh metod vidimo, da je

(x− α)q(x) = p(x)− Axr.�e v zgornjo ena£bo vstavimo x = α, dobimo konstanto A:
A =

p(α)

αr
.37



�e je β poljubna ni£la polinoma q(x), potem je tudi ni£la polinoma
p(x)− p(α)

αr
xr = 0.�e je motnja (p(α)/αr)xr majhna, potem je kombinirana redukija stabilna.Pri danem α indeks r izberemo tako, da je relativna motnja posameznegakoe�ienta prvotne ena£be najmanj²a. Veljati mora

|an−rα
r| = max

0≤k≤n
|an−kα

k|.�e je r = 0, izvedemo direktno redukijo, £e je r = n pa obratno redukijo.V primeru, ko je 0 < r < n izberemo kombinirano redukijo. S tem sizagotovimo, da bodo ni£le reduiranega polinoma najbolj²i pribliºki za ni£leprvotnega polinoma.3.5 Durand-Kernerjeva metodaDurand-Kernerjeva metoda je zelo uporabna metoda, saj z njo izra£unamovse ni£le polinoma hkrati. Naj bodo xi, i = 1, . . . , n, pribliºki za enostavneni£le polinoma p(x). I²£emo popravke △xi, i = 1, . . . , n, da bodo xi + △xi£im bliºje pravim ni£lam. �elimo imeti
n
∏

i=1

(x− (xi +△xi)) = p(x), (3.14)kjer bi £leni xi +△xi bili enaki ni£lam polinoma p(x). �e levo stran ena£be(3.14) uredimo po £lenih △xi, dobimo
n
∏

j=1

(x− xj)−
n

∑

j=1

△xj

n
∏

k=1
k 6=j

(x− xk) +

n
∑

j,k=1
j<k

△xj △ xk

n
∏

l=1
l 6=j,k

(x− xl)− · · · = p(x).Da dobimo iteraijsko funkijo, izpustimo vse £lene, ki imajo poteno △xvi²jo kot prvi £len, kjer se pojavi:
n
∏

j=1

(x− xj)−
n

∑

j=1

△xj

n
∏

k=1
k 6=j

(x− xk) = p(x).
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�e sedaj vstavimo x = xi, dobimo
−△ xi

n
∏

k=1
k 6=i

(xi − xk) = p(xi), i = 1, . . . , n.De�nirajmo polinom
q(x) :=

n
∏

k=1

(x− xk) (3.15)in dobimo ena£bo
△xi =

−p(xi)

q′(xi)
, i = 1, . . . , n.Kon£no lahko zapi²emo Durand-Kernerjevo metodo kot

x
(r+1)
i = x

(r)
i − p(x

(r)
i )

∏n
k=1
k 6=i

(

x
(r)
i − x

(r)
k

) , i = 1, . . . , n. (3.16)Za iteraijsko funkijo iz ena£be (3.16) velja, da so vsi prvi odvodi enaki 0,medtem ko drugi odvodi niso vsi ni£elni, zato je konvergena v bliºini ni£lekvadrati£na (glej [1, str. 343℄). Metoda konvergira skoraj za vsak za£etnivektor x(0) = [x
(0)
1 · · ·x(0)

n ]T ∈ Cn, pri katerem morajo biti vse komponenteparoma razli£ne, saj bi sier pri naslednjem pribliºku dobili v imenovaluni£lo. Tako lahko za za£etni vektor vzamemo kar n naklju£nih kompleksnih²tevil (glej [5, str. 61℄).Konvergeno lahko izbolj²amo do superkvadrati£ne, £e pri ra£unanju upora-bimo nove izra£unane vrednosti (glej [5, str. 61℄). Dobimo algoritem, prikaterem iteriramo le pribliºke zi, ki ²e niso skonvergirali:
x
(r+1)
i = x

(r)
i − p(x

(r)
i )

∏i−1
k=1

(

x
(r)
i − x

(r+1)
k

)

∏n

k=i+1

(

x
(r)
i − x

(r)
k

) , i = 1, . . . , n.Primer 3.5.1. Vzemimo polinom
x5 − 4x4 + 6x3 − 3x2 + 2x+ 2 = 0,iz primera 3.4.1. Za za£etni vektor si izberimo x(0) = [−0.5, 0, 1, i, 2 + i] in zuporabo metode (3.16) dobimo v 7-ih korakih izra£unane vse ni£le polinoma.39



Dobimo naslednje konvergentno zaporedje vektorjev
x(1) =













−0.47126 + 0.34483i
−1.36180 + 0.70112i
1.46652 + 0.26637i
0.23366− 1.12027i
1.94738− 0.98457i













x(2) =













−0.88411 + 0.34481i
1.89181 + 2.26815i
1.12889 + 0.58862i
0.24124− 1.02471i
1.95371− 1.01362i











...
x(5) =













−0.41651− 0.00260i
1.94874 + 1.01730i
0.26556 + 0.94911i
0.26548− 0.94890i
1.94716− 1.02570i













x(6) =













−0.42536− 0.00003i
1.94715 + 1.02570i
0.26552 + 0.94885i
0.26552− 0.94885i
1.94715− 1.02570i













x(7) =













−0.42534 + 0.00000i
1.94715 + 1.02570i
0.26552 + 0.94885i
0.26552− 0.94885i
1.94715− 1.02570i













.Ko metoda eno ni£lo izra£una dovolj natan£no, je ne spreminja ve£. Za prvoni£lo je metoda potrebovala 7 iteraij, za ostale pa 6.3.6 Aberth-Ehrlihova metodaAberth-Ehrlihova metoda je sorodna Durand-Kernerjevi metodi, saj tudi tura£unamo vse ni£le hkrati, le da pri Aberth-Ehrlihovi metodi, poleg vredno-sti polinoma, potrebujemo tudi vrednosti odvodov. Glede na ena£bo (3.16)de�nirajmo
Ri(x) :=

−p(x)
∏n

k=1
k 6=j

(x− xk)
, i = 1, . . . , n.40



Sedaj uporabimo tangentno metodo na raionalni funkiji Ri(x) v to£ki xiin dobimo
△xi =

−Ri(xi)

R′
i(xi)

, i = 1, . . . , n.Na ta na£in dobimo Aberth-Ehrlihovo metodo:
△xi =

p(xi)

p(xi)
∑n

k=1
k 6=i

1

xi − xk

− p′(xi)
i = 1, . . . , n, (3.17)kjer je △xi = x

(r+1)
i − x

(r)
i . �e uporabimo polinom q(x) iz (3.15), potemlahko vsoto v ena£bi (3.17) zapi²emo kot q′′(xi)/2q

′(xi) in dobimo
△xi =

2p(xi)q
′(xi)

p(xi)q′′(xi)− 2p′(xi)q′(xi)
.Prednost te metode v primerjavi z Durand-Kernerjevo je, da ima v bliºinienostavnih ni£el kubi£no konvergeno (glej [1, str. 343℄), saj so vsi prvi indrugi odvodi enaki 0, tretji pa ne.Primer 3.6.1. Zopet si poglejmo polinom (3.11). �e si za za£etni vektorizberemo x(0) = [−0.5, 0, 1, i, 2+ i], potem z uporabo metode (3.17) dobimo vtreh korakih izra£unane vse ni£le polinoma. Dobimo naslednje konvergentnozaporedje vektorjev

x(1) =













−0.41514 + 0.00680i
0.00609 + 0.86161i
2.00075 + 0.93963i
0.26246− 0.95277i
1.94712− 1.02567i













x(2) =













−0.42531− 0.00002i
0.26377 + 0.94965i
1.94714 + 1.02569i
0.26552− 0.94885i
1.94715− 1.02570i













x(3) =













−0.42534 + 0.00000i
0.26552 + 0.94885i
1.94715 + 1.02570i
0.26552− 0.94885i
1.94715− 1.02570i













.Za prvi dve ni£li je metoda potrebovala 3 iteraije, za ostale tri ni£le pa 2.Vidimo, da Aberth-Ehrlihova metoda na tem primeru res hitreje konvergiraod Durand-Kernerjeve v primeru 3.5.1.41



Poglavje 4Zaklju£ekSkozi zaklju£no projektno nalogo smo spoznali numeri£ne metode, namenjenere²evanju poljubnih nelinearnih ena£b in polinomov. Vsem metodam je do-dan primer, ki bralu omogo£a laºje razumevanje snovi. Ve£ino primerov semre²evala s programom Otave in re²itve primerjala z navedenimi trditvami vdolo£enem poglavju.Od metod omenjenih v drugem poglavju najpo£asneje konvergira bisek-ija, nekoliko hitreje metoda regula falsi, ²e hitreje sekantna metoda, sleditaji Mullerjeva metoda in inverzna interpolaija, najhitrej²a pa je tangentnametoda. Pri metodi navadne iteraije je konvergena pribliºkov odvisna odvelikosti absolutne vrednosti odvoda iteraijske funkije. Tangentna, sekan-tna in Mullerjeva metoda so primerne tudi za ra£unanje kompleksnih ni£el.V tretjem poglavju smo spoznali metode prirejene za re²evanje polinom-skih ena£b. Med njimi so najpomembnej²e Laguerrova, Durand-Kernerjeva inAberth-Ehrlihova metoda. Zadnji dve hkrati ra£unata vse ni£le polinoma.Na primeru smo videli, da Aberth-Ehrlihova metoda, ki poleg vrednostipolinoma uporablja tudi vrednosti odvodov, konvergira hitreje kot Durand-Kernerjeva.Numeri£ne metode se zaradi tehnologije tudi same stalno razvijajo. Kljubtemu se ²e vedno uporabljajo metode, ki jih poznamo ºe ve£ stoletij, le da sonekatere med njimi nekoliko prirejene. Z razvojem ra£unalnikov pa so prepo-rod doºiveli elo nekateri algoritmi, ki so veljali za potratne in neuporabne.S pove£evanjem ra£unske mo£i je moºno re²evati vedno ve£je probleme. Kerse hiter razvoj ra£unalni²tva ²e vedno nadaljuje, lahko pri£akujemo, da sebodo v prihodnje vedno bolj razvijale tudi numeri£ne metode.
42
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