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Povzetek

Ko matemati¢nega problema ne znamo reSiti analiticno, ga reSujemo z nu-
meri¢nimi metodami. Te so predstavljene z algoritmi, kateri so za uporabo v
projektni nalogi sprogramirani v programu Octave. Eden izmed problemov,
ki ga obicajno resujemo numeri¢no, je reSevanje nelinearnih enacb. Poznamo
metode za resevanje poljubnih nelinearnih enac¢b in pa prirejene metode za
reSevanje polinomskih enac¢b. Za polinome pete ali viSje stopnje namrec v
splosnem ne obstaja eksaktna formula, s katero bi iz koeficientov polinoma
izracunali njegove nicle, zato nicle izracunamo numeric¢no. Zavedati pa se
moramo, da so reSitve pri numeri¢nem resevanju problemov le priblizki za
tocne rezultate. S primerjanjem hitrosti konvergence numeri¢nih metod smo
prisli do ugotovitev, da je za reSevanje nelinearnih enacb v vecini primerov
najhitrejSa tangentna metoda. Za reSevanje polinomskih enacb pa je v pri-
meru, ko potrebujemo samo eno nic¢lo naenkrat, najprimernejsa Laguerrova
metoda, ¢e Zelimo vse nicle izrac¢unati hkrati pa Aberth-Ehrlichova metoda.

Abstract

When mathematical problem cannot be solved analytically, we have to use
numerical methods. These are presented with algorithms, which are program-
med in Octave for the use in this thesis. One of the problems, which usually
has to be solved using numerical methods, is how to find zeros of non-linear
functions. There exist several methods for solving general non-linear equati-
ons and modified methods for solving polynomial equations. For polynomials
of fifth or higher degree, there does not exist an exact formula for finding roots
from the coefficients of the polynomial, therefore we have to calculate roots
numerically. We must be aware, that the solutions obtained with numerical
methods are only approximations to precise results. By comparing the speed
of convergence of numerical methods we came to the conclusion, that for
solving non-linear equations, in most cases, the fastest is Newton’s method.
When solving polynomial equations, where only one solution is needed, we
prefer to use Laguerre’s method, but when all roots are needed at the same
time then the best choice is perhaps the Aberth-Ehrlich method.
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Poglavje 1
Uvod

Ko resujemo probleme iz znanosti, imamo pogosto opravka z zapletenimi
izrazi, katere tezko natantno izratunamo. Ce imamo moZnost racunanja z
ulomki, potem nimamo tezav z zaokrozitvenimi napakami, toda velikokrat
moramo rac¢unati z decimalnimi priblizki, kjer pa so zaokrozitvene napake
neizogibne. V teh primerih uporabljamo numeri¢ne metode, s katerimi lahko
reSujemo mnogo tezje probleme, kot bi jih z analiticnimi metodami. Moramo
pa se zavedati, da v tem primeru zaradi napak, ki so vedno prisotne pri nume-
ricnem racunanju, dobimo le priblizno resitev problema. Zato je pomembno,
da znamo realisti¢no oceniti napako priblizka. Numeri¢ne metode predsta-
vljamo z algoritmi. To so nedvoumni zapisi postopkov, ki nas pripeljejo do
reSitve problema. Ko imamo dan problem, se moramo najprej odlociti za
primerno numeri¢no metodo, pri kateri moramo oceniti velikost morebitnih
napak, dolociti stevilo iteracij, velikost koraka, sproti preverjati natancnost
vmesnih rezultatov in intervenirati v primeru, ko so napake prevelike ali ite-
racije ne konvergirajo. Nato moramo izbrani algoritem sprogramirati, tako
da ga razume racunalnik. V zaklju¢ni nalogi so algoritmi sprogramirani v
programu Octave, s pomocjo katerega so reSeni primeri v naslednjih poglav-
jih.

V matematiki uporabljamo numeri¢ne metode, ko do resSitve ne moremo
priti analiticno. Eden izmed znanih primerov je iskanje nicel polinoma pete
stopnje. Abel-Ruffinijev izrek pravi, da za polinomske enacbe pete ali visje
stopnje ne obstaja konc¢no stevilo operacij sestevanja, odstevanja, mnozenja,
deljenja in korenjenja, s katerimi bi iz koeficientov polinoma izracunali nicle.
Dokaz tega izreka si lahko ogledate v [7]. Re8itvi poljubne kvadratne enacbe
ax® + bx + ¢ = 0 lahko izrazimo s pomocjo analiti¢ne formule:

b= Vb? — 4dac
N 2a ’

X



Podobne formule poznamo tudi za enacbe tretje in Cetrte stopnje, kjer se
pojavljajo kubi¢ni in ¢etrti koreni (glej [7]). Abel-Ruffinijev izrek pa nam
pove, da obstajajo polinomske enac¢be pete stopnje az® + bx* + ca® + dz? +
ex + f = 0, pri katerih nimamo druge moznosti, kot da nicle izra¢cunamo
numeri¢no. Tak primer je enacba 2> — x + 1 = 0. Podobno brez numerike
tezko resimo vecino transcendentnih enacb, kot na primer x+1Inx = 0, ki smo
jo uporabili v primerih drugega poglavja, in tudi vec¢ino nelinearnih enacb in
sistemov, ki jih sreCamo pri Stevilnih prakti¢nih problemih.

Zaklju¢na projektna naloga je razdeljena na dve glavni poglavji. Prvo
opisuje numeri¢no reSevanje poljubnih nelinearnih enacb in obsega pregled
standardnih metod, kot so bisekcija, regula falsi, navadna iteracija, tangen-
tna metoda, sekantna metoda, Mullerjeva metoda, inverzna interpolacija,
kombinirane metode in metoda (f, f, f). Drugo pa govori o metodah, ki
so posebej prirejene za polinomske enacbe. Na zacetku je navedenih nekaj
izrekov, nato pa so opisane Bernoullijeva metoda, Graeffejeva metoda, Lagu-
errova metoda z redukcijo, Durand-Kernerjeva metoda in Aberth-Ehrlichova
metoda. Kot glavna literatura je bila uporabljena knjiga [2], iz katere so tudi
vzeti in prirejeni nekateri primeri.



Poglavje 2

Numeric¢no resevanje poljubnih
nelinearnih enacb

Pri numeri¢nem reSevanju nelinearnih enacb iS¢emo resitve enacbe

f) =0, (2.1)

kjer je f realna oziroma kompleksna zvezna funkcija (glej |5]). Enacba (2.1)
ima eksaktno resitev le v zelo posebnih primerih, zato pri resevanju navadno
uporabimo numeri¢ne metode, s katerimi dobimo zadovoljiv priblizek to¢ne
reSitve enacbe. Recimo, da je a enostavna nicla funkcije f, ki je v tocki
o zvezno odvedljiva, in je odvod inverzne funkcije enak 1/f'(«). Ce imamo
priblizek & za « in hkrati velja | f(&)| < €, potem ocenimo |&—a| < €/|f'()|.
Natan¢no izracunane priblizke za ni¢lo torej dobimo, ko tangenta funkcije f
v tocki a ni preve¢ polozna. Ce je tangenta zelo polozna, potem bomo v
tem primeru tezko izrac¢unali natancen priblizek za nic¢lo (glej [5]). Taki nicli
re¢emo zelo obéutljiva nicla. Ce imamo vetkratno niclo, potem je f'(a) = 0 in
recemo, da je nicla neskon¢no obcutljiva. Veckratnih nicel torej ne moremo
izracunati z isto natancnostjo kot enostavne nicle, ne glede na to, katero
numeri¢no metodo uporabimo. Enacba (2.1) ima lahko ve¢ resitev, vendar
pa nam vecina numeri¢nih metod izracuna le eno od njih. Lahko se tudi
zgodi, da enacba (2.1) nima nobene resitve.

2.1 Bisekcija

Bisekcija je najbolj enostavna in zanesljiva metoda za reSevanje enacbe (2.1).
Recimo, da poznamo tak interval [a,b], da za zvezno funkcijo f : R — R
velja f(a) - f(b) < 0. Zaradi zveznosti ima funkcija f na intervalu (a, b) vsaj
eno niclo (glej 6]).



Ce vzamemo ¢ = (a + b)/2, potem imamo za f(c) tri moznosti:
1.) f(¢) =0, kar pomeni, da je ¢ Ze resitev,
2.) f(a)- f(c) <0, kar pomeni, da za novi interval vzamemo [a, c|,
3.) f(a)- f(c) > 0, kar pomeni, da za novi interval vzamemo |c, b].

Na ta nacin v vsakem koraku nadaljujemo z razpolovljenim intervalom, ki
vsebuje vsaj eno niclo. Postopek koncamo, ko je interval dovolj majhen in
tocko s sredine intervala vrnemo kot priblizek za niclo funkcije f. Bisekcija
ima dokaj pocasno konvergenco (glej [5]).

Algoritem 2.1.1 (Bisekcija). Podani imamo toc¢ki a in b, v katerih je f
razli¢no predznacena in toleranco e.

while |b—a| > €
c=a+(b—a)/2
if sign(f(a)) = sign(f(c))
1 a=c f(a)=f(c)
b=c; f(b) = f(c)
end
end

Tocko ¢ ra¢unamo po formuli ¢ = a+ (b—a)/2, ker ima ta izraz pri numeric-
nem ra¢unanju nekaj prednosti pred izrazom ¢ = (a+0b)/2 (glej |5, str. 36]).
Metoda odpove, ¢e imamo na iskanem intervalu samo sode nicle, ker ima v
tem primeru funkcija na obeh straneh nicle enak predznak. Ravno tako z
bisekcijo ne moremo iskati ni¢el kompleksnih funkcij. Ce ima funkcija f na
intervalu (a,b) ve¢ kot eno ni¢lo, potem bo bisekcija nasla samo eno izmed
njih.
Primer 2.1.2. Z bisekcijo pois¢imo nicle funkcije

f(x)=z+1Inzx. (2.2)

Ta funkcija je definirana za vsak pozitiven x in ima natanko eno pozitivno
nic¢lo. To vemo, ker je odvod

, B 1
f(x)_1+;7

kar implicira, da je funkcija (2.2) monotono naras¢ajoca za = > 0. Ker je
f(1) = 1 ima edino ni¢lo na intervalu (0,1) (glej sliko 2.1). Ker imamo pri
x = 0 vrednost —oo, moramo za levo krajisce vzeti pozitivno Stevilo.



Slika 2.1: Graf funkcije (2.2).

Ce vzamemo interval [0.1, 1], potem s toleranco € = %10_6 po 21-tih korakih
bisekcije dobimo priblizek & za niclo na 6 decimalk natancno:

a = 0.567143.
S strojno natan¢nostjo izra¢unana nicla pa je
a = 0.567143290409784,

ki jo dobimo po 50-ih korakih, kar je prikazano v tabeli 2.1.

Tabela 2.1: Metoda bisekcije za iskanje nicle funkcije (2.2).

~

korak «

1 0.550000000000000
0.775000000000000
0.662500000000000
0.606250000000000
0.578125000000000
0.564062500000000

O O s W N

48 0.567143290409787
49 0.567143290409785
50 0.567143290409784




2.2 Regula falsi

Metoda regula falsi je zelo stara metoda in je podobna metodi bisekcije, le da
zaCetnega intervala ne razpolavljamo, ampak ga zozujemo. Vzemimo interval
[a, b], tako da je f(a)- f(b) < 0. Sedaj potegnemo daljico skozi tocki (a, f(a))
in (b, f(b)), ki seka z-0s. Enacba te daljice je

_ f(b) — f(a)
y f(a’) - b —a ( a’)'
Tocko c si izberimo na presecis¢u daljice z abscisno osjo:
b—a
c=a— fla)————. 2.3
M5 1@ 29

Ce je f(c) = 0, je ¢ nicla in postopek lahko zakljuc¢imo. Ce je f(a)- f(c) > 0,
potem za krajisfe a vzamemo c in postopek nadaljujemo na intervalu [c, b],
¢e pa je f(a)- f(c) < 0, potem za novi interval vzamemo [a, c|. Postopek
ponavljamo, dokler interval ni dovolj majhen. Kon¢ni rezultat je sredina za-
dnjega intervala.

.....

zevali nicli funkcije. Vendar se v praksi to navadno ne zgodi, saj se obic¢ajno
spreminja le eno krajisce intervala, drugo pa ostaja nespremenjeno (glej [4]).
Vseeno pa je metoda uporabna, saj priblizki, ki jih dobimo z metodo regula
falsi, ve¢inoma konvergirajo proti nic¢li funkcije f hitreje kot priblizki, ki jih
dobimo z bisekcijo. Geometrijski pomen te metode je prikazan na sliki 2.2.

f(b)

Slika 2.2: Metoda regula falsi.
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Algoritem 2.2.1 (Regula falsi). Podani imamo tocki a in b, v katerih je f
razli¢no predznacena, in toleranco e.

while |b—a| > €
¢c=a—f(a)x(b—a)/(f(b) - f(a))
if sign(f(a)) = sign(f(c))
a=c¢ fla)= f(c)

else

b=c f(b)=[f(c)
end
end

Primer 2.2.2. Z metodo regula falsi pois¢imo ni¢le funkcije (2.2) iz primera
2.1.2. Ko ra¢unamo s toleranco ¢ = %10_6, dobimo niclo

a = 0.567143,

ki je na 6 decimalk natancna, po 17-ih korakih. S strojno natanc¢nostjo

izra¢unano niclo
& = 0.567143290409784

pa smo dobili po 39-ih korakih.
V primerjavi z bisekcijo (primer 2.1.2) torej lahko vidimo, da priblizki, ki

smo jih dobili z metodo regula falsi, v tem primeru hitreje konvergirajo k
ni¢li funkcije (2.2).

2.3 Navadna iteracija

Pri metodi navadne iteracije nelinearni enac¢bi f(x) = 0 pois¢emo ekvivalen-
tno enacbo, tako da je

f(z) =0« g(z) =z, (2.4)

kjer je g iteracijska funkcija. To pomeni, da morata obe enacbi imeti iste
reSitve, skupaj z veckratnostjo resitev. Za funkcijo g torej velja, da ima
negibne tocke v nic¢lah funkcije f. Navedimo nekaj primerov, kako lahko
zadostimo pogoju (2.4):

g(x) = x— f(z),
g(x) = z—=Cf(z), C#0,
g(x) = x—h(x)f(z), hlr)#0.

11



Priblizke racunamo tako, da si izberemo zacetni priblizek x( in izvajamo
iteracijo
Top1 =9g(z,), r=0,1,..

Iteracijo izvajamo dokler Se velja |x,,; — .| > €. Da bodo priblizki res
konvergirali proti reSitvi, moramo paziti pri izbiri iteracijske funkcije in za-
¢etnega priblizka. Tudi ¢e izberemo zacetni priblizek poljubno blizu negibne
tocke, to Se ne zagotavlja, da bo zaporedje res konvergiralo proti tej tocki.
Nase zaporedje zagotovo konvergira k negibni tocki, ¢e na nekem intervalu
[a, b], ki vsebuje negibno tocko, za vsak = € [a,b] velja |¢'(z)] < 1 (glej [5]).
O hitrosti konvergence v blizini negibne totke a odlo¢a stevilo |¢/(a)|. Ce je
|¢'(a)] < 1, potem je o privla¢na tocka in imamo zagotovljeno konvergenco v
neki okolici okrog «, ¢e pa je |¢'(a))| > 1, potem je o odbojna tocka (glej [5]).
Zelo pomembno je vedeti, kako hitro neka numeri¢na metoda konvergira proti
negibni tocki, saj zelimo s ¢im manj racunanja priti do ¢im boljSega priblizka.

Definicija 2.3.1. Denimo, da zaporedje (z,),eny konvergira proti negibni
tocki a. Potem pravimo, da je red konvergence enak p, ¢e obstajata taki
konstanti C,Cy > 0, da za dovolj pozne ¢lene z, velja

Cilx, — al? <|zpp1 — al < Colz, — afP. (2.5)

Red konvergence p pomeni, da spada napaka priblizka z,,; v velikostni
razred |z, — «|P. V primeru navadne iteracije, lahko z odvajanjem ugotovimo
red konvergence.

Lema 2.3.2. Naj bo iteracijska funkcija g v okolici reSitve a enacbe x = g(x)
p-krat zvezno odvedljiva in naj velja |¢'(a)| < 1, g®(a) =0 zak =1,...,p—1
ter gP(a) # 0. Potem ima metoda navadne iteracije v, = g(x,),r =
0,1,..., v blizini resitve a red konvergence p.

Dokaz. Za dokaz leme uporabimo razvoj funkcije g v Taylorjevo vrsto okrog
« in dobimo

kjer je £ tocka med x, in a. Ce ocenimo absolutno vrednost p-tega odvoda
funkcije g v okolici tocke o navzdol in navzgor, dobimo konstanti C in Cy
iz (2.5). O

Za nekatere konvergence imamo posebna imena. Ti primeri so:

e p = 1, ki ji pravimo linearna konvergenca, kjer na vsakem koraku do-
bimo konstantno Stevilo novih to¢nih decimalk,

12



e p = 2, ki ji pravimo kvadrati¢na konvergenca, kjer na vsakem koraku
dobimo podvojeno Stevilo novih to¢nih decimalk,

e p = 3, ki ji pravimo kubi¢na konvergenca, kjer se na vsakem koraku
Stevilo novih to¢nih decimalk potroji,

e 1 < p < 2 ki ji pravimo superlinearna konvergenca in je hitrejSa od
linearne ter pocasnejsa od kvadraticne.

Na sliki 2.3 lahko vidimo geometrijski pomen navadne iteracije.

a(xi) -

g(Xo)e=——————

Slika 2.3: Geometrijski pomen navadne iteracije.

Primer 2.3.3. Izracunajmo resitev enacbe
r=—Inzx,

ki smo jo obravnavali Ze v primeru 2.1.2. Vemo, da ima eno samo niclo, ki je
blizu 0.5. Ker za iteracijsko funkcijo g(z) = —Inx velja |¢'(z)| = |—1/z| > 1
za vsak x € (0,1), zaporedje x,,1 = —Inz,., r = 0,1,..., za vsak xg # «
divergira. Zato moramo enacbo zapisati v drugi obliki.

(i) Ekvivalenta oblika enacbe je

r =c€

e~* in njen odvod je ¢'(x) = —e™*,

Njena iteracijska funkcija je g(x) = {
za katerega velja, da je |¢'(z)| < 1 za vsak pozitiven z. Ce vzamemo
2o = 0.5 in natantnost e = $1075, dobimo po 24-ih korakih ni¢lo na 6

decimalk natancno.

13



Ker je to dokaj pocasna konvergenca, nas zanima, ¢e lahko enacbo Se spre-
menimo, da bo zaporedje priblizkov hitreje konvergiralo.

(ii) Enacbi iz primera (i) na obeh straneh pristejemo az in delimo z 1 + a,
da dobimo enacbo

—T

_ar+e

- 1+4a
Odvod njene iteracijske funkcije v tocki a je
a—a
S l4a

g (@)

Ce vstavimo a = = (glej [2, str. 68]), dobimo enacbo

2+ e®
r=—-",
1+
katere iteracijska funkcija je
2 4+e®
9@ =
Njen odvod je
r+2)(x—e "
oy~ @+ —e)

(1+2)?

in |¢'(a)| = 0, kar je najmanj, kar lahko dobimo. Torej je v tem primeru
konvergenca hitrejsa, kot v primeru (i). Za zy = 0.5 dobimo Ze v §tirih
korakih ni¢lo strojne natancnosti, kar je vidno v tabeli 2.2.

Tabela 2.2: Navadna iteracija za enacbo f(z) =z + Inx.

korak k Tk

1 0.571020439808422
2 0.567155568744114
3 0.567143290533261
4 0.567143290409784

Iz tega primera lahko sklepamo, da ima absolutna vrednost odvoda iteracij-
ske funkcije velik vpliv na hitrost konvergence zaporedja priblizkov, in sicer
manjsa kot je, hitrejsa je konvergenca.
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2.4 Tangentna metoda

Tangentna metoda, ki ji pravimo tudi Newtonova metoda, je poseben primer
navadne iteracije in zato potrebuje samo en zacetni priblizek. Je mnogo
hitrejsa od bisekcije, vendar ne vodi vedno do resitve. Pri tej metodi funkcijo
f aproksimiramo s tangento v tocki (x,, f(x,)). Priblizek za nic¢lo funkcije f

vy v

je presecisce te tangente z x-0sjo.

Enacba tangente skozi tocko (x., f(z,)) je y = f(x,) + f'(x.)(x — ). 1z
tega sledi, da je presecisce tangente z z-osjo v toc¢ki x, — f(x,.)/f'(z,), ki jo
vzamemo kot nasledji priblizek x,,;. Postopek ponavljamo za r = 0,1, ... in

dobimo iteracijo
f(zy)

Lprl = Ty — .
f(x,)
Pri tangentni metodi moramo na vsakem koraku iteracije izracunati eno vre-

dnost funkcije in eno vrednost odvoda funkcije, torej je metoda tipa (f, f’).
Geometrijski pomen tangentne metode je predstavljen na sliki 2.4.

Slika 2.4: Geometrijski pomen tangentne metode.

Kot Ze receno, je tangentna metoda pravzaprav posebna oblika navadne ite-
racije, kjer za iteracijsko funkcijo vzamemo

@
A= ey

Ko to funkcijo odvajamo, dobimo

0 [
7=

15



Ce je o enostavna nicla, potem je

7(0) =0, '(a) = £

f'la)
Ce je f"(a) # 0, potem je konvergenca tangentne metode kvadrati¢na, sicer
je vigjega reda. Ce je a m-kratna nicla, potem se lahko prepricamo, da je

1
/ T / 1 _ =
g(a) = lim g'(a) =1 - =,

iz Cesar sledi, da je ¢'(a) # 0 za m > 1 in je konvergenca linearna (glej [2]).
Lahko se nam tudi zgodi, da iteracija ne konvergira, v primeru, ko zacetni
priblizek ni dovolj blizu nicle ali, ko se zgodi zaciklanje priblizkov, kar lahko
vidimo na sliki 2.5.

Slika 2.5: Divergenca tangentne metode, ko zacetni priblizek ni dovolj blizu
ni¢le (levo) in zaciklanje tangentne metode (desno).

Primer 2.4.1. Izra¢unajmo niclo funkcije (2.2) s tangentno metodo. Ce si
za zacetni priblizek izberemo zy = 0.5, dobimo reSitev ze v 4-ih korakih, kar
je predstavljeno v tabeli 2.3.

Tabela 2.3: Zaporedje priblizkov za ena¢bo z+1Inx = 0, dobljeno s tangentno
metodo.

korak k Ty

1 0.564382393519982
0.567138987715060
0.567143290399369
0.567143290409784

= LN
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2.5 Tangentna metoda za kompleksne nicle

Tangentno metodo lahko uporabljamo tudi za racunanje kompleksnih nicel
funkcij. Ce je funkcija f realna, potem moramo zaceti s kompleksnim pri-
blizkom, saj drugace ostanemo na realni osi. Naj bo f analiticna funkcija
z zaCetnim priblizkom 2y in naj velja f'(zp) # 0. Oznacimo z w(z) = |f(2)|
ploskev nad kompleksno ravnino. Potem je kompleksno Stevilo

f(20)
f'(20)

ki ga dobimo z enim korakom tangentne metode, presecis¢e dveh premic v
kompleksni ravnini. Prva je presecisce tangentne ravnine na ploskev w =
|w(z)| v tocki (zp,w(z0)) z ravnino w = 0, druga pa je projekcija gradienta
na ploskev w = |w(z)| v tocki (zp,w(zp)) na ravnino w = 0. To pomeni, da
potujemo iz tocke (zo, w(zp)), ki je na ploskvi w, po tangentni ravnini v smeri
najhitrejSega padanja funkcije do ravnine w = 0, kjer je naslednji priblizek
za nic¢lo funkcije f po tangentni metodi. Podroben dokaz te zveze najdemo
v [2].

21 = 20 —

2.6 Sekantna metoda

Ce smo pri tangentni metodi funkcijo v blizini ni¢le aproksimirali s tangento,
jo pri sekantni metodi aproksimiramo s sekanto skozi tocki (z,_1, f(z,_1)) in
(., f(x,)), kot lahko vidimo na sliki 2.6.

Slika 2.6: Geometrijski pomen sekantne metode.
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V prvem koraku si izberemo dva zacetna priblizka z( in x, v katerih je funk-
cija lahko enako predznacena. Za izrac¢un naslednjih priblizkov uporabimo
iteracijsko formulo:

f(ay) (2, — 2021)
flzy) = fzr—1)’

Sekantna metoda ni navadna iteracija, saj je naslednji priblizek odvisen od
zadnjih dveh priblizkov in ne le od zadnjega. Sekantna metoda je po ob-
nasanju zelo podobna tangentni metodi, saj tudi tu velja, da bomo imeli
konvergenco, ¢e bomo imeli dva dovolj dobro izbrana priblizka. Konver-
genca je pri tej metodi superlinearna (natancneje: red metode je 1,62 (glej
|4, str. 49])), kar pomeni, da je malce pocasnejsa kot pri tangentni metodi.
Vendar, ker pri sekantni metodi ne potrebujemo racunati odvoda, je v prime-
rih, ko je odvod zelo zapleten oziroma ga sploh ne moremo izracunati, lahko
dober nadomestek za tangentno metodo.

Tpil = Tp — r=12,..

Primer 2.6.1. Izracunajmo niclo funkcije (2.2) e s sekantno metodo. Ce za
zacetna priblizka vzamemo xy = 0.5 in z; = 0.6, potem za niclo izracunano
s strojno natanc¢nostjo potrebujemo 5 korakov, kar vidimo v tabeli 2.4.

Tabela 2.4: Zaporedje priblizkov za enac¢bo x +Inz = 0, dobljeno s sekantno
metodo.

korak k Tht1

1 0.568413897526397
0.567120282313471
0.567143306843229
0.567143290409997
0.567143290409784

U = W N

Konvergenca je hitra, ker imamo dobra zacetna priblizka, vendar lahko vi-
dimo, da priblizki dobljeni s tangentno metodo v primeru 2.4.1 hitreje kon-
vergirajo proti ni¢li funkcije (2.2).

2.7 Mullerjeva metoda

Mullerjeva metoda je posplositev sekantne metode. Pri tej metodi funkcijo
aproksimiramo s parabolo, ki gre skozi tri tocke (z,, f(z,)), (z,-1, f(2,—1)),
(xy—2, f(zy—2)). Za naslednji priblizek x,,; vzamemo niclo te parabole, ki je
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najblizje zadnjemu priblizku z,. Mullerjeva metoda je primerna za racunanje
kompleksnih nicel, saj v primeru parabole s kompleksnimi ni¢lami, metoda
sama iz zacetnih realnih priblizkov preide v kompleksne priblizke in skonver-
gira do kompleksne nicle.

Recimo, da interpolacijski polinom skozi zadnje tri tocke zapiSemo kot
p(z) = a(r —z,)* + b(x — 1) +c,
potem lahko za njegove koeficiente izpeljemo naslednje formule (glej [5])

(Tr—1 — 2)(f(2r—2) = f(2,)) = (Xr—2 — ) (f(¥,1) — f(2)))
(xr 2 Ir)(xr 1 — IT’)(£T’—2 - xr—l)
b o— (2r—o — xr)2( f(wro1) = f(2)) = (2,21 — xr)z(f(xr—2> — f(x,))

(xr—2 xr)(xr xr)(xr—2 - xr—l)

Y

Y

c = f(x)

in dobimo

2c
b4 b2 — dac

Ce v enachi (2.6) pred korenom izberemo tako, da bo imenovalec po absolutni
vrednosti ¢im vecji, potem dobimo resitev blizjo x,. Red konvergence Muller-
jeve metode je 1.84, kar pomeni, da gre znova za superlinearno konvergenco

(glej [5])-

Primer 2.7.1. ReSimo enacbo x + Inx = 0. Izbrati moramo tri zacetne
priblizke, ki naj bodo g = 0.4, 1 = 0.5, x5 = 0.6. Rezultati so navedeni v
tabeli 2.5:

(2.6)

Lpg1 = Ty —

Tabela 2.5: Zaporedje priblizkov za enacbo x+In x = 0, dobljeno z Mullerjevo
metodo.

korak k Thao

1 0.566810786015138
2 0.567142780548834
3 0.567143290406252
4 0.567143290409784
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2.8 Inverzna interpolacija

Inverzna interpolacija deluje tako, da funkcijo f aproksimiramo s parabolo
p, za katero Velja p(f(xr)) = T, p(f(zr—l)) = Zp—1 In p(.f(xr—2)) = Tr—2-
Za naslednji priblizek vzamemo x,.; = p(0). Red konvergence za to metodo
je enak kot pri Mullerjevi metodi, in sicer 1,84 (glej [5]). Od Mullerjeve
metode se razlikuje po tem, da imamo pri inverzni interpolaciji vedno samo
eno preseCis¢e z x-osjo, ki ga vzamemo za naslednjo tocko. Razliko med
metodama vidimo na sliki 2.7.

Mullerjeva
metoda

Inverzna
kvadratna
interpolacija

Slika 2.7: Razlika med inverzno interpolacijo in Mullerjevo metodo.

V primeru realne funkcije nam inverzna kvadratna interpolacija iz realnih za-
¢etnih priblizkov vedno da realen priblizek in zato ni primerna za ra¢unanje
kompleksnih nicel, tako kot je za to primerna Mullerjeva metoda. VeCinoma
se uporablja samo kvadratna interpolacija, saj pri uporabi ve¢ kot treh za-
dnjih tock ne pridobimo skoraj ni¢ pri redu konvergence. Ce vzamemo samo
zadnji dve tocki, potem dobimo sekantno metodo.

Primer 2.8.1. Ponovno si oglejmo reSevanje enacbe z + Inx = 0 in si, kot
v primeru 2.7.1, izberimo tri zacetne priblizke ¢ = 0.4, 27, = 0.5, o = 0.6.
Rezultati so navedeni v tabeli 2.6:

Tabela 2.6: ReSevanje enacbe x + Inz = 0 z inverzno interpolacijo.

korak k ko Tht1 T,
1 0.567140998310507 | 0.600000000000000 | 0.500000000000000
2 0.567143290282535 | 0.567140998310507 | 0.600000000000000
3 0.567143290409784 | 0.567143290282535 | 0.567140998310507
4 0.567143290409784 | 0.567143290409784 | 0.567143290282535
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Lahko vidimo, da je konvergenca priblizkov dobljenih z inverzno interpolacijo
res enaka kot z Mullerjevo metodo (primer 2.7.1).

2.9 Kombinirane metode - Brentova metoda

Glavni namen kombiniranih metod je, da pospesSimo konvergenco in pove-
¢amo robustnost. Ce imamo na primer zafetni interval [a,b], tak da je
f(a) - f(b) < 0, potem lahko bisekcijo kombiniramo s kak$no izmed hitrej-
Sih metod. Postopek je tak, da najprej izracunamo nov priblizek s hitrejSo
metodo od bisekcije. Ce je sedaj nas novi priblizek na intervalu [a,d], ga
obdrzimo in zmanjSamo interval, sicer pa uporabimo bisekcijo. To nam za-
gotavlja, da bomo na koncu res dobili niclo.

Ena izmed znanih kombiniranih metod je Brentova metoda, ki kombinira bi-
sekcijo, sekantno metodo in inverzno kvadratno interpolacijo. Ta metoda ima
superlinearno konvergenco, bisekcija pa zagotavlja, da konvergenca ni prepo-
¢asna in da ne pademo iz intervala [a,b]. Poglejmo si delovanje te metode.
Imamo zacetni interval [a, b], da je f(a)- f(b) < 0, in toleranci e > 0in ¢ > 0.
Zelimo, da velja |f(0)| < |f(a)|, zato a in b zamenjamo, ¢e je potrebno, ter
vzamemo ¢ := a. Dokler je |a — b| > €, ponavljamo naslednji postopek:

1) Najprej izra¢unamo tocko s, tako da, ¢e je ¢ # a, naredimo en korak
inverzne kvadratne interpolacije, sicer pa en korak sekantne metode.

2) Ce velja kateri izmed naslednjih pogojev

— s ne lezi med (3a+b)/4 in b,

— v prejSnjem koraku smo uporabili bisekeijo in |s — b] > |b — ¢|/2
ali [b—c| <6,

— v prej$njem koraku nismo uporabili bisekcije in |s — b| > |c—d|/2
ali [c —d| <o,

potem naredimo korak bisekcije in vzamemo s := (a + b)/2.
3) d:=c,c:=b, ¢eje f(a)- f(s) <0, potem b := s, sicer a := s.

4) Ceje |f(a)| < |f(b)|, zamenjamo a in b.
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2.10 Metoda (f, f', f")

Metodo (f, f', f") izpeljemo z razvijanjem inverzne funkcije v Taylorjevo vr-
sto okoli funkcijske vrednosti y = f(x). Ce upostevamo le prve tri ¢lene,
dobimo iteracijsko formulo

_ f () _ f" (@) f(27)
f'(wr) 2f3(x,)

Ta iteracija je pravzaprav izboljSana tangentna metoda, pri kateri poleg f in
f" dodatno izra¢unamo Se f” za tekod¢i priblizek. Iteracijska funkcija je

@) 0P
90 =T~ Fay T 2

Tyl = Xp =0,1,...

in njen odvod je
g'(z) = h(z) f*(2),
kjer je
3 fIr2 g m
) = M@ = ) ")
2/ (x)
Vidimo, da je ¢'(a) = ¢"(a) = 0, ¢"(a) = 2h(a)f?*(a), kar nam da ku-
bi¢no konvergenco za enostavne nicle (glej [2]). Metoda je uporabna, ko nam
racunanje drugega odvoda funkcije ne povzroca preve¢ dodatnega dela.
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Poglavje 3

Prirejene metode za reSevanje
polinomskih enacb

Metode, omenjene v prejSnjem poglavju, se lahko uporabijo tudi za iskanje ni-
¢el polinomov. Vendar se pri reSevanju polinomskih enacb ponavadi zaplete,
ker Zelimo izracunati tudi kompleksne nicle, ¢eprav so koeficienti polinoma
realni, ali pa nas zanimajo vse nicle danega polinoma. Ce polinom zapisemo

v obliki
p(z) = apz" + ax" '+ +a,iw+a,, @ €R, z€C,

kjer so a; koeficienti polinoma in x spremenljivka, potem vemo, da je polinom
p stopnje n, ¢e velja ag # 0. Polinom stopnje n ima natanko n nicel v C,
¢e Stejemo nic¢le z njihovimi veckratnostmi. Ce ima polinom same realne
koeficiente, potem vemo, da so vse razen k nicel (ki nastopajo v konjugiranih
parih) realne nicle, pri ¢emer je & € {0,2,4,...,2- [%]}. Pomembno pri
polinomih je tudi to, da nam izra¢un vrednosti polinoma v neki tocki omogoca
Hornerjev algoritem, ki je linearne ¢asovne zahtevnosti. Vrednost polinoma
v tocki xg izracunamo tako, da definiramo naslednje zaporedje konstant:

b0:a0

bl = a1+b0{170

b1 = Gp_1+ by_27g

bn - an_l'bn—lea

kjer je p(zg) = b,. Da se prepri¢amo, da je to res, lahko polinom zapisemo
kot
p(z) = a, + x(ap_1 + x(an_2+ -+ x(a; + agz) --+)). (3.1)
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Ce sedaj iterativno vstavljamo b; v enacbo (3.1), dobimo

p(zo) = an+ xo(an_1+ zo(ap_o+ -+ zo(ay + bozo)---))
= a, -+ l’o(an_l + l’o(an_g + -+ l’obl tee ))

= an_'_xObn—l
= b,.

Problem iskanja nicel polinomov se pojavi pri polinomih pete ali visje sto-
pnje. Kot je bilo povedano ze v uvodu, nam Abel-Ruffinijev izrek pove, da
obstajajo polinomske enac¢be pete stopnje

azx’ + br* +cx® +dr* +ex + f =0,

pri katerih nimamo druge moznosti, kot da nicle izracunamo numeri¢no. V
nadaljevanju bomo opisali posebne numeri¢ne metode, ki so prirejene iska-
nju nicel polinomov in konvergirajo hitro ter skoraj za vsak zacetni priblizek.
Te metode so Bernoullijeva, Graeffejeva, Laguerrova, Durand-Kernerjeva in
Aberth-Ehrlichova metoda. Najprej pa si poglejmo dva izreka, ki nam po-
magata pri dolocanju Stevila nicel polinoma na izbranem intervalu.

3.1 Descartesovo pravilo in Sturmovo zaporedje

Vcasih je pomembno vedeti, koliko nic¢el ima polinom na nekem izbranem
intervalu. Ce je ta interval (—oo, 0) ali (0, 00), potem nam pri tem problemu
pomaga Descartesovo pravilo, sicer pa Sturmovo zaporedje.

Descartesovo pravilo pravi, da je $tevilo pozitivnih nicel enactbe p(z) = 0
enako Stevilu menjav predznakov v zaporedju nenicelnih koeficientov poli-
noma p(z) ali pa je od njega manjSe za nek veckratnik Stevila 2. Stevilo
negativnih nicel pa dobimo tako, da prvotnemu polinomu zamenjamo pred-
znak pri ¢lenih z liho potenco in nato preStejemo Stevilo menjav predzna-
kov. Tudi tu velja, da je seStevek menjav lahko manjsi za neko sodo Stevilo

(glej [3])-

To, da je stevilo lahko manjse za veckratnik Stevila 2, je posledica tega, da
ima lahko polinom kompleksne nic¢le, ki vedno nastopajo v parih. Torej, ce
vemo, da ima polinom samo realne nic¢le, nam Descartesovo pravilo najde
eksaktno stevilo pozitivnih in negativnih nicel (glej [8]).
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Primer 3.1.1. Vzemimo polinom
P4 —r-1=0, (3.2)

pri katerem se predznak v zaporedju nenicelnih koeficientov 1,1, —1, —1 me-
nja enkrat. Torej ima po Descartesovem pravilu ta polinom le eno pozitivno
nic¢lo. Ta polinom lahko faktoriziramo in zapisemo kot

(z+1)*(z 1), (3.3)

kjer vidimo, da sta nicli 1, ki je enostavna, in —1, ki je dvakratna. Torej
ima polinom res eno pozitivno nic¢lo. Sedaj zgornjemu polinomu zamenjamo
predznake pri ¢lenih z liho potenco, saj na ta nac¢in dobimo §tevilo negativnih
nicel polinoma (3.2). Dobimo polinom

2?2t +r—1=0,

pri katerem se predznak v zaporedju koeficientov —1, 1,1, —1 menja dvakrat,
torej ima polinom (3.2) dve ali nobeno negativno ni¢lo. Vidimo, da se to
sklada s faktorizacijo (3.3).

Poglejmo si sedaj Se, kako si lahko pomagamo s Sturmovim zaporedjem
polinomov. Naj bo p polinom s samimi enostavnimi ni¢lami. Sturmovo zapo-
redje je kon¢no zaporedje polinomov pg, p1, .- ., Pm, S padajocimi stopnjami,
ki zadosc¢ajo naslednjim lastnostim:

e py = p ima same enostavne nicle,

e Ce je p(&) =0, potem velja sign(pi(€)) = sign(p'(£)),

o Cejep;(§) =0za0 < i< m,potem velja sign(p;_1(§)) = —sign(p;+1(§)),
e p,, ne spremeni predznaka.

Poseben primer polinomov, ki tvorijo Sturmovo zaporedje je:

po(x) = plx),

pi(x) = p(),

pa(x) = —rem(po,p1),

p3() —rem(p1, p2),

() = —rem(Pm—2,Pm-1),
0 = —rem(pm_1,Dm)-
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Ker je stopnja polinoma p;;; manjSa od stopnje p; za 0 < ¢ < m, je zgornji
algoritem koncen. Zadnji polinom p,, predstavlja najvecji skupni delitelj
polinoma p in njegovega odvoda. Ker ima p le enostavne nicle, nima nobene
skupne nicle s svojim odvodom in zato je p,, nenicelna konstanta.

Izrek 3.1.2 (Sturmov izrek). Naj bo pg = p,p1,pa,- -, Pm Sturmovo zapo-
redje in naj bo (&) Stevilo zamengjav predznakov (nicel ne stejemo) v zapo-
redju

p0(£)7p1(£)7p2(£>7 ce 7pm(£)

Za realnt Stevili a < b velja, da je Stevilo razlicnih realnih nicel polinoma p
na intervalu (a,b] enako

o(a) —o(b).

Dokaz tega izreka najdemo v [9]. Podoben izrek obstaja tudi za polinome,
ki nimajo samih enostavnih nicel (glej [9]).

Poglejmo si sedaj nekaj numeri¢nih metod, ki so prirejene za iskanje nicel
polinomov.

3.2 Bernoullijeva metoda

Bernoullijevo metodo lahko uporabljamo za iskanje dominantnih nicel poli-
noma
p(z) = 2" — a "t —aa™ i — .. —a,. (3.4)

Zgornji polinom ima nicle xy, xs, ..., x,, za katere velja
|z1| > |xo| > |23 > ... > |2,

Dominantno ni¢lo x; izracunamo kot

e Skt
= )

pri Cemer je si izracunan rekurzivno kot
Sk = A1Sp—1 + A28k—2 + ... + AnSk—_n, (3.6)

kjer za k < n vstavimo s = k in s; = 0 za i < 0. Stevila s so v tesni
povezavi z ni¢lami enac¢be (3.4) in med njimi velja zveza

k k k
Sp=x] +x5+...+x,.
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Formulam iz (3.6) pravimo Newtonove formule in povezujejo koeficiente poli-

noma z vsotami potenc nicel polinoma. Te formule izpeljemo na dva nacina:

1.) Ce je k > n, enacho (3.4) pomnozimo z 2"~ in po vrsti vstavimo za x
nicle x4, ...x,. Vse dobljene enacbe nato seStejemo in dobimo formulo
(3.6).

2.) Ce je k < n, potem vzamemo polinom (3.4), ki ima nicle z1,...,x,.
Njegov odvod je

2

(= Da ™ — - — Ay

p'(z) = nx
Ce polinom zapiSemo v nicelni obliki, dobimo
plz) = (z —z1) - (x — 2p)
in njegov odvod je .
x
p(z) = ; %

Ce primerjamo koeficiente iz obeh odvodov pri potenci 2" ~*~!, dobimo
Newtonovo formulo (3.6):

—(n—k)ay = s, — a18_1 — +*+ — Qp_151 — Nag.

Vidimo, da nam Newtonove formule dajo pri danih koeficientih polinoma
vsote potenc njegovih nicel. Iz (3.6) dobimo kvocient

k1, k1
She1 | @A ayT 4 gkt
Sk oy +ak 4 ak

ki ga lahko zapiSemo tudi kot

Y

se _ LHEDT A+ G
sk L ()R (T

Kvocienti |z;/x;| so manjsi od 1 za vsak i > 1, iz Cesar sledi enacba (3.5).
Konvergenca je odvisna od velikosti kvocienta |rs/x1|, saj manjsi kot je,
hitreje kvocienti sosednjih ¢lenov zaporedja s konvergirajo k ;.
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Primer 3.2.1. Vzemimo enacbo 23 — 622 — 8z + 7 = 0. Najprej jo preobli-
kujmo v pravo obliko
23 = 62% +8x — 7,

kjer dobimo a; = 6,a9 = 8,a3 = —7. V tabeli 3.1 so izracunane vrednosti sy,
ki smo jih dobili po formuli (3.6) in kvocienti, ki predstavljajo priblizke za
dominantno niclo.

Tabela 3.1: Tabela izracunov za primer 3.2.1.

k Sk | Sk/Sk-1
1 6
2 52 | 8.666667
3 339 | 6.519231
4 2408 | 7.103245
5 16796 | 6.975083
6 117667 | 7.005656
7 823514 | 6.998683
8 5764848 | 7.000304
9 40353531 | 6.999930
10 | 282475372 | 7.000016
11 | 1977326544 | 6.999996
Primer izracuna za k = 3: Vemo, da je a; = 6,0y = 8,a3 = —7, 59 = 3:

33:a152+a281—|—a330:6~52—|—8-6—7~3:339.

Vidimo, da zaporedje konvergira k nicli x = 7, ki nam predstavlja dominan-
tno ni¢lo. Ostali nicli sta Se 3(—1—+v/5) &~ —1.61803 in 2 (v/5—1) ~ 0.618034.
Hitrost konvergence je povezana z razmerjem |xo/x1| = | — 1.61803/7| =
0.231.

3.3 Graeffejeva metoda

Graeffejevi metodi pravimo tudi metoda kvadriranja korenov, ki je bila zelo
uc¢inkovita metoda pred uporabo racunalnikov. Kasneje se je izkazalo, da je
zapletena za programiranje in se metoda ni obdrzala. Posebnost te metode
je, da nam da vse korene enacbe hkrati.
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Vzemimo polinom stopnje n z realnimi koeficienti
p(x) = apx™ + a1z + -+ ap1 7 + ay, (3.7)

ki ima nicle x, zo, . . ., x,. Sedaj zelimo sestaviti polinom z niclami, za katere
velja, da so po absolutnih vrednostih mocno separirane:

|z1]| > |22 > - > |2,

Nato uporabimo Vietove formule, ki nam dajo naslednje zveze

a1

—— = Tt Tt Ty,
Qo
a2
— = 1T+ T3+ -+ Ty 17y,
Qo
a3

—— = I1TT3 + X1 X2Tg + -+ Tp_2Tp_1Ty,
Qo
A,

(=1)"— = z39- - TH.

Qo

V formulah imamo na desni strani na prvem mestu dominantne ¢lene. Ce te
¢lene obdrzimo, ostale pa zanemarimo, potem dobimo

a

K%k .

(=1)'— =mxo--ap, k=1,...,n.
aop

Ce sosednje enacbe iz zgornje zveze delimo, potem dobimo priblizke za vse
korene a
. k
T = — , k=1,...,n.
-1

Glavni korak Graeffejeve metode je konstruiranje polinoma, ki ima za korene
negativne kvadrate nicel polinoma (3.7). Polinom (3.7) lahko zapiSemo tudi
kot

p(x) = ap(x — x1)(z — 2) -+ - (. — ). (3.8)
Zelimo dobiti polinom stopnje n, ki ima ni¢le —z2, —z2, ..., —z2. Ce polinom

(3.8) pomnozimo s polinomom
p(—z) = (=1)"ap(x + z1)(z + 22) - - - (x + ),
dobimo

p(x)p(—z) = (=1)"ag(2” — 27) (2" — a3) - - (27 — 7).



Ker je zgornji polinom stopnje 2n, uvedemo novo spremenjlivko z := —a? in
dobimo polinom

P(z) = ag(z +a)(z + 73) -+~ (2 + 27),

ki je stopnje n in ima za ni¢le ravno negativne kvadrate nic¢el polinoma (3.7).
Sedaj nas zanimajo le Se koeficienti tega polinoma, ki jih dobimo s pomocjo
zveze

P(z) = p(z)p(—x)
in nove spremenljivke z = —x2. ZapiSimo sedaj P(z) v Zeljeni obliki kot
P(2) = bp2" + b1 2" 4 4 by 12+ by
Sledi, da je
p(@)p(—z) = (=1)"(age®" — (af — 2apa)a®" 2 + -+ (=1)"az).  (3.9)

Ce v enacbi (3.9) namesto x2 pisemo —z, dobimo:

_ 2
bo — CLO,
bl = CL% — 2&0&2,
bg = CL% — 20,10,3 + 2&0&4,
bg = CL;Z) — 2@2@4 + 2@1@5 — 2@0@6, (310)
2
bn—2 = Qp_o— 205 30,1 + 2an—4an>
2
bn—l = Qp_q1 — 2an—2ana
b, = a’.

Iz zvez (3.10) lahko razberemo splosno formulo
bk :a'i_‘_QZ(_l)iak—iak-Ha k :0,1,...,77,,
i=1

kjer je m := min(k,n — k). Postopek kvadriranja korenov lahko veckrat
ponovimo. Ce naredimo r ponovitev, dobimo polinom

P(2) = Ag2" + A1 2" P+ -+ A2+ A,

z niflami —af, —ab, ..., —zP kjer je p = 2". Pri dovolj velikem r-ju postanejo
ni¢le polinoma (3.7), za katere velja |z1| > |xo| > -+ > |z,| > 0, mo¢no
separirane. Te nic¢le lahko izra¢unamo po formuli od prej:
. Ay
zh = 1 k=1,...,n.
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Iz teh nicel pa potem dobimo priblizke za absolutne vrednosti nicel polinoma
(3.7), tako da korenimo

Ay
Ap—y’

|| = k=1,...,n.

Na koncu moramo le Se pravilno dolociti predznak, kar ni prevec tezka naloga
(glej |2, str. 131|) in dobimo ni¢le. Proces kvadriranja prekinemo, ko so
koeficienti naslednjega polinoma enaki kvadratom koeficientov prejsnjega.

Primer 3.3.1. Vzemimo enac¢bo iz primera 3.2.1:
23— 622 =8z +7=0.

V tabeli 3.2 vidimo 5 ponovitev procesa kvadriranja korenov. Koeficienti A;
pomenijo koeficiente naslednje enacbe, ki ima za nicle negativne kvadrate
nicel prej$nje enacbe s koeficienti a;:

Tabela 3.2: Tabela izracunov za primer 3.3.1.

r A(] = CLg Al = CL% — 2@0@2 Ag = CL% — 2a1a3 Ag = CL%
0 1 —6 -8 7
1 1 52 148 49
2 1 2408 16808 2401
3 1 5764848 270945648 5764801
4 1 3.323293057 - 1013 | 7.334507777 - 10%6 | 3.323293057 - 10*3
5 1 1.104427674 - 10?7 | 5.379498224 - 1033 | 1.104427674 - 107
Primer izracuna za r = 3: PrejSnja enacba ima koeficiente ay = 1,07 =

2408, ay = 16808, a3 = 2401. Torej izracunamo koeficiente naslednje enacbe
na ta nacin:

Ay = af =1,

Ay = aj —2apay = 2408 — 2 -1 - 16808 = 5764848,

Ay = a3 —2a1a3 = 168087 — 2 - 2408 - 2401 = 270945648,
Az = a3 =2401% = 5764801.

Sedaj izracunamo absolutne vrednosti treh realnih nicel s pomocjo dvaintri-
desetega korena kvocienta sosednjih koeficientov iz zadnje vrstice tabele 3.2.
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Dobimo

lz1| = 7
za] = 1.618033989,
5] = 0.618034046.

Vemo, da je vsota nicel enaka 6 in produkt —7. Doloc¢iti moramo Se pred-
znake niclam in edina moznost je, da je druga nicla negativna, ostali dve pa
pozitivni.

3.4 Laguerrova metoda

1

Recimo, da imamo polinom p(x) = apx” + a1z + -+ + a,, z ni¢lami

x1,...,T,. Ta polinom lahko zapisemo kot

p(z) =ap(x — 1)+ (x — ).

Definirajmo funkcijo

in njen odvod z nasprotnim predznakom

n

o) 1= () = L PO @) _§h 1

p*(x) — (v — )

Ce zelimo izrac¢unati ni¢lo x,, potem oznacimo izbrano obratno vrednost

faktorja v p(z) kot
1

T — T,

a(x) =

Nato oznacimo Se aritmeti¢no sredino preostalih obratnih vrednosti faktorjev
v p(z) kot

n

1 =
b(z) —
(z) n—le—zi’

i=1

odmik ¢-te obratne vredosti faktorja od aritmeticne sredine z

di(x) = —— —b(a)

r — I;
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in vsoto kvadratov odmikov kot

Za lazje razumevanje bomo argument x izpustili in izrazili S; in Sy le z a, b
in d. Dobimo

Sl = a+(n—1)b,

—_

_ n—1
Sy = a®+) (b+d)’=a’+ -1V +20) di+d=

i=1 i=1
= a®+(n—1)b+d.

1z teh dveh enac¢b eliminiramo b in izrazimo a:

o= % [Sl +/(n—1)(nS, — 52 —nd)} |

Sedaj lahko iz te enac¢be dobimo x,,:
n

S+ /(n—1)(nS, — 5% —nd)

Ty, =1

St in Sy lahko izra¢unamo pri poljubnem z, koli¢ine d pa ne moremo izra-
cunati. Ce ¢len nd zanemarimo, potem dobimo priblizek za x,,. Blizje kot je
x nicli z,, boljsi je priblizek, zato uporabljamo formulo iterativno in dobimo
Laguerrovo metodo:

p(a)
Sio= (")’
p(zn’)
g, — PP) = p@p @)
()
2D = g0 n 7
Sl + \/(TL — 1)(7152 — 512)
oziroma
(r)
xg»ﬂ) _ xga) np(Tn’)

) £/ = ) - 12 — (@) (@)

Za numeric¢no stabilnost si izberemo tisti predznak, ki da imenovalcu vecjo
absolutno vrednost. Laguerrova metoda za poljuben realni zacetni priblizek
skonvergira k eni nicli. V primeru enostavne nicle ima ta metoda kubi¢no
konvergenco. Dokaz tega dejstva najdemo v |2, str. 134].
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Primer 3.4.1. Vzemimo polinom pete stopnje
2® — 4zt + 62° — 32° + 20 +2 = 0, (3.11)

ki ima eno realno nic¢lo in dva para konjugirano kompleksnih nicel. Ce za
reSevanje uporabimo tangentno metodo, dobimo z zac¢etnim priblizkom xy =
2 + 1 priblizke zapisane v tabeli 3.3.

Tabela 3.3: Tangentna metoda za enacbo (3.11) z xg = 2 + 4.

korak k T

1 1.947535771065183 +1.0206677265500791
2 1.947119286434461 +1.0257175565552351
3 1.947153442999702 +1.0256981363460461
4 1.947153443329095 +1.025698138695321i

Ce si za zaetni priblizek izberemo ¢ = i, potem dobimo priblizek za kom-
pleksno ni¢lo 0.265518544073020 4 0.948845986366118¢ po Sestih korakih.

Tabela 3.4: Tangentna metoda za enacbo (3.11) z xy = ¢.

korak k T

1 0.185520361990950 +0.8959276018099551
0.276550432675542 +0.938377891370783i
0.265165792243013 +0.948901772136241i
0.265518444176035 +0.9488458200712271
0.265518544073075 +0.9488459863661331
0.265518544073020 +0.948845986366118i

SO W N

Sedaj bomo enacho (3.11) redevali z Laguerrovo metodo. Ce vzamemo realni
zacetni priblizek o = —1, dobimo niclo izracunano s strojno natanc¢nostjo v
Stirih korakih, kar je prikazano v tabeli 3.5.
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Tabela 3.5: Laguerrova metoda za enacbo (3.11) z zg = —1.

korak k T
1 -0.388161082236077
2 -0.425370663388826
3 -0.425343974804221
4 -0.425343974804230

Ce si izberemo kompleksni zacetni priblizek zy = 2 + ¢, dobimo najblizjo
kompleksno niclo v treh korakih, kot vidimo v tabeli 3.6.

Tabela 3.6: Laguerrova metoda za enacbo (3.11) z g = 2 + 1.

korak k T
1 1.947182605248842 +1.0256998015888441
2 1.947153443329096 +1.0256981386953251
3 1.947153443329095 +1.025698138695322i1

Za zacetni priblizek o = 7, pa dobimo v treh korakih priblizek za kompleksno
niclo 0.265518544073020 + 0.948845986366118:.

Tabela 3.7: Laguerrova metoda za enacbo (3.11) z zy = 1.

korak k T
1 0.268811977294902 +0.956500572950411i
2 0.265518367611264 +0.948846175228808i1
3 0.265518544073020 +0.948845986366118i

V tem primeru vidimo, da je konvergenca Laguerrove metode hitrejsa od
konvergence tangentne metode.
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3.4.1 Redukcija
Ko smo 7e izracunali priblizek za eno ni¢lo a polinoma
p(z) = apz" + a4 a,, a €R, ag#0,

in zelimo izraCunati Se ostale nicle, ne da bi z drugim priblizkom zopet dobili
isto niclo, uporabimo redukcijo. To je postopek izlo¢evanja ze izracunanih
korenov. Opisali bomo eksplicitno redukcijo, kjer polinom p(z) delimo z r —«
(o je ze izrac¢unani prvi priblizek za realno ni¢lo) in ostanek zanemarimo:

p(w) = (z— a)g(z) + A

Sedaj nadaljujeno z iskanjem nicel polinoma ¢, ki je stopnje n — 1. Ce je
a priblizek za kompleksno ni¢lo, potem p(z) delimo s polinomom d(x) =
(x —a)(x — @) = 2* + fr + ¢ in ostanek zanemarimo

p(x) = d(x)q(x) + Az + B.

Iskanje ostalih nicel nadaljujemo na polinomu ¢ stopnje n — 2.

Direktna redukcija

Pri tej metodi delimo polinom po padajo¢ih potencah spremenljivke x. Po-
linom zapiSemo kot

p(x) = (x — a)(bor™ " + - + by1) + bn, (3.12)
kjer nam koeficiente by, ..., b, in ostanek da Hornerjev algoritem:
bo = ag
r=1,....,n—1
br = abr—l + a,
b, = p(«)

q(z) = box™ 1 4+ + b, .

Naj bo 3 poljubna ni¢la polinoma q(x) = box™ ' +- - -+b,_1, potem iz enacbe
(3.12) sledi, da je 8 eksaktna nicla enacbe

p(z) = pla) =0,
ki se od prvotne enacbe razlikuje le v prostem ¢lenu b,,. Ce je |a] majhno in
natan¢no izra¢unano $tevilo, potem je |f(a)| majhno Stevilo in vse nadaljne
nicle so to¢ne nicle malo spremenjene prvotne enacbe. V primeru, ko je o po
absolutni vrednosti veliko $tevilo, pri¢akujemo veliko vrednost |f(«)|, torej
nadaljne ni¢le niso nujno tako to¢ne kot prej. To pomeni, da bo direktna
redukcija stabilna, ¢e bomo nicle izlocali po narascajoc¢i absolutni vrednosti.
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Obratna redukcija

Tu delimo polinom po naraSc¢ajocih potencah spremenljivke . Polinom za-
pisemo kot

p(z) = (z — a)(co+ a1z + -+ 1z ) + cpa”, (3.13)

kjer koeficiente ¢; dobimo po naslednjem algoritmu:

co = —ap/a
r=1,....,n—1

¢ = (Cro1 — apy) /0
Cp — Qg — Cp—1-

Iz enacbe (3.13) dobimo
p(@)
an -’

Cp =

Ce je 8 ni¢la polinoma q(x) = cp12™ 1 4 - - + ¢, potem iz (3.13) sledi, da
je B eksaktna nic¢la polinoma

Ce je | velik, bomo imeli majhne motnje polinoma, ¢e pa je || majhen,
bodo motnje velike. Torej lahko sklepamo, da bo obratna redukcija nume-
ri¢no stabilna, ¢e bomo nicle izlocali po padajoci absolutni vrednosti.

Kombinirana redukcija

Pogosto ne vemo, za katero niclo po velikosti je a priblizek, zato si pomagamo
s kombinirano redukcijo. V tem primeru delimo polinom p(z) z (z — «) z
obeh strani (3.12) in (3.13). Izberemo si polinom

q(z) =box" M 4 byt o2 o, 01 <,
in na podlagi algoritmov prejsnjih dveh metod vidimo, da je
(z — a)q(z) = p(z) — Aa".

Ce v zgornjo enacbo vstavimo x = «, dobimo konstanto A:

4 p(a)‘

= ar
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Ce je 8 poljubna ni¢la polinoma q(z), potem je tudi ni¢la polinoma

Ce je motnja (p(ar)/a”)2" majhna, potem je kombinirana redukcija stabilna.
Pri danem « indeks r izberemo tako, da je relativna motnja posameznega
koeficienta prvotne enacbe najmanjsa. Veljati mora

|ap_ra"| = max |a,_pa”|.
0<k<n

Ce je r = 0, izvedemo direktno redukcijo, ¢e je r = n pa obratno redukcijo.
V primeru, ko je 0 < r < n igberemo kombinirano redukcijo. S tem si
zagotovimo, da bodo nicle reduciranega polinoma najboljsi priblizki za nicle
prvotnega polinoma.

3.5 Durand-Kernerjeva metoda

Durand-Kernerjeva metoda je zelo uporabna metoda, saj z njo izracunamo
vse nicle polinoma hkrati. Naj bodo z;, « = 1,...,n, priblizki za enostavne
nicle polinoma p(x). I8¢emo popravke Ax;,i = 1,...,n, da bodo z; + Ax;
¢im blizje pravim nic¢lam. Zelimo imeti

n

[~ @i+ A1) = p(a), (3.14)

i=1

kjer bi ¢leni z; + Az, bili enaki niclam polinoma p(z). Ce levo stran enacbe
(3.14) uredimo po ¢lenih Ax;, dobimo

H(:c—x] ZA%H T — xp) ZAx]Aka T —x) = p(x).

Da dobimo iteracijsko funkcijo, izpustimo vse ¢lene, ki imajo potenco Az
vi§jo kot prvi ¢len, kjer se pojavi:

H r — ;) ZA:)JJ H(:E—xk) p(z).
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Ce sedaj vstavimo z = x;, dobimo

n

—AL‘H(%—M)IP(%), 1=1,...,n.
k=1
ki
Definirajmo polinom

g(z) = [J(x — xx) (3.15)

in dobimo enac¢bo

Kon¢no lahko zapiSemo Durand-Kernerjevo metodo kot

(r+1) (r) P(i’fgr))

A " ")
[Ty (o =)

i=1,...,n. (3.16)

Za iteracijsko funkcijo iz enacbe (3.16) velja, da so vsi prvi odvodi enaki 0,
medtem ko drugi odvodi niso vsi nicelni, zato je konvergenca v blizini nicle
kvadrati¢na (glej [1, str. 343]). Metoda konvergira skoraj za vsak zacetni
vektor #(0) = [xgo) X -xslo)]T € C", pri katerem morajo biti vse komponente
paroma razli¢ne, saj bi sicer pri naslednjem priblizku dobili v imenovalcu
niclo. Tako lahko za zacetni vektor vzamemo kar n naklju¢nih kompleksnih

Stevil (glej |5, str. 61]).

Konvergenco lahko izboljsamo do superkvadrati¢ne, ¢e pri ra¢unanju upora-
bimo nove izra¢unane vrednosti (glej [5, str. 61]). Dobimo algoritem, pri
katerem iteriramo le priblizke z;, ki Se niso skonvergirali:

w = - i—1 (1) (r+219)(xy))n r _ (Y’ t=1L...,n
k=1 (Iz — Ty ) || (xz - Ty )
Primer 3.5.1. Vzemimo polinom
x° — 4z + 62 — 32° + 22 +2 =0,
iz primera 3.4.1. Za zacetni vektor si izberimo z(®) = [~0.5,0,1,4,2 + 1] in z

uporabo metode (3.16) dobimo v 7-ih korakih izra¢unane vse ni¢le polinoma.
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Dobimo naslednje konvergentno zaporedje vektorjev

ey

ey

)

6)

NG

Ko metoda eno nic¢lo izracuna dovolj natan¢no, je ne spreminja ve¢. Za prvo
niclo je metoda potrebovala 7 iteracij, za ostale pa 6.

—0.47126 + 0.34483:
—1.36180 + 0.701121¢
1.46652 + 0.266371
0.23366 — 1.12027:
1.94738 — 0.98457:

—0.88411 + 0.344811
1.89181 + 2.26815¢
1.12889 + 0.588621
0.24124 — 1.024712
1.95371 — 1.01362¢

[ —0.41651 — 0.002604

1.94874 + 1.01730¢
0.26556 + 0.949114
0.26548 — 0.948901
1.94716 — 1.02570:

—0.42536 — 0.00003¢
1.94715 + 1.02570¢
0.26552 + 0.948851
0.26552 — 0.948851
1.94715 — 1.02570:

—0.42534 + 0.000007
1.94715 4 1.02570¢
0.26552 + 0.948851
0.26552 — 0.948851
1.94715 — 1.02570:

3.6 Aberth-Ehrlichova metoda

Aberth-Ehrlichova metoda je sorodna Durand-Kernerjevi metodi, saj tudi tu
racunamo vse nic¢le hkrati, le da pri Aberth-Ehrlichovi metodi, poleg vredno-
sti polinoma, potrebujemo tudi vrednosti odvodov. Glede na enac¢bo (3.16)

definirajmo

Rl(x) .

S 1) N
Hﬁ;}(x—xk)
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Sedaj uporabimo tangentno metodo na racionalni funkeiji R;(z) v tocki x;
in dobimo

—Ri(ifi) .
AZL’Z:W, 221,...,71.
Na ta nacin dobimo Aberth-Ehrlichovo metodo:
Az, = p(xil) i=1,...n, (3.17)
. n- —_ (.
p(:L’Z) Z%;} R p (37@)

kjer je Ax; = ZL’ET—H) - xy). Ce uporabimo polinom ¢(z) iz (3.15), potem

lahko vsoto v enacbi (3.17) zapisemo kot ¢"(z;)/24¢'(z;) in dobimo
2p(:)q (2;)
p(x:)q" (2:) — 2/ (2:)q' (1)
Prednost te metode v primerjavi z Durand-Kernerjevo je, da ima v blizini

enostavnih nicel kubi¢no konvergenco (glej [1, str. 343|), saj so vsi prvi in
drugi odvodi enaki 0, tretji pa ne.

Al’i =

Primer 3.6.1. Zopet si poglejmo polinom (3.11). Ce si za zadetni vektor
izberemo () = [~0.5,0, 1,,2+1], potem z uporabo metode (3.17) dobimo v
treh korakih izracunane vse nicle polinoma. Dobimo naslednje konvergentno
zaporedje vektorjev

[ —0.41514 + 0.00680i ]
0.00609 + 0.86161:
M = 2.00075 4 0.93963:
0.26246 — 0.95277i
1.94712 — 1.02567i

—0.42531 — 0.00002i |
0.26377 + 0.94965¢
@ = 1.94714 + 1.02569i
0.26552 — 0.94885¢
1.94715 — 1.02570¢

[ —0.42534 + 0.00000 |
0.26552 + 0.94885i
2@ = 1.94715 4 1.02570i
0.26552 — 0.94885i
1.94715 — 1.02570i

Za prvi dve nicli je metoda potrebovala 3 iteracije, za ostale tri nicle pa 2.
Vidimo, da Aberth-Ehrlichova metoda na tem primeru res hitreje konvergira
od Durand-Kernerjeve v primeru 3.5.1.
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Poglavje 4
Zakljucek

Skozi zakljucno projektno nalogo smo spoznali numeri¢ne metode, namenjene
reSevanju poljubnih nelinearnih ena¢b in polinomov. Vsem metodam je do-
dan primer, ki bralcu omogoca lazje razumevanje snovi. Vecino primerov sem
reSevala s programom Octave in reSitve primerjala z navedenimi trditvami v
dolocenem poglavju.

Od metod omenjenih v drugem poglavju najpocasneje konvergira bisek-
cija, nekoliko hitreje metoda regula falsi, Se hitreje sekantna metoda, sledita
ji Mullerjeva metoda in inverzna interpolacija, najhitrejsa pa je tangentna
metoda. Pri metodi navadne iteracije je konvergenca priblizkov odvisna od
velikosti absolutne vrednosti odvoda iteracijske funkcije. Tangentna, sekan-
tna in Mullerjeva metoda so primerne tudi za racunanje kompleksnih nicel.

V tretjem poglavju smo spoznali metode prirejene za reSevanje polinom-
skih enacb. Med njimiso najpomembnejSe Laguerrova, Durand-Kernerjeva in
Aberth-Ehrlichova metoda. Zadnji dve hkrati ra¢unata vse nicle polinoma.
Na primeru smo videli, da Aberth-Ehrlichova metoda, ki poleg vrednosti
polinoma uporablja tudi vrednosti odvodov, konvergira hitreje kot Durand-
Kernerjeva.

Numeri¢ne metode se zaradi tehnologije tudi same stalno razvijajo. Kljub
temu se Se vedno uporabljajo metode, ki jih poznamo zZe vec¢ stoletij, le da so
nekatere med njimi nekoliko prirejene. Z razvojem racunalnikov pa so prepo-
rod doziveli celo nekateri algoritmi, ki so veljali za potratne in neuporabne.
S povecevanjem racunske moci je mozno reSevati vedno vecje probleme. Ker
se hiter razvoj racunalnistva Se vedno nadaljuje, lahko pricakujemo, da se
bodo v prihodnje vedno bolj razvijale tudi numeri¢ne metode.
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