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Povzetek

V zaklju£ni nalogi z naslovom �Trije klasi£ni gr²ki problemi� bom pokazala,
da se z neozna£enim ravnilom in s ²estilom ne da re²iti podvojitve kocke,
kvadrature kroga in trisekcije kota.

Podvojitev kocke je znan konstrukcijski problem iz klasi£ne geometrije. Gre
za vpra²anje, kako s ²estilom in z neozna£enim ravnilom konstruirati rob
kocke, ki ima dvakrat tolik²no prostornino kot dana kocka (kocka z danim
robom).

Problem kvadrature kroga je prav tako znan problem klasi£ne geometrije, pri
katerem se vpra²amo, kako konstruirati kvadrat, ki ima enako plo²£ino kot
dani krog.

Pri problemu trisekcije kota gre za vpra²anje, kako dani kot razdeliti na tri
skladne dele samo s ²estilom in z neozna£enim ravnilom.

Zaklju£na naloga bo razdeljena na ²tiri poglavija, in sicer:

1. Uvod.

2. Opis za£etkov problemov in na£inov, s katerimi so se jih lotili stari
Grki.

3. Dokaz s pomo£jo teorije polj, da konstrukcija podvojitve kocke, kva-
drature kroga in trisekcije kota z ravnilom in s ²estilom ni mogo£a.

4. Zaklju£ek.

Math. Subj. Class. (2010): 05C78, 68W20, 68W25

Klju£ne besede: podvojitev kocke, kvadratura kroga, trisekcija kota.
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Abstract

In the �nal thesis titled �Three Greek classical problems� I will show that
doubling the cube, squaring the circle and trisecting an angle cannot be con-
structed using a straight edge and compass only.

Doubling the Cube is a known construction problem from classic geometry.
Given a cube, construct by means of straight edge and compass only, a cube
with double the volume.

Squaring the Circle is also a known problem of classic geometry where the
question is Given a circle, can we construct by means of straight edge and
compass only, a square with area same as that of the circle.

Trisecting an Angle concerns of an angle equal to one-third of a given arbi-
trary angle, using only a straight edge and a compass.

The thesis will be divided into four chapters:

1. Introduction.

2. Description of the history behind the problems and the various at-
tempts on solving them by the ancient Greek.

3. Proof using �eld theory that the constructions Trisection an Angle,
Doubling the Cube and Squaring the Circle are impossible.

4. Conclusion.

Math. Subj. Class. (2010): 05C78, 68W20, 68W25

Keywords: doubling the cube, squaring the circle, trisecting an angle.

ii



Zahvala

Zahvaljujem se mentorju, doc. dr. Martinu Milani£u in somentorju, dr.
Marjanu Jermanu za pomo£ pri oblikovanju ter izdelavi zaklju£ne naloge.
Zahvala gre tudi mojima star²ema, ki sta mi omogo£ila ºivljenje in izobra-
ºevanje v Sloveniji. Njima, moji sestri Anastassiji in fantu Aleksandru se
zahvaljujem za vso podporo, ki sem je bila deleºna za £asa ²tudija in pri
pisanju zaklju£ne naloge. Zahvalila bi se tudi ostalim predavateljem in asis-
tentom UP FAMNIT za vse znanje in izku²nje, ki sem jih od njih predobila
za £asa ²tudija. Verjamem, da brez takih lepih odnosov, kot smo jih imeli na
fakulteti, ²tudij ne bi bil tako zanimiv in poln lepih spominov na ²tudentska
leta.

iii



Kazalo

1 Uvod 1

2 Za£etki problemov in njihove re²itve 2

2.1 Podvojitev kocke . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.1.1 Hipokratova re²itev [3] . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.1.2 Dioklesova re²itev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.2 Kvadratura kroga . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.2.1 Arhimedova re²itev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.3 Trisekcija kota . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.3.1 Nikomedesova re²itev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.3.2 Arhimedova re²itev [11] . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3 Starogr²ki nere²ljivi problemi in teorija polj 15

3.1 Osnove konstuktibilnosti [6] [9] . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.2 Podvojitev kocke . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.3 Kvadratura kroga . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.4 Trisekcija kota [9] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

4 Zaklju£ek 25

iv



Slike

2.1 Evklidovi Elementi [38] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.2 Primer podvojitve kvadrata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.3 Menehmusova re²itev podvojitve kocke . . . . . . . . . . . . . 7
2.4 Krivulja cisoida [24] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.5 Kvadratura kroga [29] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.6 Arhimedova spirala [13] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.7 Krivulja konhoida [15] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.8 Nikomedesova konhoida in tretinjenje kota [11] . . . . . . . . 14
2.9 Arhmedova trisekcija kota [11] . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3.1 Primer risanja ²tevil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3.2 Risanje ulomkov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.3 Risanje korenov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.4 Trisekcija kota 60 ◦ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

v



Poglavje 1

Uvod

�Problemi so srce matematike�, je neko£ izjavil Paul Halmos. Seveda si
bolj zapomnimo tiste probleme, ki jih je teºko re²iti. Nekatere so re²evali
desetletja in stoletja, nekatere pa tiso£letja. Nekaterih pa seveda sploh ²e
niso re²ili.

Do obdobja Grkov (600 pr. n. ²t.) je bila matematika preteºno empiri£na
znanost. Stari Grki so si prvi - zavedajo£ se, kaj s tem po£no - postavili
nalogo, da vse prej²nje in vse nove matemati£ne doseºke zberejo ter poveºejo
v skladen in celovit sistem, znotraj katerega bosta dokazana vsak izrek in
vsaka �formula�, torej bosta logi£no izpeljana kot nujna posledica nekaterih
primarnih, temeljnih ter neizpodbitnih izhodi²£.

Starogr²ki matematiki so konstrukcije z ravnilom in s ²estilom zelo spo²tovali,
saj so imeli samo tovrstne konstrukcije za res to£ne. Zato so posku²ali re²iti
£im ve£ geometrijskih problemov s tema orodjema. Starogr²ki matematiki
so nam zapustili tudi tri naloge, ki jih z ravnilom in s ²estilom niso znali
konstruirati. Te naloge so: konstrukcija podvojitve kocke, kvadratura kroga
in trisekcija kota. �ele v 19. stoletju so matematiki dokazali, da se teh
treh nalog dejansko ne da re²iti samo z ravnilom in s ²estilom ter problem
reducirali na algebrai£ni problem konstruktibilnih ²tevil [39].

Zato so tudi cilji zaklju£ne naloge, pokazat s pomo£jo moderne matematike,
da se s ²estilom in z ravnilom ne da konstruirati nove stranice kocke, ki bi
imela dvojno prostornino kot dana kocka; kvadrata, bi imel enako plo²£ino
kot dani krog in trisekcije kota.
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Poglavje 2

Za£etki problemov in njihove

re²itve

Natan£en za£etek gr²kega razmi²ljanja o matematiki ni znan. Starogr²ka
matematika je nastala v atmosferi jonskega racionalizma � to je bila mate-
matika, ki ni postavljala samo orientalskega vpra²anja �kako?� pa£ pa tudi
moderno, znanstveno vpra²anje �zakaj?�. Grki so bili strogi matemati£ni
puristi. Prevladujo£a oblika gr²ke matematike je bila geometrija, £eprav
so Grki preu£evali tudi lastnosti ²tevil, teorijo razmerij, astronomijo in me-
haniko. Re²itev geometrijske naloge so priznali le, £e je bila konstrukcija
izvedena z ravnilom in s ²estilom.

Za gr²ko matematiko je zna£ilno, da je bila edina, ki je v sredi²£e postavila
logi£no sklepanje in dokaz. V zgodovinskih zapisih lahko preberemo, da prvi
matemati£ni dokazi izvirajo iz £asov okoli leta 600 pr. n. ²t., gr²ko mate-
mati£no izro£ilo pa je ostalo ºivo in se je razvijalo vse do leta 400 pr. n.
²t. Ravno gr²ka geometrija je najve£ prispevala k iskanju re²itev vseh treh
problemov. Pri iskanju re²itev je bilo odkritih tudi mnogo drugih stvari v
matematiki, kot so ena£be, stoºnice in algebrai£ne krivulje[14].

Veliki gr²ki matematiki so bili Tales, Pitagora, Hipokrat, Apolonij, Evklid,
Arhimed, Papos in Diofant. Izumili so matemati£ne dokaze, torej metode, s
katerimi so utemeljili £udovite lastnosti ²tevil in geometrijskih likov. Njihova
odkritja veljajo ²e danes [8].

Poleg manj²ih opomb v Platonovih in Aristotlovih delih in nekaj drugih ma-
temati£nih drobcev, so prva pri£a gr²ke matematike Evklidovi1 Elementi, ki
so nastali okoli leta 300 pr. n. ²t. Ve£ina idej, ki se jih vklju£uje v �evklidsko
geometrijo�, se verjetno ni za£ela z Evklidom, njegova zasluga je predvsem
ta, da je zbral dotedanje znanje geometrije in ga logi£no usklajeno pred-

1Gr²ki matematik, 365 pr. n. ²t. � 275 pr. n. ²t. [18]
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stavil. Evklidovi Elementi (slika 2.1) (neko£ Stoihea) predstavljajo zbirko
trinajst knjig, od katerih so peta, sedma, osma, deveta in deseta preteºno po-
sve£ene aritmetiki, podani v geometrijski obliki, ostale pa dejansko govorijo
o geometriji. V prvi knjigi so tako zbrani rezultati o obi£ajnih ravninskih
likih, med njimi tudi slavni Pitagorov izrek. Knjige imajo strogo logi£no
zgradbo. Vsaka knjiga se za£ne s spiskom de�nicij izrazov, uporabljenih v
dolo£eni knjigi. V prvi knjigi nato Evklid navede 10 aksiomov, od katerih se
jih 5 nana²a na splo²ne matemati£ne resnice, 5 pa na geometrijo. Ti aksiomi
so tudi izhodi²£e za razvoj geometrije. Najobseºnej²i del vsake knjige pa
predstavljajo trditve in njihovi dokazi [7].

Slika 2.1: Evklidovi Elementi [38]

Z dana²njega stali²£a velja pripomniti, da postulati in aksiomi, ki jih je
Evklid izbral, niso brez pomanjkljivosti, te pa so ga pri dokazih ve£krat silile
k opiranju na lastno intuicijo.

Evklidovi Elementi veljajo za najuspe²nej²e znanstveno delo vseh £asov. Po-
mena Elementov za razvoj matematike in £love²ke kulture nasploh, skoraj ne
moremo preceniti, saj predstavljajo zgled, kako naj bo teorija skrbno zgra-
jena in predstavljena. Elementi so tako postali model za razvoj znanstvenih
in �lozofskih teorij nasploh [7].

2.1 Podvojitev kocke

Problem podvojitve kocke je znan problem iz klasi£ne geometrije in je eden
od treh znamenitih problemov gr²ke matematike. Gre za problem, kako s
²estilom in z neozna£enim ravnilom konstruirati rob kocke, ki ima dvakrat
tolik²no prostornino kot kocka z danim robom. Izkaºe se, da naloga ni re-
²ljiva le z uporabo ²estila in ravnila. Rob nove kocke ima namre£ dolºino
3
√
2, £esar ni moºno konstruirati s ²estilom in z neozna£enim ravnilom, saj

se pojavi teºava pri konstrukciji kubi£nega korena [33].
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Za laºje razumevanje problema si najprej oglejmo naslednjo nalogo, kjer
bomo sku²ali podvojiti kvadrat. Vzamemo kvadrat ABCD in nari²emo dia-
gonalo DB. Na podlagi dobljene diagonale skonstruiramo ²e kvadrat BDEF
in zlahka se opazi, da je dvakrat ve£ji od ABCD, saj ima kvadrat BDEF
dvakrat ve£jo plo²£ino kakor dani kvadrat ABCD, trikotnik ABD pa pred-
stavlja polovico kvadrata ABCD ter £etrtino kvadrata BDEF. Prvi kvadrat
sestoji iz dveh, drugi kvadrat pa iz ²tirih takih trikotnikov, zato je plo²£ina
drugega kvadrata dvakrat ve£ja od prvega, kar je razvidno iz slike 2.2.

Slika 2.2: Primer podvojitve kvadrata

Predstavljamo si poljubno kocko z osnovnim robom a in rob iskane kocke
z robom x. Iz tega sledi, da je prostornina prve kocke a3, druge pa x3. Ker
mora biti prostornina druge kocke ¥nkrat ve£ja, velja torej ena£ba

x3 = 2a3 in od tod sledi x = a
3
√
2.

Matematiki so se zelo trudili, da bi problem re²ili le s ²estilom in z neoz-
na£enim ravnilom, vendar ni ²lo. Danes vemo zakaj, saj se s ²estilom in z
ravnilom ne da narisati stranice, ki bi imela dolºino v razmerju 3

√
2 : 1.

Imamo torej problem, kako iz znane daljice a z ravnilom in s ²estilom konstru-
irati daljico a 3

√
2. Koren lahko izra£unamo s poljubno natan£nostjo: 3

√
2 =

1, 2599 . . . �e na£rtamo daljice 1, 2a, 1.25a, itd., so te daljice pribliºno enake
robu kocke z dvakratno prostornino, vendar po tej poti ne moremo na£rtati
roba kocke s popolno natan£nostjo [5].
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Nastanki problema in starogr²ke re²itve

Za£etki problema niso to£no znani, o njegovem nastanku pa obstajata dve
legendi.

Erastosten2 v svojem delu z naslovom Platonicus pripoveduje, da so prebi-
valci otoka Delos leta 430 pr. n. ²t. Apolonov orakelj v Del�h prosili za
nasvet, kako ustaviti epidemijo kuge. Prejeli so odgovor, da morajo podvo-
jiti velikost Apolonovega kockastega oltarja. Prebivalci so se zelo prizadevali
za re²itev in za pomo£ zaprosili Platona. Najprej so podvojili dolºine vseh
robov oltarja, vendar se je epidemija kuge le ²e poslab²ala. Izkazalo se je, da
bi morali podvojiti volumen oltarja, £esar pa niso znali storiti. Platon jih je
nato opozoril, da sve£eniki iz oraklja v resnici niso ºeleli oltarja dvojne veli-
kosti, ampak so z nalogo ºeleli samo pokazati, da se morajo Grki sramovati
zaradi zanemarjanja matematike in teptanja geometrije. Zaradi te legende
se problem tudi imenuje �Delo²ki problem�.

Kuga je zagotovo pomemben dogodek za Atene, saj je zaradi nje okoli 430
pr. n. ²t. umrla £etrtina prebivalstva. �e je kaj resnice v legendi, lahko na
njeni podlagi dolo£imo to£en datum za pojav problema. Obenem se legenda
tudi £asovno sklada s Hipokratovim prispevkom k problemu [42].

Znana je ²e druga legenda, ki se je pojavila v delu neznanega matemati£no ne-
izobraºenega gr²kega pesnika. Pisal je o mitolo²kem kralju Minosu iz Krete,
ki ni bil zadovoljen z velikostjo grobnice svojega sina Glaukusa. Zahteval je
dvakrat ve£jo grobnico in menil, da je mogo£e to storiti s podvojitvijo vseh
njenih dimenzij, kar je bilo napa£no. �e se podvoji stranice grobnice, se
namre£ povr²ina stirikrat, obseg pa osemkrat pomnoºi. Ta pesnikova �ma-
tematika� je spodbudila geometre, da so se lotili problema, kako podvojiti
trdno telo in hkrati ohraniti njegovo obliko.

Naj so zgodbe resni£ne ali ne, s problemom podvojitve kocke so se vse-
eno ukvarjali ²tevilni gr²ki matematiki in tudi pri²li do re²itev. Znani so
Pappus, Hipokrat, Diokles, Evdoksos, Menehmus, Arhitras, Eratostenes in
drugi. Vendar pa niso pri²li do pravih re²itev, saj so vsebovale uporabo oro-
dij in krivulj, ki se ne dajo nadomestiti le s ²estilom in z ravnilom.

2Gr²ki matematik, 276 pr. n. ²t. � 194 pr. n. ²t. [16]
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Oglejmo si dve najpopularnej²i starogrski re²itvi:

2.1.1 Hipokratova re²itev [3]

Hipokrat3 je okoli 460 pr. n. ²t. sklepal, da £e najdemo sestavljeno soraz-
merje dveh danih premic a : x = x : y = y : 2a, ne moremo biti ve£ dale£ od
re²itve.

Iz tega sledi

x2 = ay

x4 = a2y2

y2 = 2ax

in zato
x4 = 2a3x

Od tod sledi
x(x3 − 2a3) = 0 in x3 = 2a3

Toda Hipokrat do kon£ne re²itve ni pri²el. Leta 350 pr. n. ²t. je
Menehmus4, na osnovi Hipokratovega dela, re²il problem. Do re²itve je pri²el
s privzetkom, da lahko parabole in hiperbole ri²emo s ²estilom in z ravilom,
kar pa seveda ni moºno, zato je uporabil tudi ²e druga orodja. Na podlagi
sestavljenega sorazmerja je dobil naslednje tri ena£be

x2 = ay

y2 = 2ax

xy = 2a2

Kot je razvidno iz slike 2.3 prvi dve ena£bi predstavljata paraboli, tretja
pa hiperbolo. Abscisna to£ka, kjer se se pri danem a > 0 vse tri krivulje
sekajo, je re²itev.

3Gr²ki geometer, 470 pr. n. ²t. � 410 pr. n. ²t. [28]
4Gr²ki matematik, 380 pr. n. ²t. � 320 pr. n. ²t. [41]
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Slika 2.3: Menehmusova re²itev podvojitve kocke

2.1.2 Dioklesova re²itev

Ta re²itev je najbolj poznana re²itev med starogr²kimi matematiki. Diokles5

si je pomagal s krivuljo cisoido (2.4), katere ena£ba je

y2(2a− x) = x3,

pri £emer je a pozitivna konstanta.

Slika 2.4: Krivulja cisoida [24]

5Gr²ki geometer, 240 pr. n. ²t. - 180 pr. n. ²t. [23]
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Krivulja premore navpi£no asimptoto x = 2a, to£ka O(0, 0) pa je zanjo
singularna to£ka, v kateri ima ost. Abscisna os je simetrala cisoide. Kroºnica
x2 + y2 − 2ax = 0 igra pomembno vlogo pri nastanku cisoide. Poltrak
skozi poljubno to£ko P na cisoidini asimptoti in s kraji²£em v koordinatnem
izhodi²£u O preseka to kroºnico ²e v to£ki R. To£ka Q na tem poltraku, ki
je oddaljena od O za razdaljo |RP |, je na cisoidi.

Izberemo poljubno to£ko P (2a, yo) na asimptoti cisoide. Premica skozi to£ko
O in P ima ena£bo y = (y0/2a) in preseka kroºnico x2 + y2 − 2ax = 0 v
to£kah

O(0, 0) in R

(
8a3

4a2 + y20
,

4a2y0
4a2 + y20

)
,

cisoido y2(2a− x) = x3 pa v to£kah

O(0, 0) in Q

(
2ay20

4a2 + y20
,

y320
4a2 + y20

)
.

S pomo£jo uporabe formule za razdaljo med dvema to£kama6 lahko vidimo,
da je |OQ| = |RP |. To je dolo£ilna lastnost cisoide, ki je tudi koristna za
njeno konstrukcijo.

In kako je cisoida povezana s problemom podvojitve kocke? Ozna£imo b = 2a
in nari²imo premico skozi to£ki (0, 2b) in (b, 0). Ena£ba te premice je torej
y = 2b− 2x. Premica preseka cisoido y2(2a− x) = x3 v to£ki

Q

(
3
√
4

1 + 3
√
4
,

2b

1 + 3
√
4

)
.

Premica skozi O in Q ima smerni koe�cient 3
√
2, njena ena£ba pa je y = 3

√
2x

in preseka cisoidino asimptoto v to£ki P (b, b 3
√
2). Kocka z robom b 3

√
2 ima

dvakrat ve£jo prostornino kot kocka z robom b [11].

Zavedati pa se moramo, da Diokles do re²itve ni pri²el zgolj z uporabo ²estila
in ravnila.

2.2 Kvadratura kroga

Gre za problem, pri katerem moramo konstruirati kvadrat, ki ima enako
plo²£ino kot dani krog. Torej, £e ima kvadrat enako plo²£ino kot dani krog
s polmerom r, potem za stranico kvadrata velja naslednje

a = r
√
π.

6Razdalja med poljubnima to£kama A(x1, y1) in B(x2, y2) je
√

(x−x1)2 + (y2 − y1)2
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Zanima nas torej ali lahko samo z uporabo ²estila in neozna£enega ravnila
skonstruiramo stranico dolºine π.

Slika 2.5: Kvadratura kroga [29]

�eprav so starogr²ki matematiki dolgo posku²ali re²iti problem, pri tem
niso bili uspe²ni in ²ele leta 1882 je bilo dokon£no dokazano, da problem
ni re²ljiv zgolj z uporabo ²estila in ravnila. To je posledica dejstva, da
je π transcedentno7 ²tevilo, kar dokazuje Lindemann-Weierstrassov izrek.8

Konstruktibilne so namre£ le ni£le polinomov dolo£enih stopenj, zato tran-
scedentna ²tevila niso konstruktibilna.

En najstarej²ih ohranjenih matemati£nih zapisov o tem problemu je Rhindov
papirus iz leta 1800 pr. n. ²t. Nekateri strokovnjaki menijo, da originalni
dokument izvira celo iz leta 3400 pr. n. ²t. V papirusu je opisano, da je
plo²£ina kroga s premerom 9 enot enaka plo²£ini kvadrata s stranico 8 enot.
To ustreza trditvi, da je ²tevilo π pribliºno enako 3

13
81 = 3, 16 . . .

S problemom se je ukvarjalo ve£ starogr²kih matematikov, med najbolj po-
znanimi pa so bili Hipokrat, Arhimed, Hippias, Bryson, Antifon in Oenopid.
Kljub ve£kratnim poskusom, je bil Hipokrat prvi, ki je za re²itev problema
dejansko uporabil ravninsko konstrukcijo, £eprav konstrukcije ni dobil samo
s ²estilom in z ravnilom [43].

7Transcendentno ²tevilo je vsako kompleksno ²tevilo, ki ni algebrsko oziroma ni re²itev
nobene polinomske ena£be oblike: anxn + an−1x

n−1 + . . .+ a0x
0 = 0, kjer je n > 0 in so

koe�cienti ai cela ²tevila (ali enakovredna racionalna ²tevila), ne vsa enaka 0. [36]
8�e so α1, . . . , αn razli£na algebrska ²tevila, ki so linearno neodvisna v mnoºici ra-

cionalnih ²tevil Q in β1, . . . , βn poljubna algebrska ²tevila razli£na od 0, potem velja:
β1e

α1 + . . .+ βne
αn 6= 0. Transcendentnost ²tevila π je neposredna posledica tega izreka.

[30]
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2.2.1 Arhimedova re²itev

Arhimed9 je za re²itev problema uporabil tangente na spiralo (Arhimedovo
spiralo). Spirala je taka krivulja, ki se poljubno mnogokrat ovije okoli neke
to£ke.

Arhimedovo spiralo (slika 2.6) dobimo, £e si zamislimo, da se v ravnini nek
poltrak vrti okrog svojega izhodi²£a, pritrjenega v izbrani to£ki. Ves £as naj
se vrti s konstantno hitrostjo o. Po poltraku naj iz izhodi²£a potuje to£ka,
tudi ta ves £as s konstantno hitrostjo v, v smeri poltraka. Spirala je sled, ki
jo zari²e ta to£ka na svoji poti [12].

Slika 2.6: Arhimedova spirala [13]

Ena£ba Arhimedove spirale v polarnih koordinatah je

% = aϕ,

kjer je a neka pozitivna konstanta. Koe�cient a predstavlja hitrost s katero
se z rasto£im polarnim kotom ϕ ve£a polarni radij %. Oglejmo si primer,
ko je ϕ > 0, saj za ϕ 6 0 dobimo drugo polovico Arhimedove spirale, ki je
simetri£na prvi glede na pravokotnico skozi pol na polarno os. Za 0 6 ϕ 6 2π
dobimo prvi zavoj in tako naprej. Razmik med dvema zaporednima zavojema
je konstanten, saj je a(ϕ+2(n+1)π)−a(ϕ+2nπ) = 2aπ. Radij % Arhimedove
spirale postaja z rasto£im kotom ϕ vedno bolj pravokoten nanjo. Po izra£unu
kota µ med tangento in radijem %, najprej dobimo parametrizacijo krivulje
s parametrom ϕ v obliki: x = r(ϕ) cosϕ, y = r(ϕ) sinϕ. Smerni koe�cient
tangente za poljuben kot ϕ pa je

kt =
dy

dx
=
r′(ϕ) sinϕ+ r(ϕ) cosϕ

r′(ϕ) cosϕ− r(ϕ) sinϕ
.

9Gr²ki matematik, 287 pr. n. ²t. - 212 pr. n. ²t. [21]
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Po znani formuli za kot med dvema premicama imamo:

tanµ =
kt − kr
1 + ktkr

=

r′(ϕ) sinϕ+r(ϕ) cosϕ
r′(ϕ) cosϕ−r(ϕ) sinϕ −

sinϕ
cosϕ

1 + r′(ϕ) sinϕ+r(ϕ) cosϕ
r′(ϕ) cosϕ−r(ϕ) sinϕ ·

sinϕ
cosϕ

.

Po odpravi dvojnih ulomkov in drugih poenostavitvah dobimo preprosto,
toda pomembno formulo:

tanµ =
r(ϕ)

r′(ϕ)
.

Za Arhimedovo spiralo je po pravkar izpeljani formuli tanµ = ϕ, zato µ→ π
2 ,

ko ϕ→∞. Poleg tega je kot µ neodvisen od parametra a spirale. Pri istem
kotu ϕ sekajo vse spirale svoje radije pod istim kotom.

Zanimiva je to£ka A(2πa, 0), ki jo Arhimedova spirala doseºe po prvem za-
voju. Tedaj je tanµ = 2π, ena£ba tangente v A pa je y − 2πx + 4π2a = 0,
ki preseka os y v to£ki B(0,−4π2a). Ena£ba normale na spiralo skozi to£ko
A je x+ 2πy − 2πa = 0, ki ordinatno os preseka v to£ki (0, a). To omogo£a
konstrukcijo tangente na spiralo v to£ki A.

Kateti v pravokotnem trikotniku sta |OA| = 2πa in |OB| = 4π2a. Daljica
|OB| je torej ravno obseg kroga z radijem |OA|. Plo²£ina pravokotnika s stra-
nicama |OA| in |OB| je π|OA|2, kar je ravno plo²£ina z radijem r = |OA|.
Pravokotniku pa lahko poi²£emo plo²£insko enakovreden kvadrat, recimo po
vi²inskem izreku10 v pravokotnem trikotniku [11].

2.3 Trisekcija kota

Gre za vpra²anje, kako dani kot razdeliti na tri skladne dele samo s ²estilom
in z neozna£enim ravnilom [37].

Problem je re²ljiv le v primeru izbire lepega kota, kot je na primer 90 ◦, saj
ga lahko brez teºav razdelimo na tri enake dele.

V splo²nem je problem nere²ljiv. �e starogr²ki matematiki so pri²li do sklepa,
da se problema v splo²nem ne da re²iti, vendar pa niso imeli dokaza za to
trditev. Samo s ²estilom in z ravnilom je mo£ trisekcijo kota izvesti le pri-
bliºno ter s poljubno natan£nostjo [2].

10Vi²ina na hipotenuzo pravokotni trikotnik razdeli na dva manj²a trikotnika, ki sta
podobna prvotnemu trikotniku ABC. Na podlagi dejstva, da imajo podobni trikotniki
stranice v enakem razmerju, dobimo vi²inski izrek v2c = cacb. Pri tem sta ca in cb pravo-
kotni projekciji katet na hipotenuzo. [34]
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Kasneje so se matematiki ukvarjali s splo²nej²im problemom, katere kote
je sploh mogo£e konstruirati s ²estilom in z ravnilom. Prve vidnej²e uspehe
sta dosegla Carl Friedrich Gauss11 in Évariste Galois12, ki sta preu£evala, ka-
teri pravilni n-kotnik je mogo£e konstruirati s predpisanima orodjema. Na
podlagi njunih spoznanj je Pierre Wantzel13 leta 1837 dokazal, da je moºno
s ²estilom in z ravnilom konstruirati samo tisti pravilni n-kotnik, pri katerem
je ²tevilo n produkt poljubne potence ²tevila 2 in poljubno mnogo razli£nih
Fermatovih pra²tevil14. Posledi£no je moºno konstruirati samo kote, ki na-
stopajo v tak²nih n-kotnikih [37].

Tudi precej laikov je posku²alo re²iti ta konstrukcijski problem, vendar le
zato, ker so bile za re²itve razpisane nagrade. Veliko nepoznavalcev mate-
matike ²e danes sku²a re²iti ta problem [2].

Starogr²ki matematiki so posku²ali poiskati re²itev za problem na druga£en
na£in, saj s ²estilom in z ravnilom ni ²lo. Najbolj znana je Nikomedesova15

re²itev.

2.3.1 Nikomedesova re²itev

Nikomedes je pri re²itvi problema uporabil krivuljo konhoido, prikazano na
spodnji sliki 2.7.

Slika 2.7: Krivulja konhoida [15]

11Nem²ki matematik, 30. april 1777 - 23. februar 1855 [22]
12Francozki matematik, 25. oktober 1811 - 31. maj 1832 [27]
13Francoski matematik, 5. junij 1814 - 21. maj 1848 [20]
14Fermatovo pra²tevilo je ²tevilo oblike Fn ≡ 22

n

, kjer je n naravno ²tevilo [26]
15Gr²ki matematik, 280 pr. n. ²t. - 210 pr. n. ²t. [32]
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Naj bo b dana premica in O to£ka, ki je za a > 0 oddaljena od b. Ni-
komedesova konhoida z osnovnico b in polom O je geometrijsko mesto vseh
tistih to£k Q v ravnini premice b in to£ke O, ki so, za vnaprej dano razdaljo
d, oddaljene od prese£i²£ vseh premic skozi O s premico b.

Privzemimo, da ima koordinatni sistem izhodi²£e v polu O konhoide, osnov-
nica b naj bo vzporedna z osjo x, ena£ba osnovnice pa naj bo y = a. Premica
p, katere ena£ba je ax− ty = 0 seka osnovnico v to£ki P skozi O. Kroºnica
s polmerom d in sredi²£em v P ima ena£bo (x− ax

y )
2− d2y2 = 0, po odpravi

ulomkov in preureditvi, je pred nami ena£ba konhoide:

(y − a)2(x2 + y2)− d2y2 = 0.

O£itno je konhoida algebrska krivulja £etrte stopnje, saj ima dve veji, njena
simetrala je kar os y, osnovnica pa je hkrati njena asimptota. Oblika spodnje
veje je odvisna od razmerja parametrov a in d.

Povezava konhoide s trisekcijo kota

Recimo, da imamo za skonstruirat tretjino danega kota α. Brez ²kode za
splo²nost je lahko ta kot oster. Pravi kot tako ali tako znamo razdeliti na tri
enake dele.

Na enem kraku kota α odmerimo od njegovega vrha O razdaljo d do to£ke
S in polmerom d ter vzporednico b z drugim krakom kota α. Nato konstrui-
ramo Nikomedovo konhoido z osnovnico b in polom O. Premica skozi O in
skozi Q, prese£i²£e konhoide s kroºnico, seka osnovnico v to£ki P in oklepa
z drugim krakom danega kota α kot α/3.

Trikotnika OSQ in SQP sta enakokraka zaradi izbrane konstrukcije in la-
stnosti konhoide. Naj kot ε oklepa daljico OP z osjo x. Potem velja

^SPQ = ^PSQ = ε

in zato
^OQS = 2ε = ^SOQ.

Torej je α = 3ε, iz £esar sledi na²a trditev. Tako smo z uporabo Nikomedove
konhoide dolo£ili tretjino danega kota.
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Slika 2.8: Nikomedesova konhoida in tretinjenje kota [11]

2.3.2 Arhimedova re²itev [11]

Arhimed je tudi za re²itev problema trisekcije kota uporabil svojo spiralo,
ki je ºe bila omenjena v 2.2.1 poglavju te naloge.

Arhimedova spirala je primerna tudi za delitev danega kota na poljubno
mnogo enakih delov, zato jo lahko uporabimo tudi za trisekcijo kota. Pre-
vzeli bomo ºe omenjene lastnosti Arhimedove spirale.

Vzemimo kot ^pOA. Daljico OA razdelimo s to£kami D1 in D2 na tri dolºin-
sko enake dele. Na£rtamo kroºna loka s sredi²£em v O od to£ke D1 oziroma
D2 do A1 oziroma A2 na spirali. Zaradi linearnosti med % in ϕ pri Arhime-
dovi spirali je ^pOA1 = α/3 ter ^pOA = 2ϕ/3. Po istem postopku delimo
kot α na poljubno ²tevilo enakih delov.

Slika 2.9: Arhmedova trisekcija kota [11]
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Poglavje 3

Starogr²ki nere²ljivi problemi

in teorija polj

Teorija polj je veja matematike, ki raziskuje zna£ilnosti polj. Pojem polja sta
v svojih delih o re²ljivosti ena£b implicitno uporabljala Niels Henrik Abel1

in Evariste Galois, Heinrich Martin Weber2 pa je leta 1893 podal prvo jasno
de�nicijo abstraktnega polja. Ernst Steinitz3 je nato leta 1910 objavil zelo
odmeven £lanek Algebrska teorija polj (Algebraische Theorie der Körper). V
njem je aksiomati£no raziskoval zna£ilnosti polj in de�niral ve£ pomembnih
teoreti£nih pojmov v zvezi z njimi.

3.1 Osnove konstuktibilnosti [6] [9]

Zanimalo nas bo, katere geometrijske like in ²tevila lahko konstruiramo le s
²estilom in z ravnilom.

De�nicija 1. Pravimo, da je to£ka (premica, krog) K-to£ka (premica, krog),
£e jo je mo£ konstruirati samo s ²estilom in z ravnilom.

Aksiomi konstuktibilnosti:

(K1) (0, 0) in (1, 0) sta konstuktibilni.

(K2) Premica, ki je dolo£ena z dvema K-to£kama, je K-premica.

(K3) Krog s ²estilom v K-to£ki in s polmerom, ki je K-druºina (to pomeni, da
je razdalja med dvema K-to£kama konstruktibilna) je konstruktibilen.

(K4) Presek dveh K-premic je K-to£ka.

1Norve²ki matematik, 5. avgust 1802 - 6. april 1829 [31]
2Nem²ki matematik, 5. maj 1842 - 17. maj 1913 [19]
3Nem²ki matematik, 13. junij 1871 - 29. september 1928 [17]
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(K5) Prese£i²£i K-premice in K-kroga sta K-to£ki.

(K6) Prese£i²£i dveh K-krogov sta K-to£ki.

(K7) Konstrukcijskih korakov je lahko kon£no mnogo.

Zanima nas natan£no katere to£ke na abscisni osi lahko dolo£imo le z
uporabo ²estila in ravnila. Na voljo imamo obi£ajno ²estilo in ravnilo, ozna-
£ena je le enota 1. Za laºje razumevanje bomo taki to£ki s koordinatami
(x, 0) rekli, da moramo narisati ²tevilo x. Mnoºico vseh takih ²tevil, ki se
jih da narisat, bomo ozna£ili s F .

S ²estilom lahko ri²emo kroºnice, z ravnilom pa premice, ki jih smemo po-
tegniti le skozi ºe dolo£eni to£ki. Za vsako kroºnico potrebujemo to£ko, ki
predstavlja sredi²£e kroznice in polmer r, ki ga moramo tudi znati narisati.
Zato nas bodo zanimali le ²tevila, ki se jih da narisati.

Na podlagi aksiomov konstruktibilnosti lahko to£ke v ravnini dolo£imo le s
kon£nim zaporedjem operacij naslednjih treh tipov:

(i) sekanje dveh premic;

(ii) sekanje med premico in kroºnico;

(iii) sekanje dveh kroºnic.

Oglejmo si sliko (3.1), na kateri vidimo, da lahko na premico p ⊂ R2 skozi
dano to£ko T ∈ R2 na£rtamo pravokotnico q. �e skozi to£ko T potegnemo
pravokotnico na premico q, smo s tem dobili vzporednico k premici p skozi
to£ko T . S tem vidimo, da lahko to£ko (x, y) ∈ R2 dolo£imo natanko takrat,
ko znamo narisati ²tevili x in y.

Slika 3.1: Primer risanja ²tevil
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Predpostavimo, da znamo ti ²tevili narisati. Zanima nas, katera ²tevila
lahko ²e nari²emo. V naslednjih korakih bomo pokazali, da konstruktibilna
²tevila tvorijo polje, za prikaz pa bomo potrebovali de�nicijo:

De�nicija 2. Konstruktibilno ²tevilsko polje je ²tevilsko polje, katerega ele-
menti so konstruktibilna ²tevila.

Katera ²tevila lahko torej ²e konstruiramo le z uporabo ²estila in ravnila?

(a) Samo s premikom ²estila lahko nari²emo vsoto x + y in razliko x − y.
Ker uporabljamo ravnilo z enoto 1, lahko s tem postopkom nari²emo
vsa cela ²tevila Z.

(b) �e je ²tevilo x razli£no od ni£, lahko s pomo£jo podobnosti nari²emo
tudi ulomek x/y (slika 3.2). Premico p potegnemo med to£kama (x, 0)
in (0, y). Skozi to£ko (0, 1) potegnimo vzporednico q na premico p, ki
seka absisno os v to£ki (x/y, 0). Zato lahko tudi nari²emo katerokoli
racionalno ²tevilo (torej Q ⊆ F).

Slika 3.2: Risanje ulomkov

(c) �e lahko nari²emo ulomek, potem lahko nari²emo tudi produkt xy,
saj ²tevilo 0 ºe imamo. V kolikor je y 6= 0, znamo po prej²nji to£ki
narisati ulomek 1/y. �e pretvorimo na² produkt xy v ulomek x

1/y , ga
lahko brez teºav nari²emo.
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(d) �e je ²tevilo x nenegativno, znamo narisati tudi koren
√
x. Nari²imo

kroºnico k s sredi²£em v to£ki
(
x+1
2 , 0

)
in polmerom x+1

2 , nato pa ²e
premico p, ki je pravokotna na abscisno os ter te£e skozi to£ko (1, 0).
S to£ko T ozna£imo prese£i²£e med kroºnico k in premico p. Iz slike
3.3 lahko vidimo, da je

√
x ravno razdalja med to£kama T in (1, 0).

Slika 3.3: Risanje korenov

Izrek 1. F je polje.

S F ozna£imo mnoºico vseh konstruktibilnih ²tevil. Ker je Q najmanj²e
²tevilsko polje in F polje, sledi, da je Q ⊆ F . Zato za vsako konstruktabilno
²tevilsko polje E velja Q ⊆ E ⊆ F . �e ve£: £e so α1, α2, . . . , αn konstrukta-
bilna ²tevila, je Q(α1, α2, . . . , αn) ⊆ F .

Po to£kah (a), (b) in (c) je mnoºica F zaprta za se²tevanje, od²tevanje, mno-
ºenje in deljenje z neni£elnimim ²tevilom. Zato je F obseg, vsebovan med
obsegoma Q in R.

Sedaj, ko vemo, katere ²tevila se da narisati, nas zanima ali se da narisati ²e
katera druga ²tevila, oziroma ali se da sploh ²e katera.

S K ozna£imo mnoºico vseh ²tevil, ki jih lahko po nekaj korakih iz to£k
(i), (ii) in (iii) skonstruiramo. Torej je K ⊆ F . K lahko po to£kah (a), (b) in
(c) raz²irimo do najmanj²ega obsega, ki vsebuje K. Zato lahko prevzamemo,
da je mnoºica K obseg.

V naslednjem koraku bomo dokazali, da lahko zgolj z zgoraj navedenimi tipi
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dolo£imo to£ke, ki se jih da konstruirati, poskusilipa bomo ²e poiskati more-
bitne druge to£ke [9].

(i) Naj bosta p in q nevzporedni premici, ki potekata skozi razli£ni to£ki
s koordinatama v osegu K. Ko ra£unamo implicitni ena£bi obeh pre-
mic, koordinate se²tevamo, od²tevamo, mnoºimo in delimo, zato so
koe�cienti v implicitni ena£bi elementi iz obsega K. Naj bosta ena£bi

p : ax+ by = c in g : dx+ ey = f,

pri £emer so a, b, c, d, e, f ∈ K.

Re²itev zgornjega sistema ena£b je prese£i²£e (x, y). Ker se premici p
in q sekata, je determinanta tega sistema ae−bd razli£na od 0 in ²tevili

x =
ce− fb
ae− bd

, y =
af − cd
ae− bd

leºita v osegu K. S tem korakom ne pridobimo novih ²tevil, saj smo
ponovno dobili ºe poznano obliko ²tevil.

(ii) Naj bo r polmer in (a, b) sredi²£e kroºnice k. Torej je ena£ba kroºnice

(x− a)2 + (y − b)2 = r2,

pri £emer so a, b, r ∈ K.

Premica p, podana z implicitno ena£bo

cx+ dy = e,

pri £emer so c, d, e ∈ K, naj seka kroºnico k v to£ki (x, y). Vsaj eden
od koe�cientov c in d je razli£en od ni£. Presek (x, y) je tako re²itev
sistema zgornjih ena£b. Ker je vsaj en od koe�cientov c, d neni£eln,
lahko iz druge ena£be izrazimo ali x z y ali obratno. Ko to vstavimo v
ena£bo kroºnice, dobimo kvadratno ena£bo z eno spremenljivko. Njena
diskriminantaD leºi v obsegu K. Tako smo pridelali ²tevili x in y oblike

x = f + g
√
D in y = h+ j

√
D,

pri £emer so f, g, h, j ∈ K.
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(iii) Sedaj nam ostane le ²e tip dveh sekajo£ih se kroºnic. Kroºnici naj
bosta podani z

(x− a)2 + (y − b)2 = r2 in (x− c)2 + (y − d)2 = s2,

pri £emer so a, b, c, d, r, s ∈ K.

�e to£ka (x, y) zado²£a obema ena£bama, zagotovo zado²£a tudi razliki
obeh ena£b:

2x(c− a) + 2y(d− b) = r2 + c2 + d2 − a2 − b2 − s2.

Navedeno pa je ena£ba premice, kakr²no smo obravnavali v to£ki (i).
Zato na²e prese£i²£e lahko dobimo kot eno od re²itev sistema kvadratne
in linearne ena£be s koe�cienti v obsegu K. S tem smo to£ko (iii)
prevedli na to£ko (ii).

Tako smo videli, da nam en korak na poti od K do F prinese najve£ ²tevila
oblike a+ b

√
D in c+ d

√
D, kjer so a, b, c, d in D ∈ K. Po to£kah (a), (b) in

(c) smemo mnoºico K ∪
√
D raz²iriti do najmanj²ega obsega, ki jo vsebuje.

Takemu obsegu bomo rekli obseg, dobljen s privzemom elementa
√
D in ga

ozna£ili s simbolom K(
√
D).

Natan£neje si oglejmo zgradbo tega obsega. Izberimo si ²tevilo D ∈ K, ki ni
kvadrat nobenega elementa iz obsega K. Mnoºica

a+ b
√
D; a, b ∈ K

je o£itno zaprta za se²tevanje, od²tevanje, mnoºenje in deljenje. Ker je

1

a+ b
√
D

=
a

a2 − b2D
− b

a2 − b2D
√
D

in je po privzetku D 6= (ab )
2, je mnoºica zaprta tudi za deljenje z neni£elnim

²tevilom. Zato je ta mnoºica enaka obsegu K(
√
D). Mnoºica K(

√
D) je tako

dvorazseºni vektorski prostor nad obsegom K z bazo
{
1,
√
D
}
.

Zaporedni koraki operacij tipa (i), (ii) in (iii) nam tako dajo kon£no strogo
nara²£ajo£o verigo obsegov

Q ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ . . .Km,

v kateri je vsak obseg dvorazseºni vektorski prostor nad obsegom, ki leºi v
verigi eno mesto pred njim. Vsak obseg te verige vsebuje vsa ²tevila, ki jih
moramo na danem koraku narisati.
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Za dokon£no dolo£itev ²tevil, ki se dajo narisati, uporabimo ²e naslednjo
lemo.

Lema 1. Naj za obseg K in F velja Q ⊆ K ⊆ F . �e je K m-razseºen vek-
torski prostor nad obsegom Q in F n-razseºen vektorski prostor nad obsegom
K, je F mn-razseºen vektorski prostor na obsegom Q.

�e torej znamo skonstruirati ²tevilo r, mora Q(r) leºati nekje med Q im
Km. Naj bo Q(r) obseg, ki ga dobimo s privzemom ²tevila r k racionalnim
²tevilom. Tedaj velja

Q ⊆ Q(r) ⊆ Km.

Po prej²nji lemi je obseg Km vektorski prostor razseºnosti 2m nad obsegom
Q. Po isti lemi mora biti razseºnost vektorskega prostora Q(r) nad obsegom
Q delitelj ²tevila 2m. To pa se zgodi natanko tedaj, ko je razseºnost prostora
Q(r) nad obsegom Q nenegativna potenca ²tevila 2.

Po to£ki (d) znamo narisati kvadratne korene ºe narisanih pozitivnih ²tevil,
zato lahko na vsakem koraku, obsegu ºe narisanih ²tevil dodamo poljuben
kvadratni koren ²tevila, ki smo ga narisali med enim od prej²njih korakov.
Zato lahko nari²emo vsa tista ²tevila r ∈ R, za katera je razseºnost prostora
Q(r) nad obsegom Q nenegativna potenca ²tevila 2.

S tem smo dokon£no dokazali, da se ²tevila r ∈ R se da narisati le s pomo£jo
²estila in ravnila natanko tedaj, ko je razseºnost obsega Q(r), kot vektorskega
prostora nad obsegom Q, enaka nenegativni potenci ²tevila 2.

3.2 Podvojitev kocke

Sedaj, ko poznamo kak²ne razseºnosti mora biti obseg, lahko re²imo problem
podvojitve kocke. Zanima nas torej ali lahko le s ²estilom in z ravnilom
nari²emo stranico kocke, ki ima dvakrat ve£jo prostornino kot dana kocka.

Oglejmo si primer, ko stranica kocke meri 1. Tedaj je stranica podvojene
kocke dolga 3

√
2. Vidimo, da je obseg Q( 3

√
2) vektorski prostor razseºnosti 3

nad obsegom Q. Iz tega sledi, da podvojitev kocke nasploh ni mogo£a, saj
razseºnost prostora ni potenca ²tevila 2.

To dejstvo lahko pokaºemo tudi tako, da dokaºemo, da ²tevilo 3
√
2 ni ni£la

nerazcepnega polinoma s stopnjo polinoma potence ²tevila 2. Hkrati pa
vidimo, da je ²tevilo 3

√
2 algebrai£no nad obsegom racionalnih ²tevil Q, saj

ustreza ena£bi x3−2 = 0. Ugotoviti moramo torej razcepnost tega polinoma.
ki jo lahko preverimo na podlagi Eisensteinovega kriterija nerazcepnosti.
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Izrek 2 (Eisensteinov kriterij nerazcepnosti). Bodi f ∈ Q[x] polinom stopnje
n s celimi koe�cienti f = c0+ c1x+ . . .+ cnx

n. �e obstaja tako pra²tevilo p,
da p deli ci, i ∈ {0, 1, 2, . . . , n − 1}, p - cn in p2 - c0, potem je f nerazcepen
nad Q.

V na²em primeru za pra²tevilo vzamemo ²tevilo 2 in takoj vidimo, da to
pra²tevilo deli vse koe�ciente polinoma, razen vodilnega in da hkrati kvadrat
pra²tevila ne deli prostega £lena. Vidimo, da je polinom x3 − 2 = 0 neraz-
cepen. Torej ²tevilo 3

√
2 ni ni£la nerazcepnega polinoma s stopnjo polinoma

potence ²tevila 2.

3.3 Kvadratura kroga

�tevilo π je od nekdaj vzbujalo veliko zanimanja tako pri matematikih, kot
pri nematematikih. Je namre£ razmerje med obsegom in premerom kroga,
krog pa velja za najpopolnej²o krivuljo. �e v starem veku je Arhimed ra£u-
nal, da je π pribliºno enak 22

7 = 31
7 . Vendar ²tevila π ni mogo£e predstaviti

z nobenim ulomkom, ker ni racionalno temve£ iracionalno ²tevilo, kar je do-
kazal nem²ki matematik Lambert leta 1767.

Preteklo je ve£ kot sto let, ²tevilni matematiki so se lotevali decimalk ²te-
vila π in jih tudi pridobili ve£ kot 700. Vendar je ²ele leta 1882 je Fer-
dinand von Lindermann4 dokazal, da je π transcedentno ²tevilo in s tem
obenem re²il tudi problem kvadrature kroga, torej dokazal, da samo z ravni-
lom ter s ²estilom kroga ni mogo£e pretvoriti v plo²£insko enak kvadrat. Pod
opombo ²tevilka 8 lahko vidimo, da je transcedentnost ²tevila π le posledica
Lindemann-Weierstrassovega izreka za ugotavljanje transcedentnosti ²tevil
[10].

Pokazati moramo torej, da se s ²estilom in z ravnilom ne da konstruirati
stranice kvadrata z dolºino

√
π.

Vemo, da je π transcedentno ²tevilo, kar pomeni, da ni algebrai£no. Alge-
brai£no ²tevilo je namre£ vsako realno ali kompleksno ²tevilo, ki je re²itev
nekega polinoma z racionalnimi koe�cienti.

Ker transcendentna ²tevila niso konstruktibilna, nas bo za konstrukcijo stra-
nice kvadrata z dolºino

√
π, zanimalo ali je tudi to ²tevilo transcendentno

²tevilo.

4Nem²ki matematik, 12. april 1852 � 6. marec 1939 [25]
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Recimo, da ²tevilo
√
π ni transcendentn, torej bi se ga dalo tudi skonstru-

irati. Ker znamo skonstruirati produkt dveh konstrukcijskih ²tevil (to£ka c
poglavja 3.1), bi potem veljalo, da znamo skonstruirati tudi (

√
π)2 = π. To

pa nas pripelje do protislovja, saj vemo, da je ²tevilo π transcendentno in
zato tudi nekonstruktibilno.

Torej je ²tevilo
√
π transcendentno, kar pomeni, da ni konstruktibilno.

3.4 Trisekcija kota [9]

Problem je re²ljiv le v primeru izbire lepega kota, kot je na primer 90 ◦, saj
ga lahko brez teºav razdelimo na tri enake dele.

Za dokaz, da trisekcija kota ni moºna za vsak kot, si izberimo poljuben kot.

Naj bo kot 60 ◦ izbrani kot in ga posku²amo razdelit na tri enake dele. Naj-
prej z uporabo ²estila in ravnila nari²emo kot 60 ◦. Vemo, da tretjina kota
60 ◦ predstavlja kot 20 ◦, £esar ne znamo ve£ narisati le z uporabo ²estila
in ravnila. Ker pa znamo skonstruirati pravokotnice, bi s tem lahko nari-
sali ²tevilo cos 20 ◦ (namre£ iz cos kota dobimo pravokotno projekcijo), kar
seveda ne gre (slika 3.4).

Slika 3.4: Trisekcija kota 60 ◦
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Dokaz, da konstrukcija cos 20 ◦ ni mogo£a

Izra£unajmo minimalni polinom ²tevila cos 20 ◦. Ker je

1

2
= cos 60 ◦ = cos(3 · 20 ◦) = 4 cos3 20 ◦ − 3 cos 20 ◦.

Naj bo cos 20 ◦ = x, potem je

1

2
= 4x3 − 3x⇒ 8x3 − 6x− 1 = 0.

Torej ima polinom p(x) = 8x3 − 6x − 1 ni£lo cos 20 ◦. Minimalni polinom
²tevila cos 20 ◦ deli polinom p. �e polinom p razpade na produkt dveh poli-
nomov s koe�cienti v Q, je eden od polinomov zagotovo linearen. To pa bi
pomenilo, da ima polinom p vsaj eno racionalno ni£lo. Edini kandidati za ra-
cionalne ni£le polinoma p so ²tevila iz mnoºice

{
1,−1, 12 ,−

1
2 ,

1
4 ,−

1
4 ,

1
8 ,−

1
8

}
.

Hitro se lahko prepri£amo, da nobeno od teh ²tevil ni ni£la polinoma p, zato
se polinoma p ne da razcepiti na produkt dveh polinomov z racionalnimi
koe�cienti. Minimalni polinom ²tevila cos 20 ◦ je torej enak

m(x) =
1

8
p(x) = x3 − 3

4
x− 1

8
.

Tako je razseºnost prostora Q(r) nad obsegom Q enaka 3 in ²tevila cos 20 ◦

se ne da narisati le s ²estilom in z ravnilom.

S tem smo pokazali, da konstrukcija trisekcije poljubno izbranega kota samo
z uporabo ²estila in ravnila nasploh ni mogo£a.
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Poglavje 4

Zaklju£ek

O gr²ki matematiki je bilo ºe veliko napisanega. Ko govorimo o gr²ki mate-
matiki, pa je treba poudariti, da mislimo na jezik, v katerem so bila napisana
matemati£na dela. Gr²£ina je bila kot eden od pogostih jezikov velikega
Sredozemlja, jezik trgovine in kulture, ki so ga govorili izobraºeni ljudje.
Podobno je bilo gr²ko matemati£no izro£ilo prevladujo£a oblika teoreti£ne
matematike [14].

Mnogo starih kultur je razvilo razne vrste matematike, gr²ki matematiki pa
so bili edini, ki so v sredi²£e postavili logi£no sklepanje in dokaz, s te pa so
za vedno spremenili pogled na matematiko.

Med pisanjem zaklju£ne naloge in prebiranjem literature o razvoju matema-
tike v Gr£iji, sem spoznala, da imajo ²tevilne ideje, izreki, dejstva ter trditve
temelj prav v gr²ki matematiki. Gr²ka matematika je vplivala na razvoj in
napredek na razli£nih podro£jih matematike, ²e najbolj pa na podro£ju ge-
ometrije. Starogr²ki matematiki so nam pustili veliko zapu²£ino, za katero
verjamem, da ²e ni popolnoma odkrita.

Kljub razvoju novih podro£jih v matematiki, marsikateri problem iz Stare
Gr£ije ostaja za raziskovalce in ostale, ki se ukvarjajo z matematiko, velika
skrivnost, ki jim daje nove zagone za nadaljne raziskovanje in nove izive.
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