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1 Uvod

Velika nestabilnost svetovnih finan¢nih trgov je zaznamovala zadnjih nekaj let. Po-
sledi¢no se pojavljajo razna vprasanja o negotovi prihodnosti, ali se lahko stvari Se
poslabsajo in koliko se sploh lahko poslabsajo. Da bi lahko odgovorili na taksna in po-
dobna vprasanja, moramo za zacetek poskusSati oceniti verjetnost pojava ekstremnega
dogodka neke slucajne spremenljivke X. Ekstremni dogodek je redek pojav in je vecje
odstopanje od “normalnega” obnasanja slucajne spremenljivke, ki jo preucujemo, in je
lahko ali ekstremni donos ali izjemna izguba. Te ekstremne dogodke najprej pridobimo
iz podatkov, ki so nam na voljo, in jim nato dolo¢imo porazdelitev, ki tem vrednostim
pripada. Te porazdelitve imenujemo porazdelitve ekstremnih vrednosti in so posebna
vrsta porazdelitev, ki se nanasajo le na ekstremne vrednosti. Problem nastane pri
modeliranju redkega pojava, ki lezi izven obmocja opazovanih vrednosti, ki so na vo-
ljo. V takih primerih je bistveno, da se lahko zanasamo na metodologijo. Ta nam
ponuja teorijo ekstremnih vrednosti in zagotavlja teoreti¢ne temelje, ki so potrebni za
statisticno modeliranje in opisovanje taksnih dogodkov ter racunanje ekstremnih mer
tveganja. Teorija ekstremnih vrednosti se ukvarja prav z vprasanji o ekstremno viso-
kih ali ekstremno nizkih vrednostih v zaporedju sluc¢ajnih spremenljivk in nam ponuja
dva razliéna pristopa. Prvi pristop poznamo kot posploseno porazdelitev ekstremnih
vrednosti, ki opisuje limitno porazdelitev normalizirane najvecje vrednosti, drugi pa
je posplosena Paretova porazdelitev, ki se pojavlja kot limitna porazdelitev presezkov
preko neke visoko dolo¢ene meje.

V realnosti pa imamo veckrat opravka s ¢asovnimi vrstami, kjer so spremenljivke
med seboj odvisne. Casovna vrsta je proces v diskretnem ¢asu, kjer je spremenljivka
Y opredeljena z vrednostjo, ki jo le ta zavzame v Casu t in jo oznacimo z Y;. Za
obravnavo ¢asovnih vrst je v uporabi vec¢ razliécnih modelov, najbolj poznani so modeli iz
druzine ARCH, kamor spadajo razli¢ne verzije tako ARCH kot tudi GARCH modelov.
Modeli GARCH se uporabljajo za napovedovanje nestanovitnosti financ¢nih ¢asovnih
vrst, ki temelji na zgodovinskih vrednostih prek prilagajanja modela. Nestanovitnost
je mera razprsenosti porazdelitve oziroma gostote verjetnosti in se jo najpogosteje meri
s pomocjo standardnega odklona o. Najpogosteje uporabljen model iz druzine ARCH
je simetricni GARCH(1,1) model, ki si ga bomo tudi podrobneje pogledali. Ta model

je v financah priljubljen, ker je najbolj preprost, precej prilagodljiv in je lahko oceniti
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parametre, hkrati pa nam omogoca do neke mere modelirati ekstremne dogodke.
Zakljuéna naloga je zasnovana tako, da bomo zaceli z osnovnimi pojmi in nada-
ljevali proti zahtevnejsim konceptom. V 2. poglavju si bomo ogledali, kako poiskati
porazdelitveno funkcijo ekstremnih vrednosti v primerih, ko so sluc¢ajne spremenljivke
med seboj neodvisne. Podali bomo eksplicitne primere v primeru neodvisnosti ter v
primeru, ko imamo opravka z dolo¢eno odvisnostjo. Nato si bomo ogledali Se, kaj pravi
teorija ekstremnih vrednosti [5] [7] [12]. V 3. poglavju bomo opisali metode, s katerimi
si pomagamo pri obravnavi in napovedovanju casovnih vrst. Predelali bomo statisticne
metode za vetrazsezne normalne Casovne vrste [2], koncali pa bomo z GARCH(1,1)
modelom [7] [10]. Zakljuéna naloga predvideva, da so bralcu znani osnovni pojmi s

podrocja verjetnosti in statistike.
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2 Neodvisnost

V tem poglavju si bomo na osnovnih primerih ogledali, kako izracunati porazdeli-
tveno funkcijo ekstremnih vrednosti, saj je ocenjevanje verjetnosti pojava ekstremnih
dogodkov pomembna naloga pri upravljanju s tveganji. Za iskanje ekstremnih vre-
dnosti sicer poznamo dve metodi, to sta metoda obnasanja ekstremnih vrednosti nad
doloceno mejno vrednostjo ter metoda skupne najvisje vrednosti. Slednja metoda je
tradicionalna, uporabna predvsem za analizo sezonskih podatkov. Ce imamo na voljo
drugacne podatke o ekstremih, je u¢inkovitejsa metoda obnasanja ekstremnih vrednosti

nad dolo¢eno mejno vrednostjo in zato je najboljsa izbira za najnovejse uporabe.

e
-1

X11

Slika 2.1: Na levi sliki so oznacene skupne najvisje vrednosti v stirih periodah, na desni

pa ekstremnih vrednosti nad dolo¢eno mejno vrednostjo u [8].

V prvem podpoglavju bomo najprej podali porazdelitveno funkcijo najvecjih vre-
dnosti v primeru, ko so sluc¢ajne spremenljivke neodvisne, izpeljali pa bomo tudi for-
mulo za izracun porazdelitvene funkcije najmanjsih vrednosti. Nadaljevali bomo s pri-
merom, ko med slucajnimi spremenljivkami nastopi dolo¢ena odvisnost. To poglavje
bomo zakljucili z limitnimi porazdelitvami za neodvisen primer, kjer si bomo pomagali

s teorijo ekstremnih vrednosti.



Zanin A., Ekstremne porazdelitve za odvisne spremenljivke

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2013 4

2.1 Eksplicitni primeri

Naj bodo X, X5, X3,..., X, neodvisne in enako porazdeljene slucajne spremenljivke
s porazdelitveno funkcijo F(z) = P(X; < x). Z M = max;<;<, X; 0ozna¢imo najvecjo

vrednost. Zaradi neodvisnosti je:
PM<z) = P"X;<uz),

kjer je P"(X; < z) = F™(z) porazdelitvena funkcija maksimuma. Opazimo lahko e

naslednje: ¢e je P(X; < x) < 1, potem gre P(M < x) — 0, ko n — 0.
Dokaz. Verjetnost P(M < x) lahko zapiSemo kot:

P(M<z) = P(max X; <ux)

1<i<n
= P(X; <=z, zavsei)

= PXj<z,Xo<z,...,X, <x).

Zaradi neodvisnosti lahko to zapisemo kot:

PXy<z)-P(Xyg<z)-----P(X,<z) = ﬁP(X,-S:E).

Ker so spremenljivke enako porazdeljene, je to produkt enakih verjetnosti. Sledi:
[[PXi<2) = PU(Xi<w).
i=1

]

Ponavadi nas precej bolj zanimajo najmanjse vrednosti, saj so to izgube, ki nas
bodo prizadele. Te lahko enostavno izpeljemo iz najvecje vrednosti s pomocjo naslednje

enacbe:

min X; = — max(—X;).
1<i<n 1<i<n

Sedaj izpeljimo Se enacbo za izracun porazdelitvene funkcije najmanjse vrednosti ne-
odvisnih in enako porazdeljenih slucajnih spremenljivk X; s porazdelitveno funkcijo
F(z):

P(min X; >z) = P(— max(—X;) > z)

o = (1= P_E;i <))
= (I=F(z)"

Sledi, da je porazdelitvena funkcija najmanjse vrednosti naslednja:

P(min X; <z) = 1— P(min X; > x)

1<i<n 1<i<n

= 1—(1- F(a)"
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Primer 2.1. Naj bodo slucajne spremenjivke X; neodvisne in eksponentno porazde-
ljene, torej X; ~ exp(\), kjer ¢ = 1,2,...,n. Najprej izracunajmo verjetnost, da je

vrednost slucajne spremenljivke X; manjsa ali enaka x.
P(X;<z) = / fx, (u)du.

Ker je eksponentna funkcija definirana samo za x > 0, racunamo kar integral foz fx,; (uw)du.

Sledi:
/ fx,(w)du = / M- e Mdu
0 0

Dobili smo verjetnost P(X; < z) =1 — e~ Ce obe strani damo na eksponent n,

dobimo:
PYX;<z) = (1—e )

Sedaj pa nas zanima Se verjetnost, da je najvec¢ja vrednost slucajnih spremenljivk X

manjsa od z. Pri dokazu smo izrac¢unali naslednje:

PM<z) = PX;<z)-P(Xo<z)----- P(X, <uz).
Zgoraj smo izracunali verjetnost P(X; < z) =1— e kjer i = 1,2,3,...,n. Torej:
PX,<z) = PXo<a)=-=PX,<z)=1-—¢".
Sledi:
PM<z) = (1—e™)-(1—e?)..... (1 —e™)
n éf(:nov
— (1 o 6—>\x)n

[zracunajmo Se porazdelitveno funkcijo minimuma:

P(min X; <2) = 1—(1-P(X; <z))"

1<i<n
= 1-(1—(1—e?))"

- 1= G—Amn
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Primer 2.2. Naj bodo slucajne spremenljivke X; neodvisne in normalno porazdeljene,
torej X; ~ N(u,0?%), kjer i = 1,2,...,n. Izracunajmo verjetnost, da je slucajna

spremenljivka X; manjsa ali enaka x.

PX;,<z) = / fx; (uw)du
/

Uvedemo novo spremenljivko v:

v=2"F dv:d—.
o
Sledi:
1 e
P(X;<z) = \/%'U.O-‘/—oo e zdv

1 = 2
[ e 2 du
V2T /_oo
= o(= %)
g

Izracunati moramo le Se verjetnost P(M < z). Ker so slucajne spremenljivke X; med

seboj neodvisne, lahko to verjetnost zapisemo kot produkt verjetnosti P(X; < x) po

vseh 1.

PM<zx) = ﬁP(Xi <z).

i=1
Ker pa imajo slucajne spremenljivke X; tudi enako porazdelitveno funkcijo, to je

@(%), lahko to zapisemo kot:

PM<z) = o L) a(H) e (T

- (M)

Vv
n Clenov

Sedaj izracunajmo Se porazdelitveno funkcijo najmanjse vrednosti:

P(min X; <z) = 1-(1-P(X; <z))"

—1- (1—@(“’;”)>n.




Zanin A., Ekstremne porazdelitve za odvisne spremenljivke

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2013 7

2.2 Eksplicitni primeri z odvisnostjo

Oglejmo si primer, ko so spremeljivke X; odvisne od sluc¢ajnih spremenljivk Z in W,
kjerjei =1,2,...,n. Definirajmo X; = Z+W,;. Najbodo Z, Wy, Ws, ..., W, neodvisne

slucajne spremenljivke z normalno porazdelitvijo:
Z ~ N(p,0%) in W;~ N(v,72).

Vemo, da je vsota dveh sluc¢ajnih spremenljivk tudi slucajna spremenljivka, torej je
tudi X; slucajna spremenljivka. Zanima nas porazdelitvena funkcija najvecje vrednosti
P(M < z) , vendar pa te porazdelitvene funkcije ne moremo zapisati kot produkt
verjetnosti P(X; < x), saj so spremenljivke X; med seboj odvisne. Lahko pa zapisemo

naslednje:

Pmax X; <z|Z=z2) = PXi<z|Z=2)-----P(X, <z|Z=2).

1<i<n

Iz predpostavk sledi, da je porazdelitev X; pri pogoju Z = z naslednja:
Xi|Z=2 ~ N(z+uv,712).

Izra¢unajmo, kaksna je verjetnosti P(X; < z|Z = z) :

PX;<zx|Z=2) = / Ixi1z==(

_ (u—(z4w))?
= . / e 272 du
V2T T J_x
1 T w=zmn)?
= : e 277 du.
V2T T J_x

Uvedemo novo spremenljivko v:

—z— d
yow—z—v) o du
T T

Vstavimo novo spremenljivko v zgornji izraz in dobimo:

1 T v2
PX;<z|Z=2z) = Jor 1 T / e zdv
1
27T o

Sedaj lahko zapisemo naslednje:

P(max X; <z|Z =2) = (@(M)) .
1<i<n T
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Porazdelitveno funkcijo najvecje vrednosti izracunamo na naslednji nacin:
P(M <) = / Fuzes() - f2(2)dz,
kar v naSem primeru pomeni naslednje:

P(M<2) = /oo (@(@))n-fzg)dz.

—00

2.3 Limitne porazdelitve za neodvisen primer

Klasi¢na teorija ekstremnih vrednosti se ukvarja z asimptoticno porazdelitvijo stan-

spremenljivk s skupno porazdelitveno funkcijo F'.

Izrek 2.3. (The Three Types Theorem) Z M = max(Xy, Xa, ..., X,) oznacimo maksi-
malno vrednost neodvisnih in enako porazdeljenih slucajnih spremenljivk X1, Xo, ..., X,
s skupno porazdelitveno funkcijo F. Ce obstajajo konstante a, > 0 in b, € R, da za
vsak x velja:

lim P(M < a,z+b,) = lim F(a,z+0b,)" =G(x),

n—o0 n—oo

potem je G(x) nedegenrerirana porazdelitvena funkcija. V tem primeru je funkcija G(x)

enaka enemu izmed naslednjih tipov porazdelitev ekstremnih vrednosti:

Gx)=Ax) = e ¢ Vo (2.1)
<
G(z) = Dolz) = { b w0 (2.2)
e zax >0,
—|a]* <
G(r) = Valz) = { o sl (2.3)
1, zax >0,

Te vrste porazdelitev se imenugjejo: (2.1) Gumbelova, (2.2) Fréchetova in (2.3) Wei-

bullova porazdelitev. Pri Fréchetovi in Weibullovi porazdelitvi mora veljati tudi o > 0.

Izrek treh tipov (ang. The Three Types Theorem) sta prvotno navedla Fisher
in Tippett (1928) brez podrobnega matemati¢nega dokaza, kasneje pa ga je dosledno
izpeljal Gnedenko (1943) [9].

Na sliki 2.2 si oglejmo Se funkcije gostot za standardno Fréchetovo, Weibullovo in
Gumbelovo porazdelitev. Opazimo lahko, da Fréchetova porazdelitev najbolj ustreza
porazdelitvam z debelim repom (ang. fat tail), Weibullova porazdelitev je asimptotska
porazdelitev s kon¢éno tocko in brez oziroma z omejenim repom, zadnja, Gumbelova

porazdelitev, pa je znacilna za porazdelitve s tankim repom (ang. thin tail).
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Slika 2.2: Gostote za standardne porazdelitve ekstremnih vrednosti. Za Fréchetovo in

Weibullovo porazdelitev je a =1 [5].

2.3.1 Posplosena porazdelitev ekstremnih vrednosti

Za statisticne namene lahko vse tri porazdelitve ekstremnih vrednosti zdruzimo v eno
druzino porazdelitev.
Definicija 2.4. Posploseno porazdelitev ekstremnih vrednosti (GEV) ali Jenkinson-
von Mises predstavitev poznamo kot:
—(14&x)1/¢ g ?é 0
e za ,
Ge(z) = { -

e za & =0,

kjer je 1+&x > 0 in je £ € R parameter, ki doloca obliko porazdelitve. Pri tem moramo

upostevati Se naslednje omejitve:
x> za €>0,
r< =& za <0,
reR za &=0.

Ker ¢ doloca obliko porazdelitve, s tem pa tudi debelino njenih repov, ga imenujemo

tudi repni parameter (ang. tail index). Standardna porazdelitev ekstremnih vrednosti

predstavlja vse tri tipe in sicer:



Zanin A., Ekstremne porazdelitve za odvisne spremenljivke

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2013 10

e Ce je £ > 0, imamo Fréchetovo porazdelitev: Gg(‘%l) = Oy ().
e Ceje ¢ =0, imamo Gumbelovo porazdelitev: Go(z) = A(x).

e Ceje &£ <0, imamo Weibullovo porazdelitev: Gg(—%ﬂ) =U_y ().

Ta predstavitev je koristna za statisticne metode, ki delujejo na osnovi najvecje
vrednosti neodvisnih in enako porazdeljenih sluc¢ajnih spremenljivk.
Poznamo pa tudi posploseno porazdelitev ekstremnih vrednosti za nestandardizi-

rane ekstreme, ki jo zapisemo kot:

e UHETE e g

G, ﬂ/’(x) = B el
: e ¥ zal=0,

kjer 1 nastopa kot parameter lokacije, 1) kot parameter obsega ter ¢ kot parameter

oblike, veljati pa mora tudi 1 +£*# >0 .

2.3.2 Posplosena Paretova porazdelitev

Predpostavimo, da porazdelitev X pogojno presega mejno vrednost u, kar bi lahko
zapisali kot Y = X —u > 0. Pogojna porazdelitvena funkcija je naslednja:

Fluty) — Fu)

F.(y)P(Y <ylY >0) 1= F(u)

Ugotovimo da, ko u — supz : F'(z) < 1, lahko porazdelitveno funkcijo F,(y) zelo dobro

ocenimo s pomocjo posplosene Paretove porazdelitve.

Definicija 2.5. Posplosena Paretova porazdelitev (GPD) definira porazdelitveno funk-
cijo G¢ kot:

Culr) = 1—(1+&x)"Yeza € #0,
Q&= l—e™za&=0,

kjer velja naslednje:

x>0 za £2>0,

0<z<—-1/§ za £<0.

Tudi to porazdelitev lahko zapisemo Se na drugi nacin:

1= (1+€5) Y g £0,
1—e P zaé=0,

Gep(r) = {

kjer je 4> 0iny > 0, ko je £ > 0, oziroma 0 <y < —5/£, ko £ < 0.
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3 Odvisnost

V tem poglavju bomo obravnavali primere, ko so slucajne spremenljivke med seboj
odvisne. Ce imamo prisotno odvisnost med slu¢ajnimi spremenljivkami, lahko po-
skusimo napovedati njihovo obnasanje s pomocjo statisticnih metod in modelov (npr.
ARCH in GARCH). Najprej si bomo ogledali mere za dolocanje natan¢nosti napo-
vedi ter statisticne metode za casovne vrste, ki so ve¢razsezno normalne. To so metoda
drsece sredine, metoda tehtane drsece sredine ter metoda eksponentnega glajenja. Nato
bomo nadaljevali z obravnavo GARCH(1,1) modela, ki se uporablja za napovedovanje
nestanovitnosti, ki temelji na zgodovinskih vrednostih in pri katerem imajo najnovejsi
podatki vecji pomen kot starejsi. V splosnem se GARCH model osredotoca na varianco
pogojne porazdelitve donosa, ki se v ¢asu spreminja, hkrati pa neko osnovo predsta-
vlja tudi brezpogojna varianca. Ker imamo pri tem modelu opraviti z variancami z
razlicno vrednostjo, dobimo porazdelitev z debelimi repi. To pomeni, da bo napove-
dana ¢asovna vrsta bolj nagnjena k ekstremnim vrednostim. Se prej si oglejmo, kaj je
stacionarnost, saj je to osnova ¢asovnih vrst. Pod pojmom casovna vrsta razumemo
niz istovrstnih podatkov v posameznih zaporednih ¢asovnih trenutkih ali intervalih.
Poznamo strogo in Sibko stacionarnost. Casovna vrsta X, je strogo stacionarna, ce
je skupna porazdelitev x;,, 4,, ...,z , kjer je k& poljubno pozitivno celo stevilo in je
t1,t9, ..., tx nabor k pozitivnih celih Stevil, nespremenjena (invariantna) ne glede na
casovni zamik. Z drugimi besedami to pomeni, da je skupna porazdelitev x;,, zy,, . .., 2,
identi¢na skupni porazdelitvi 44, Tiye, - - -, Ty, 1 za vse t. Ker je to tezko empiri¢no
dokazati, se veckrat predpostavlja sibkejso razli¢ico stacionarnosti. Casovna vrsta X,
je Sibko stacionarna, ¢e sta, tako povprecje x; kot tudi kovarianca med x; in x; 4, kjer
je £ poljubno celo stevilo, v ¢asu nespremenljivi. Bolj natan¢no: casovna vrsta X; je
sibko stacionarna, ¢e (a) E(z;) = p, ki je konstanta in (b) cov(xy, z;_¢) = e, ki je od-
visna samo od £. V praksi bi to pomenilo, da bi ¢asovni prikaz podatkov T opazovanih
casovnih tock z;,t = 1,2,...,T pokazal, da vrednosti x; nihajo s konstantno variacijo
okoli fiksne vrednosti. Ce pa je ¢asovna vrsta X, normalno porazdeljena, potem je

sibka stacionarnost enakovredna strogi stacionarnosti [13].
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3.1 Metode za odvisen primer

V tem poglavju bomo obravnavali metode, s katerimi pravzaprav poskusamo napo-
vedati potek casovne vrste. Preden se posvetimo metodam, pa moramo obravnavati
tudi mere za natanc¢nost napovedi. Te mere se uporabljajo za ugotavljanje natancnosti
dolocene metode, ki jo uporabimo in preverimo na podatkih ¢asovne vrste, ki so Ze na
voljo. S pomocjo teh mer lahko izberemo metodo, ki dolo¢ene podatke najbolje obdela
in nam poda ¢im bolj to¢no napoved za prihodnost.

Povprecna absolutna napaka je povprecje absolutnih vrednosti napak napovedi, s

kratico MAE (ang. mean average error):
1 n
MAE = - Y; — Fi,
- ; | |

kjer Y; oznacujejo dejanske vrednosti in F; napovedane vrednosti. To je mera, ki se
z absolutno vrednostjo izogne problemu, da bi se pozitivne in negativne vrednosti
med seboj iznicile. Temu problemu se izogne tudi druga mera, le da se ta izogne
z racunanjem povprecja kvadratnih napak napovedi. Ta mera se imenuje povprecje

kvadratnih napak in jo oznacujemo s kratico MSE (ang. mean squared error):
1 n
MSE = =) (Yi— F)~.
- ;( )

Za primerjave na razlicnih ¢asovnih intervalih ali med razlicnimi ¢asovnimi vrstami je
boljsa mera MAPE (ang. mean absolute percentage error) oziroma povprecje abso-
lutnih odstotnih napak. Pri tej meri moramo najprej izracunati odstotno napako za
vsako napoved in Sele nato lahko izracunamo povprecje absolutnih vrednosti odstotkov

napak napovedi:

9

1~ |Yi—F
MAPE = — ; Y
Vse te mere natancnosti napovedovanja merijo natancnost metode, ki smo jo uporabili,
na preteklih podatkih ¢asovne vrste.

Ce je uporabljena metoda natancna pri napovedovanju pri podatkih, ki so nam ze
znani, lahko predvidevamo, da bo metoda dovolj natancna tudi pri napovedovanju pri-
hodnosti. Vendar pa se ni dobro zanasati samo na mere za natan¢nost napovedi, ampak
je pri izbiri metode pomembna tudi dobra presoja in znanje o pogojih poslovanja, ki

bi lahko vplivali na prihodnost.

3.1.1 Metoda drsece sredine

Metoda drsece sredine (ang. Moving Average) kot napoved za naslednje obdobje upo-

rablja povprecje zadnjih n podatkov ¢asovne vrste. Izraz “drseca” se uporablja, ker
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se povprecje spremeni vsakic¢, ko dobimo na razpolago novo opazovano vrednost, saj
vrednost le te zamenja vrednost najstarejSe opazovane vrednosti v enacbi. Napoved

drsece sredine reda n je naslednja:

Yi+Yia+ -+ Y
n )

Ft+1 =

kjer je Fy;y1 napoved za obdobje t + 1 ¢asovne vrste in Y; dejanska vrednost ¢asovne
vrste v obdobju t.

Za napovedovanje ¢asovne vrste s pomocjo drsece sredine moramo najprej dolociti
stevilo zadnjih vrednosti ¢asovne vrste, ki jih bomo upostevali v metodi, oziroma red.
Ce se nam zdijo pomembni tako starejsi kot novejsi podatki ¢asovne vrste, potem je
bolje izbrati vec¢ji n, ¢e pa se nam zdijo pomembnejsi samo zadnji podatki, potem je
zazeljeno izbrati manjsi n. Casovne vrste s horizontalnim vzorcem se lahko preusmerijo
na novo stopnjo v daljSem c¢asovnem obdobju. Drsec¢e povprecje se v takem primeru
prilagodi novi ravni vrste in ponovno zagotavlja dobre napovedi v obdobju n. Manjsa
vrednost n bo hitreje sledila premikom v ¢asovnem nizu, vendar pa je vecja vrednost

n bolj uc¢inkovita pri glajenju nakljucnih nihanj v daljSem ¢asovnem obdobju.

Primer 3.1. Metodo drsece sredine preizkusimo na podatkih o gibanjih drobnopro-
dajnih cen 95-oktanskega bencina v Sloveniji od zacetka leta 2007 do 14.5.2013, saj je
bil ta zadnji razpolozljivi podatek dne 23.5.2013 na spletni strani Ministrstva za go-
spodarski razvoj in tehnologijo. V skladu z Uredbo o oblikovanju cen naftnih derivatov
se cene le teh spreminjajo vsakih 14 dni. Da bi dobili drseco sredino, ki bi najbolje
napovedala naslednjo vrednost ¢asovne vrste, preizkusimo metodo na razlicnem stevilu
podatkov, ki jih bomo uporabili pri ra¢unanju povprecja kot napovedi. Za ta Stevila
izberimo vrednosti 3,5 in 10.

Ker zZelimo ugotoviti, katera izmed teh metod najbolje obdela podatke in nam
s pomocjo le teh poda najboljso napoved, izracunajmo Se mere za ugotavljanje na-
tancnosti (lahko tudi samo eno). Poleg izra¢unanih mer za omenjene drsece sredine,
izracunajmo tudi mero natancnosti za napoved, pri kateri je napovedana prihodnja

vrednost enaka zadnji, ki nam je znana (n = 1).

Tabela 3.1: Mere natancénosti za metodo drsece sredine.

n=1| n=3| n=5|n=10
MAE 0,0184 | 0,0298 | 0,0392 | 0,0494
MSE 0,0006 | 0,0015 | 0,0026 | 0,0045
MAPE | 1,5766 | 2,5640 | 3,3875 | 4,3179
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Slika 3.1: Grafiéni prikaz gibanja cen bencina ter metode drsece sredine za n = 3 in
n = 10.

Iz tabele 3.1 lahko razberemo, da je napoved metode drsece sredine na izbranih
podatkih o cenah bencina v Sloveniji najbolj to¢na v primeru, ko smo enostavno izbrali
zadnji podatek za napoved prihodnje vrednosti. Bolj, kot smo n povecevali, slabsa

oziroma manj natancna je bila napoved drsece sredine.

Primer 3.2. Zanima nas tudi, kako se pri manjSem obsegu podatkov drobnoprodajnih
cen 95-oktanskega bencina spremeni natancnost drsece sredine. V tem primeru izbe-
rimo le podatke za eno leto nazaj in sicer od 15.5.2012 do 14.5.2013. Tudi v tem pri-
meru za napoved uporabimo razli¢na stevila podatkov, s pomocjo katerih izracunamo
sredino, ki nam predstavlja napoved za prihodnjo vrednost.

V tem primeru opazimo, da je izmed drsecih sredin z napovedjo zadnje vrednosti
casovne vrste in napovedjo povprecja zadnjih 3 in 5 obdobji ¢asovne vrste, najbolj
natancen prvi, ko smo izbrali za napoved zadnji podatek, torej isti kot v zgornjem
primeru, ko smo imeli na razpolago za izracun vecji obseg podatkov. Ko pa smo
izbirali vedno vecje stevilo n, smo, za razliko od prejsnjega primera, dobili vedno bolj

natancno napoved. Do taksnih razlik je prislo najverjetneje zaradi tega, ker je casovna
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Tabela 3.2: Mere natancénosti za metodo drsece sredine pri manjSem obsegu podatkov.

n=1] n=3| n=5|n=10|n=15
MAE 0,0242 | 0,0379 | 0,0487 | 0,0349 | 0,0234
MSE 0,0010 | 0,0020 | 0,0033 | 0,0017 | 0,0008
MAPE | 1,6254 | 2,5227 | 3,2080 | 2,3152 | 1,5567

vrsta pri manjSem obsegu podatkov videti bolj stacionarna.

3.1.2 Metoda tehtane drsece sredine

V metodi drsece sredine ima vsaka opazovana vrednost ¢asovne vrste neko tezo. Ob-
staja tudi druga razlicica te metode in sicer tehtana drseca sredina (ang. Weighted
Moving Average), pri kateri lahko vsaki opazovani vrednosti dolo¢imo svojo tezo. Na-
poved te metode izracunamo po naslednji formuli:

N
Froio = wiYi+wY, 1+ +w,Ypiq, in Veljaz w; = 1,
i=1

kjer je Fiy; napoved za obdobje t 4+ 1 ¢asovne serije, Y; dejanska vrednost ¢asovne
serije v obdobju ¢ in so wy,ws, ..., w; utezi, ki smo jih dolocili dejanskim opazovanim
vrednostim.

Pri tej metodi moramo najprej izbrati Stevilo opazovanih vrednosti, ki jih bomo
vkljuéili v izracun, ter jim Sele nato dodati tezo. V vecini primerov dolo¢imo novejsim
podatkom vecjo tezo kot starejSim, izjeme so primeri, ko je ¢asovna vrsta zelo spre-
menljiva. V takem primeru je morda Se najbolje, ¢e izberemo priblizno enake utezi
za opazovane vrednosti. Za preverjanje natanc¢nosti metode glede na izbrano stevilo
podatkov ter utezi, ki smo jim jih doloéili, je priporocljiva uporaba MSE kot mera za

natancnost napovedi.

Primer 3.3. Na podatkih o gibanjih drobnoprodajnih cen 95-oktanskega bencina v
Sloveniji od zacetka leta 2007 do 14.5.2013 preizkusimo tudi metodo tehtane drsece
sredine. V tem primeru se najprej odlo¢imo, da bomo v izracun vkljucili zadnje 3
opazovane vrednosti. Ker je po teoriji v vecini primerov bolj natan¢na metoda, ki daje
novejsim podatkom vecjo tezo (razen v izjemnih primerih), preverimo, ¢e tudi za nas
primer to drzi. Za prvo napoved dolo¢imo utezi w; = 1/6,wy, = 2/6 in ws = 3/6,
pri drugi napovedi pa vrednosti prve in zadnje utezi samo zamenjamo, torej w; =
3/6,ws =2/6 in w3 = 1/6.

Pri ra¢unanju mer natancnosti za primerjavo z metodo drsece sredine vklju¢imo Se

metodo z enakimi utezmi w; = we = w3 = 1/3. Opazimo lahko, da smo napovedi
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Slika 3.2: Grafi¢ni prikaz gibanja cen bencina ter metode tehtane drsece sredine z vecjo

tezo na novejsih podatkih ter metodo tehtane drsece sredine z vecjo tezo na starejsih

podatkih.

metode drsece sredine izboljsali z metodo tehtane drsece sredine s pomocjo utezi. Tako

kot v vecini primerov, je tudi v nasem primeru metoda bolj natanc¢na, ¢e ima vecji

poudarek na najnovejsih podatkih, kot pa v primeru, ko imajo podatki enako tezo. Ko

smo pri tehtani drseci sredini dali vecji pomen starejsim podatkom, smo dobili najmanj

natancne napovedi.

Tabela 3.3: Mere natancnosti za metodo tehtane drsece sredine.

1 11 1 1 1 11

Wi=535 | Wi=533 | WiT550

MAE 0,0257 0,0298 0,0341
MSE 0,0012 0,0015 0,0020
MAPE 2,2077 2,5640 2,9383
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3.1.3 Metoda eksponentnega glajenja

Metoda eksponentnega glajenja (ang. Exponential Smoothing) je pravzaprav poseben
primer metode tehtane drsece sredine, saj za napoved prav tako uporablja tehtano pov-
precje preteklih vrednosti ¢asovne vrste. Glavna razlika med tema dvema metodama
je ta, da pri eksponentnem glajenju dolocamo le tezo zadnjemu opazovanju, teze osta-
lim opazovanjem pa se izracunavajo avtomatsko in postajajo vedno manjse za starejse
opazovane vrednosti. Formula, s pomoc¢jo katere izracunamo napoved eksponentnega

glajenja, je naslednja:
Ft+1 = CYK + (1 — Oé)Ft,

kjer je F;.1 napoved za obdobje t + 1 ¢asovne vrste, F; napoved za obdobje ¢ ¢asovne
serije, Y; dejanska vrednost casovne serije v obdobju t in a konstanta glajenja, ki za-
vzema vrednost na intervalu [0,1]. Manjsa vrednost konstante glajenja je zazeljena v
primeru, ko ¢asovna vrsta vsebuje vecjo naklju¢no variabilnost, saj ne zelimo prehi-
tro prilagajati napovedi. Za casovne vrste, ki vsebujejo relativno majhne nakljuéne
spremembe, je priporocljiva vecja vrednost konstante glajenja. Le ta omogoca hitrejse
prilagajanje napovedi, kar pomeni, da se napovedi hitreje odzovejo na spreminjajoce
se razmere.

Zgornjo formulo lahko zapisemo tudi na drugacen nacin in sicer:
Fion = F+aY,-F),

pri kateri je napoved za obdobje ¢t 4 1 sestavljena iz vrednosti prejsnje napovedi F; ter
napake v obdobju ¢, ki je tehtana s konstanto glajenja a.
Da bomo videli, da je metoda eksponentnega glajenja pravzaprav tehtana sredina,

zapiSimo to formulo na dolg nacin:
Fiyp = oY+ (1—-a)aY +(1—a)aY, o4+ (1 —a) a4+ (1 — a)'F.

Predvidevajmo, da je napoved za prvo obdobje enaka dejanski vrednosti za to obdobje,
torej F; = Y;. Sedaj lahko zgornjo formulo zapisemo kot tehtano povprecje samih

dejanskih vrednosti:
Fiyp = aY,+(1—-a)aY,_1+(1—a)aY o+ -+ (1—a)2aY, + (1 -a)" V.

7 razliko od drugih metod, metoda eksponentnega glajenja ne potrebuje vseh pre-
teklih vrednosti ¢asovne serije, da bi lahko napovedala vrednost le te v naslednjem
casovnem obdobju. Za izracun napovedi v obdobju ¢ + 1 potrebujemo le podatka o

dejanski vrednosti ¢asovne vrste v obdobju ¢ (Y;) in napoved za to obdobje (F}).
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Primer 3.4. Tako kot prejsnji metodi bomo tudi metodo eksponentnega glajenja pre-
izkusili na podatkih o gibanjih drobnoprodajnih cen 95-oktanskega bencina v Sloveniji
od zacetka leta 2007 do 14.5.2013. V temu primeru bomo preizkusili, kaksen vpliv imajo
razlicne vrednosti konstante glajenja na napoved omenjene metode. Pri racunanju na-
povedi smo za « vzeli vrednosti 0,2,0,5 in 0, 8, kot napoved za drugo obdobje pa smo

uporabili dejansko vrednost iz prvega obdobja ¢asovne vrste.

1,7
iP5 \}Eﬁf‘\
1,3 -
1,1 4
0,9 |
—Dejanska cena
0,7 - —Napoved («=0,2)
——Napoved (x=0,5)
Napoved (x=0,8)
0,5 T T T T T T
4.1.2007 4.1.2008 4.1.2009 4.1.2010 4.1.2011 4.1.2012 4.1.2013

Slika 3.3: Graficni prikaz gibanja cen bencina ter metode eksponentnega glajenja pri

razlicnih vrednostih a.

Da bomo ugotovili, katera vrednost konstante glajenja je bolj primerna za izbrano
¢asovno vrsto, izracunajmo Se mere natancnosti. Napoved s pomocjo metode ekspo-
nentnega glajenja je najbolj natancna pri manjsi vrednosti a. Sklepamo lahko, da
so v nagi casovni vrsti prisotne ve¢je nakljuéne spremembe. Ce bi zeleli napoved Se
izboljsati, bi lahko poskusili izracunati Se napovedi pri Se manjsi vrednosti konstante

glajenja (npr. a =0,1).
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Tabela 3.4: Mere natancnosti za metodo eksponentnega glajenja pri razli¢nih vredno-
stih a.

a=0,2|a=0,5|a=0,8
MAE 0,0207 | 0,0274 | 0,0409
MSE 0,0008 | 0,0013 | 0,0030
MAPE | 1,7752 | 23734 | 3,5523

3.2 GARCH (1,1)

Predpostavimo, da je model donosov (ang. return) naslednji:
Ty = Wt 0z,

kjer je z; zaporedje neodvisnih in enako porazdeljenih slucajnih spremenljivk z E(z;) =
0 in var(z) = 1. Engle (1982) predstavi ARCH(p) model (ang. autoregressive con-
ditionally heteroskedastic model of order p) in izrazi pogojno varianco kot linearno

funkcijo:
2 _ + 2 L4 2
0, = O a1E; 4 apgt—p
P
_ 2
= oo+ E 0G4,
i=1

kjer je e; = 0,2 normalno porazdeljena, &;|I; ~ N(0,0?), pri emer nam I; predsta-
vlja mnozico informacij preteklih stanj. Da bo pogojna varianca pozitivna, morajo
parametri zadostovati naslednjim pogojem: ag > 0ina; >0zai=1,2,...,p.

Bollerslev (1986) predlaga uporabno razsiritev, generaliziran oziroma posplosen
ARCH model (ang. generalized ARCH model), znan kot GARCH(p, q):

P a
2 2 2
o, = 040+§ aigt_i—f—g ﬁjo-t—j7
=1 =1

kjer ap > 0,0; > 0zai=1,2,...,p, 8; > 0zaj=1,2,...,¢in Y, (0,4 5,) < 1.
Ta model predpostavlja, da pogojna varianca v ¢asu ¢ ni odvisna samo od kvadratov
napak v prejsnjem obdobju kot pri ARCH modelu, temvec tudi od pogojnih varianc v
preteklem obdobju.

GARCH(1,1) model je najenostavnejsi in najpogosteje uporabljen izmed vseh GARCH
modelov, poznamo pa ga tudi pod imenom simetricni GARCH. Pogojno varianco pri

tem modelu dolo¢a naslednja formula:

2 2 2
Oy = 050+0415t_1+510't_1,
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z brezpogojno varianco o? = aig;, pri cemer velja oy > 0 in b1 <1, (q+p) <1.V

tem modelu koeficient «; z veliko vrednostjo pomeni, da nestanovitnost reagira precej
intenzivno glede na gibanje na trgu, medtem ko koeficient 5, z veliko vrednostjo kaze
na to, da potrebujejo Soki na pogojno varianco dolgo casa, preden izgubijo ucinek.
Potrebni in zadostni pogoj za predpostavko o stacionarnosti za GARCH(1,1) model je:
o+ pr < 1.

Ker za GARCH modele velja ¢, = 0,2, lahko to enac¢bo vstavimo v GARCH(1,1)

model in dobimo naslednjo formulo:
Uwa = oot 01:2—1(0‘127&2—1 + Br).

Napoved GARCH modela je mogoce dobiti na naslednji na¢in. Za GARCH(1,1)

model predvidevajmo, da je nas zacetni cas t. Napoved za en korak naprej je naslednja:
o = g+ gl + Bioy,

kjer sta g; in 0 v ¢asu ¢ znana. Za napoved vecih korakov naprej, najprej preuredimo

formulo za GARCH(1,1) z uporabo enacbe ¢; = 0,2;. Dobimo:
O'tz = O + (041 + 51)0}/271 -+ alaffl(szl — 1)

Ce naredimo sedaj dva koraka naprej in izpeljemo pogojno varianco za ¢as t+2, dobimo:

Ut2+2 = ag+ (a1 + Bl)afﬂ + 0‘1‘7?+1(2t2+1 - 1),

z E((z},, — 1)|I;) = 0. Za napoved dveh korakov naprej lahko zapiSemo naslednjo

enacho:
2 — 2
0o = o+ (a1 + B1)og,.
V splosnem lahko za napoved k-korakov naprej zapisemo naslednjo formulo:
0t2+k = ap+ (o + 51)(&2%,1 za k > 1.
Alternativno lahko zadnjo ena¢bo zapisemo tudi kot:
Ut2+k = o’ + (a1 + 51)k(0,52 — 02) za k > 1.

Za GARCH(1,1) model so znani vsi potrebni in zadostni pogoji za obstoj stacio-
narne razlicice ¢; glede na to, da so parametri ag, oy in 5 ter porazdelitev z; znani.
Ceprav je GARCH(1,1) model z le tremi parametri, se v vecini primerov smiselno
prilagaja finanénim podatkom pod pogojem, da vzorec ni bil izbran iz predolgega ob-
dobja, saj postane v tem primeru vprasljiva predpostavka o stacionarnosti. Statisti¢cno

ocenjevanje parametrov v GARCH(1,1) modelu je nezahtevno [7, poglavje 5].
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3.2.1 Ekstremalni indeks

Pri cenah finan¢nih imetij se izmenjavajo obdobja vec¢je in manjse volatilnosti zaradi
odvisnosti podatkov na lokalne razmere (recesija, naravne nesrece itd.), saj le te vpli-
vajo na npr. menjalne tecaje in cene nepremicnin. Tako lahko v ¢asovni vrsti obicajno
opazimo cel skupek ve¢jih vrednosti v krajSem obdobju, ko se pojavi ena velika vre-
dnost. Te skupine ekstremnih vrednosti lahko opiSemo z ekstremalnim indeksom. Ek-
stremalni indeks je koli¢ina, ki omogoca dolo¢anje razmerja med strukturo odvisnosti

podatkov in vedenjem njihovih ekstremov.

Definicija 3.5. Naj bo X,, strogo stacionarno zaporedje in 6 nenegativno stevilo.

Predpostavimo, da za vsak 7 > 0 obstaja zaporedje u,, tako, da velja:

n(l — F(u,)) — T,
P(M, <u,) — e,

potem imenujemo 6 ekstremalni indeks zaporedja X,.

Indeks lahko zavzema vrednosti na intervalu (0, 1], saj je primer, ko je 8 = 0,
nerealen. Ce je § = 1, se preseganja meje pojavljajo posamezno. Vrednost ekstremal-
nega indeksa lahko ocenimo s pomocjo statisticnih metod kot sta npr. metoda blokov
(ang. The Blocks Method) in ekstremni indeks kot pogojna verjetnost (ang. The Runs
Method), oglejte si tudi Embrechts [5, poglavje 8].

3.2.2 Ocenjevanje parametrov modela GARCH(1,1)

Pri ocenjevanju parametrov si najveckrat pomagamo z metodo najvecjega verjetja. Na
dolocen dan predpostavljamo, da so donosi za naslednji dan pogojno porazdeljeni kot
normalna slucajna spremenljivka. Ob predpostavki, da so donosi neodvisni, pa lahko
skupno porazdelitev zapisemo kot produkt mejnih gostot in jo izrazimo kot funkcijo
verjetja. Pri tem mislimo na funkcijo, kjer nimamo danih podatkov za doloc¢anje para-
metrov, ampak parametri doloc¢ajo podatke. Nato Se maksimiziramo funkcijo verjetja
glede na parametre. Vecrazsezno gostoto lahko zapisemo kot produkt funkcij pogojne

gostote:

f(ﬁﬂ“m---ﬂ“]v) = f(TN|7“1,7‘2»--'77“N—1)f(7“1,7"27~-,7”N—1) ==

= f(TN’ThT%“-7TN—1)f(TN—1’T17T27-'-7TN—2)"'f(Tl)-

Za GARCH(1,1) z normalnimi porazdeljenimi pogojnimi donosi je funkcija verjetja
naslednja:

L(ao,al,ﬁl,,u\ﬁ,rg, ce ,TN) =
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1 oy 1 v am? 1 cme?

2 2
= —— . e 20y —_—— . e N—-1 e —— . 207

N [2r02, 21o?

Ker funkcija log L. monotono narascajoca funkcija L, lahko maksimiziramo logaritem

funkcije verjetja:

N
(T’i - M)2
— 202-2 '

N
N 1
logL(a07a17617M|T17T27 s 7TN) = _Elog (27T) - 5 Z;log (0-12) -

Ce iz tega izpeljemo Se logaritemsko funkcijo verjetja posamezne opazovane vrednosti

ry [1], dobimo naslednjo enacbo:

1 2 i
Iy = —E(logatﬂLa—?),

kjer ¢lena log (27) nismo upostevali, saj ne vpliva na oceno. Sedaj moramo Y [; ma-

ksimirati. Parametre variance oznac¢imo z 6 = (ag, oy, 31)7. Parcialni odvodi so:

o1 (s
00 20?7\ o} It

2
Jo;

gt = 00

kjer je g; gradient:

Te odvode izracunamo z rekurzijo in dobimo naslednjo enacbo:

g = w+Bgi1,

kjer je uy = (1,671,007 ;). To lahko zapisemo tudi drugace in sicer:

a;‘tz = 14+ _803_1’
8040 8040
do? ) do?
9, G + Ja’
o _ oo
85 = 0¢-1 aﬂ .

Ce sedaj te odvode izena¢imo z ni¢, dobimo sistem nelinearnih enacb, ki ga lahko

resimo s pomocjo Berndt-Hall-Hall-Hausmann (BHHH) algoritma:

is1 = 0+ NH g,

kjer je \; spremenljiva dolzina koraka, ki je izbrana za maksimiziranje funkcije verjetja,

H; je Hessejeva matrika} (g:g/) in g = > g+
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Ne smemo pozabiti, da moramo poleg parametrov «yg, ay, 81 in p oceniti tudi zacetno
nestanovitnost o;. V teoriji velja, da v primeru, ko je ¢asovna vrsta dovolj dolga,
ocenjevanje o1 ni pomembno. V praksi se izkaze, da lahko dobro ocenjena o7 pripomore
k boljsemu ocenjevanju tudi pri dolgi ¢asovni vrsti. Zanjo se najpogosteje privzame
vrednost brezpogojne variance o.

Moramo se zavedati, da je v primeru normalne porazdelitve donosov ocenjevanje
dokaj nezapleteno in enostavno, saj imamo le tri parametre, ki jih moramo oceniti.
V kolikor donosi nimajo normalne porazdelitve, postane ocenjevanje zahtevnejse, saj
imamo zagotovo ve¢ parametrov, ki jih moramo oceniti. Poglejmo si primer, ko imajo
donosi porazdelitev posplosene napake, GED (ang. Generalized Error Distribution)

[11]. V tem primeru imamo naslednjo funkcijo logaritmiranega verjetja:

log L(ag, ou, B, pt, v|ri, e, ..., 7N) =
N N )2\ Y
Nlog (1) -log (V) (1-1/1) o (2)-log (M(1/)) -3 10w (2)—3 3= (V85 )

Ce v to enacho vstavimo e formulo za pogojno varianco modela GARCH(1,1), dobimo
tudi v tem primeru funkcijo verjetja, ki je odvisna samo od parametrov in donosov r;

s to razliko, da imamo sedaj Se dodatni parameter v, ki ga moramo oceniti.

Primer 3.6. S pomocjo programa MATLAB bomo poskusali ¢im bolje opisati do-
nose ter oceniti parametre modela GARCH(1,1) za tedenske cene navadnega bencina
v Ameriki, ki sem jih dobila na spletni strani Ameriske uprave za podatke o energiji
(U.S. Energy Information Administration). Te podatke smo izbrali, ker nam ponujajo
dovolj dolgo ¢asovno serijo za dobro ocenjevanje.

Na naslednjem grafu, ki prikazuje gibanje tedenskih cen bencina, lahko opazimo
obdobja z majhnimi nihanji ter obdobja z velikimi nihanji cen. V letih od 1991 do
2000 so se cene zelo malo spreminjale, najvecje spremembe pa so cene dozivljane med
letoma 2005 in 2010. Ta opazanja potrdi graf tedenskega donosa, ki je v dolocenih
obdobjih veliko bolj raztresen.
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Slika 3.4: Grafi¢ni prikaz gibanja tedenskih cen bencina v Ameriki (enota: $/galona).
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Slika 3.5: Grafi¢ni prikaz tedenskega donosa.

Naslednja grafa, tako porazdelitvena funkcija donosov kot tudi primerjava kvan-
tilov, kazeta na to, da donosi niso normalno porazdeljeni. Porazdelitvena funkcija
donosov ima v primerjavi z normalno porazdelitvijo bolj konicast vrh ter debelejse

repe. Na podlagi tega lahko sklepamo, da je bolj nagnjena k ekstremnim vrednostim.
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To ugotovitev potrjuje tudi graficni prikaz primerjave kvantilov, saj so si kvantili okoli
0 obeh porazdelitev zelo podobni, medtem ko je razlika med njimi vedno vecja, Ce se
pomikamo proti robovom porazdelitev. Prav zaradi taksnih donosov, ki niso normalno

porazdeljeni, bomo pri ocenjevanju casovne vrste uporabili GARCH(1,1) model.

30 -

25— -

20— —

15| .

10+ —

Slika 3.6: Grafi¢ni prikaz porazdelitvene funkcije donosov.
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Slika 3.7: Graficni prikaz primerjave kvantilov donosov nase ¢asovne vrste in kvantilov

standardne normalne porazdelitve (QQ-graf).
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Slika 3.8: Grafi¢ni prikaz kvadriranega donosa.

Na zgornjem grafu, ki prikazuje kvadrirane donose, se lepo opazi grozde oziroma
skupine z vec¢jo nestanovitnostjo in grozde z manjso nestanovitnostjo. To je predvsem
posledica odvisnosti kvadriranih donosov v nekem trenutku od preteklih kvadriranih
donosov (glej sliko 3.9). Iz tega razloga bomo za ocenjevanje nestanovitnosti uporabili

GARCH(1,1) model, saj omogo¢a modeliranje grozdenja le te.

Semple autocarelstion cosficients

sacf values

25

Eralues

Slika 3.9: Grafi¢ni prikaz vzorca avtokorelacijskih koeficientov.
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Za oceno parametrov modela GARCH(1,1) sem uporabila program MATLABov do-
datek za izracun GARCH(p,q) modelov (Spatial Econometrics, avtor: Kevin Sheppard,
2. popravljanje, 31.12.2001). ODb predpostavki normalne porazdelitve nam ocenjejni
parametri z metodo najvecjega verjetja predstavljajo tak GARCH(1,1) proces, ki se
najbolje prilega uporabljenim podatkom. Za iskane parametre sem dobila naslednje
ocenjene vrednosti: ag = 0,00003653, oy = 0,54071594 in B; = 0,44909158. Ocene
parametrov zadostujejo pogojem GARCH(1,1). Poleg tega je bila izracunana tudi
ocena variance, ki se spreminja v ¢asu. Na spodnji sliki je podana primerjava ocenjene
nestanovitnosti in realnih kvadriranih donosov za 5 letno obdobje (januar 2005-januar
2010).

Opazimo lahko, da se obcasno pojavljajo tudi ve¢ja odstopanja med oceno in po-
datki. To je predvsem posledica nenadnega Soka, ki povzro¢i nastanek grozda nestano-
vitnosti, ker v taksnem primeru GARCH model povsem zgresi napoved tega Soka, saj
temelji samo na preteklih podatkih. Nato GARCH pocasi, odvisno od a4 in 1, prenese
povecano nestanovitnost v napoved variance. GARCH torej vedno nekoliko zaostaja,
ampak kljub temu uspe dokaj dobro zajeti vsaj preostanek grozda. Spomnimo se Se,
kaj pomeni velikost parametrov na odzivnost GARCH(1,1) modela: ¢e je a; velika in
fB1 majhna, je reakcija na Sok hitra, vztrajanje tega Soka pa traja manj ¢asa. Nasi
oceni teh dveh parametrov (o > [31) kazeta na to, da bo nasa napoved relativno hitro

reagirala na nek Sok, slednji pa ne bo zelo dolgo vztrajal.

0.03
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0.005 b
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Slika 3.10: Grafi¢éni prikaz ocenjene variance v primerjavi z dejanskim 72,
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Preverimo 8e, ali v nasem primeru drzi, da je GARCH(1,1) model pri napovedo-
vanju ekstremnih vrednosti boljsi od preprostega modela, pri katerem so porazdelitve
tedenskih donosov normalne. Za preizkus smo si izbrali 99 kvantil ¢ S Najprej smo
brezpogojni standardni odklon pomnozili z 2,326, nato pa smo presteli, kolikokrat so
dejanski tedenski donosi presegli to mejo. Tako smo v primeru, ko smo uporabili pre-
prost model z normalno porazdeljenimi donosi, dobili kar 222 ekstremnih vrednosti,
ki presegajo izracunano mejo 99 kvantila. To predstavlja skoraj petino vseh vrednosti
tedenskih donosov, natancneje 18,89%. Podobno smo naredili tudi za GARCH(1,1)
model, le da smo tokrat namesto brezpogojnega standardnega odklona pomnozili po-
gojni standardni odklon, ki se v ¢asu spreminja. V tem primeru smo presteli skoraj
polovico manj ekstremnih vrednosti, ki presegajo izracunano mejo 99 kvantila, in si-
cer 113, kar predstavlja 9,62% vseh vrednosti tedenskih donosov. Vendar pa je to
Se vedno kar precej velik odstotek preseganj glede na to, da naj bi ob predpostavki
normalne porazdelitve teh preseganj bilo le 1%. Morda bi bilo zaradi tega smiselno
oceniti GARCH ob predpostavki gostote verjetnosti, ki dopusca debelejse repe, npr.
GARCH s t-porazdelitvijo. Na podlagi dobljenih rezultatov za nas primer pa lahko
potrdimo, da je model GARCH(1,1) pri napovedovanju ekstremnih vrednosti boljsi od

preprostega modela, pri katerem so tedenski donosi normalno porazdeljeni.

Tabela 3.5: Rezultati primerjave GARCH(1,1) modela in preprostega modela z nor-

malno porazdeljenimi tedenskimi donosi pri napovedovanju ekstremnih vrednosti.

Preprost model | GARCH(1,1)
St. opazovanih vrednosti 1175 1175
St. presezenih vrednosti 222 113
Presezki v % 18,89 9,62
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4 Zakljucek

Ce zelimo &ém bolje napovedati obnaganje svetovnih finanénih trgov v prihodnosti, je
nujno potrebno, da poznamo tudi statisticno ozadje ekstremnih vrednosti. V drugem
poglavju smo si ogledali primere, ko so spremenljivke med seboj neodvisne ali deloma
odvisne. To so primeri, ki so v realnosti zelo redki. Kljub temu pa nam sluzijo kot
odlicna podlaga za statisticne metode in modele, ki jih lahko uporabljamo pri napove-
dovanju in obravnavi ¢asovnih vrst.

Kot statisticne metode za vecrazsezno normalne ¢asovne vrste smo poglavju 3.1
obravnavali metodo drsece sredine, metodo tehtane drsece sredine in metodo ekspo-
nentnega glajenja. Na natan¢nost napovedi teh metod je v veliki meri vplivalo stevilo
podatkov, ki smo jih vkljucili v izracun oziroma velikost izbrane konstante a pri metodi
eksponentnega glajenja. Od vseh poizkusov, ki sem jih izvedla, se je na mojih podatkih
za najbolj natancnega izkazal najbolj enostaven model. To je tisti, pri katerem sem
za napoved prihodnje vrednosti enostavno izbrala zadnji podatek, ki sem ga imela na
voljo. Ce izkljuéimo ta poizkus, pa se je od statisticnih metod najbolj izkazala metoda
eksponentnega glajenja pri najmanjsi izbrani konstanti glajenja.

Za daljse in bolj zahtevne ¢asovne vrste pa so najveckrat v uporabi modeli iz druzine
ARCH. Sami modeli ARCH so nekoliko manj prilagodljivi, zato se jih redko uporablja
na podro¢ju financ. Najpogosteje se iz njihove druzine uporablja modele GARCH,
predvsem GARCH(1,1), ki sem ga tudi obravnavala. Ker so pogost pojav nestano-
vitnosti skupine oziroma grozdi, v katerih so obdobja visoke oziroma nizke variance
podatkov, je cilj modela GARCH vklju¢evanje teh skupin v repe porazdelitve danih
podatkov. Zaradi tega je za GARCH modele znacilna brezpogojna porazdelitev z debe-
lejsimi repi kot pri normalni porazdelitvi. Poleg tega je model GARCH sposoben tudi
dolocanja utezi za pretekla opazovanja v podatkih. Najvecjo utez dodeli najnovejsemu
podatku, nato pa jo eksponentno zmanjsuje kot metoda eksponentnega glajenja.

Pomanjkljivost GARCH(1,1) modela je enaka kot pri ostalih modelih napovedova-
nja varianc in ta je, da ni sposoben dolociti predznaka nestanovitnosti donosa. Tako
lahko s pomocjo tega modela dolo¢imo le raven nestanovitnosti na podlagi absolutne
vrednosti, ne moremo pa dolociti ali bo sprememba pozitivna ali negativna. V prid
GARCH modelom pa je njihova razsiritev, ki lahko modelira tudi asimetrijo v ne-

stanovitnosti, poznana kot mejni (ang. Threshold) GARCH. Ceprav je najpogosteje
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uporabljen simetricni GARCH(1,1) model, pa bi ga lahko v prihodnosti, prav zaradi
tega dodatka, nasledil tako imenovani TGARCH model.
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