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Predgovor

Pred vami je zbirka reSenih nalog za predmet Analiza II - Infinitezimalni racun, name-
njena Studentom in Studentkam Studijskega programa Matematika, Matematika v ekono-
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kakor pa ni misljena kot nadomestilo za vaje, kjer so stvari razloZene boljse, bolj izérpno

in razumljivo.

Vsebina in naloge so v skaldu z u¢nim nacrtom. Obravnavajo se teme zveznosti, odve-
dljivosti in integrabilnosti funkcij ene spremenljivke ter funkcijskih in potenénih vrst.

Resenih je veliko nalog. Resitve so napisane natan¢no in precizno, da bi student lahko
razumel dolocen postopek resevanja in pri tem dobil intuicijo, kako pristopiti k reSevanju
podobnih nalog. Zbirka vsebuje tudi nekaj dodatnih nalog, ki so prepuscene bralcu za
samostojno resevanje. V gradivu je mogoce tudi nekaj napak. Vesel bom, ¢e me boste

nanje opozorili.

Zahvala gre Nini Klobas, ki mi je bila v veliko pomoc¢ pri pripravi le-tega.

Amar Bapi¢
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POGLAVJE 1

LIMITE FUNKCIJ - PONOVITEV

Nedolo¢ni obliki:

) 0'007 1007 G0 — o9, 007 OOO'
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k k
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5. Bomo uporabili zgornjo nalogo v drugi obliki. Namrec
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Naloga 2

DokaZi da velja lim 882 — |,
X

=0 Y

Resitev: Dokaz je geometrijski. Poglejmo si enotsko kroZnico. Naj bo x pozitiven kot s
krakom na abcisni osi, v prvem kvadrantu.

-

N

tanx

sinx

x COsS T

Ordinato (absciso) presecisca kota x z enotsko kroznico definiramo kot sinus (kosinus)
tega kota, presecisce s tangento na enotsko kroznico v toc¢ki (1,0) pa imenujemo tangens
tega kota. Torej, imamo

|AM| = sinx, |OA| = cosx, |BN| = tanx.
Oéitnoje, Proam < P<om < PApon, pI’l Cemer

|OB|-|AM| _ sinxcosx _|OB*-x _«x p _ |OB|-|BN| _ tanx
5 =5 fasom =5 =75, FroBN = 5 =5

Proam =

Iz zgornje neenakosti sledi

sinxcosx < X < tanx ’ )
2 2 2

. sinx '
&sinxcosx < x < —— | :sinx > 0 (ker smo v 1. kvadrantu)
Cosx

3 A. Bapic
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X 1
Scosxy < — <
sinx COSX

1 sinx
&S—— > —— > COSx
COSX X

/N

Cex|0toM — B=MB—0,A— B= 0OA — OB = cosx — 1. Torej, li?olcosx = 1. Po sendvi¢
X

izreku imamo liﬁ)lsi% = 1. Z druge strani,
X.
: X =~ . :
sinx . sin(—t) .. sint
lim—— = [ x10 | =lim =lim— = 1.
X0 x 10—t 10t
110
Od tod sledi, .
lim 2 = 1,
x—=0 X

&
Pri reSevanju limit s trigonometrijskimi funkcyjami bomo rabili nekaj njihovih osnovnih
lastnosti, kot so:

2

cos?x+sin?x = 1

sin2x = 2sinxcosx

2 2

COs2Xx = cos” x — sin
sin(x£y) = sinxcosy 4 cosxsiny

cos(x+y) = cosxcosy Fsinxsiny

Izracunaj naslednje limite, ée velja lim,_,o $0% = 1.

%

1. lim sin3x
x—=0 X

g 1—cosx
2. lim —==

x—0 X
3 lim tan kx
x—=0

s cosx—sinx
5. 111’1’71T cos2x
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ReSitev:
- in3 in3 in3
i 03X _ o 8in3x o . sindx
x—0 X x—0 X x—0 3x
2.
. l—cosx 1+cosx ) 1 —cos?x . 1 sinx 1 1
lim . = lim— = lim . =—.]=-
=0 x2 1+cosx x—=0(1+4+cosx)x2  x—0|1+cosx x 2 2
3. . _
. tankx . sinkx . |sinkx  k
lim = lim = lim . =k
x—0 X x—0xcoskx x—0| kx coskx
4.
. 1—cos®x . (1 —cosx)(1+cosx+cos®x)
lim —— = lim -
x—0 xsin2x x—0 X- % Dy
, I T—cosx 1 ’ 3
:ilir(l) (E 2 (14 cosx+cos x)) =7
2x
5.
cosx—sinx . cos2x + sin® x ) cos2x ) 1 V2
im —— = lim - = lim . =lim —3-—— =%
x—I  cos2x x—Z €08 2x(cosx+sinx) x—Z cos2x(cosx+sinx) x—Icosx+sinx 2
)

Izracunaj naslednje limite, ée veljalimy—yo (1 +1)" = lirr(l) =(1 +x)% =e, kjer jee Eulerjeva
X—

konstanta in znaSa priblizno 2.718.. ..

L lim ()

2. lim {/cos+/x

x—0

3 lime=t a>1

x—0
Resitev:
1.
x x x %%x
1 —141+1 | =
lim Xt =(17) = lim il e =lim ( 1+ =lim | 1+—
x—eo \ x—1 X—ro0 x—1 X—»o0 X — X—>o0 /%
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2x
=17 327
: 1 i li =2
= lim l—l—— :elmx—»"xfl —=¢
X—ro0 X;l
2
2.
x =12
. X oo . 2 . 1
lim {/cosvx=(1°) = |x — 0| = lim “V/cost = lim(1 + (cost — 1))
x—0 t—0 t—0
t—0
1 st—1 : st—1 . 1—cost
= lim(1+ (cost — 1))W% — im0 i R 5
t—0
3.
a—1=t
a—1 ) t . 1 1
lim = ax:t—kl‘ln zhmmzlnahm—lzlna-l—:lna
x—=0 X n(144) t—0 i t—0 ln(l +t)t ne

Ina

Komentar 2

|i°

Cejea=eimamo lim &=L = 1.

x—0

Definicija 1: Asimptotska ekvivalentnost

Za dve realni funkciji f in g pravimo da sta asimptotsko ekvivalentni ko gre x proti a,
a € RU{—eo,00}, natanko tedaj ko li_r)n % =1 in oznacimo f(x) ~ g(x) (x — a).
X—a

Ce sta dve funkciji asimptotsko ekvivalentni, lahko v limiti “zamenjamo” eno funkcijo z
drugo (paziti moramo, da x tezi proti istem Stevilu oziroma neskoncnosti). Npr. ocitno je
X%+ 2x 41~ x% (x — ). Torej velja:

5x2 . 5x2

LR T

Komentar 4: Nekaj pomembnih primerov

e —1~x(x—0), 1—cosx~x72(x—>0), sinx ~x (x = 0), tanx~x (x —0)
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1.1. Dodatne naloge

1. Izra¢unaj naslednje limite:

(a) lim (Y€1 (d) Tim YEOSE- Veos

0+ 1—cos/x 10 sin”x
(®) lim“2=L m ne N\ {1} (e) lim cotx—cota
e e xa
X
. /aF2— /X120 f) lim <x2—2x+1>
© ylg% V92 ®) xsoo \ XP—4x+2

1
v c . aX+1+bx+l+Cx+l X .
2. Izracunaj }1_r>r(1) (W , kjer soa,b,c > 0.

3. Doloci a,b € R da velja

lim (i/x3—ax2+ 1— /% —bx?+ 1) —6.

X—>0

4. Dolo¢ia,b € Rdavelja vx+1—/x ~ax? (x — o).
5. Naj gre x proti 0. Doloc¢i ¢ € Rin n € N da velja

a) 2x—3x2+x0 ~cx

() VI+x—+1—x~cx"
(d) V1I=2x—+v/1—2x~cx"

()

(b) tanx — sinx ~ cx"
)
)

NAMIGI:

(1a) Substitucija x = 2, racionalizacija in naloga 3.2.
(1b) Podobno nalogi 1.5.
(le) Definicija kotangensa in osnovne trigonometrijske enakosti.

(2) Transformiracija v limito lirr(l)(l —i—x)J’c = e in naloga 4.3.
X—

2x—3x% 420
cx"

(5a) Rabimo najti ¢ in n takSna da velja 1 = lim,_, . Ker je

2x —3x2 +x° 2 —3x+x*
_— = lim— =

li =1 1
xlir(l) 2x x—0 2 ’
to velja 2x — 3x* +x° ~ 2x (x — 0). Torej,
2x—3x2+x° . 2x . 2
Iim—— = lim— = lim =1.
x—0 cx x—0cx®  x—0cx 1
OcCitnostac=2inn=1.
7
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POGLAVJE 2

ZVEZNOST IN ENAKOMERNA ZVEZNOST FUNKCI]J

Definicija 2

Funkcyja f: 92 — R je zvezna v tocki a € 9, Ce za vsak (Se tako majhen) € > 0 obstaja
taksen 8 >0, da je

[f(x) = fla)l <€,

kjer jex € 9 taksen, da je|x—al| < 8. Ceje f zvezna v vsaki tocki mnoZice 9, potem recemo
da je f zvezna na mnogici .

Definicija 3

Naj bo f definirana na (xo — €,x0 + €), 2 mozno igjemo le v tocki xo. Za funkcijo f pravimo,
da ima odstranljivo prekinitev ce je lim,, f(x) = limy |y, f(x) = a € Rin f ni definirana

v xo, ali f(xo) # a. Funkcija ima prekinitev prve vrste v tocki xg, Ce sta desna in leva
limita v xo koncni in razlicni. Ce prekinitev ni prve vrste, potem pravimo da ima funkcija
prekinitev druge vrste.

Po € — § definiciji preverite zveznost realne funkcije f realne spremenljivke x, ki je podana

s predpisom:

(1) f(x)=sinx, vtockix=0.

-1, x<0
(i1) f(x) =sgnx = 0, x=0,vtockix=0.
I, x>0

Resitev:
(i) Naj bo € > 0 poljubno majhen. IS¢emo tak 6§ = d(¢), da za vsak x € R velja
|x| < 6 = |sinx| < €.

Ker je sinx < x za vsako nenegativno Stevilo x, potem je |sinx| < |x| za x € R. Ce vza-
memo & = g, potem je |sinx| < |x| < § = €. Torej je funkcija sinx zvezna vx = 0.

(i) Bomo pokazali da funkcija f ni zvezna v tocki x = 0. ISCemo € > 0 taksen da za po-
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ljubno & > 0 obstaja x € R in da velja

|x| < & in [sgnx| > €.
Vzemimo € = 3 in § > 0 poljuben. Za x = g imamo da je |x| < d in |sgnx| =1 > €.
Torej, funkcija f ni zvezna v tocki x = 0.

L]

Naloga 6

Po & — § definiciji pokaZite da je funkcija f(x) = x* zvezna v tocki x = 2.

Resitev: Naj bo € > 0 poljubno majhen. IS¢emo tak 6 = d(¢), da za vsak x € R velja
x—2|<8=|x"—4|<e.
Ce vzamemo § = min{1,£} in x € R taksen da je [x—2| < §, to velja
x+2|=x—2+4|<|x—2|+4<5+4<1+4+4=5.

Ker je
€

W2 =4 =[x —2|- |x+2| <56 <5 = =¢,

9,1

to je funkcija f zvezna vx =2.
&

Dolocite realno konstanto a za katero je funkcija f : R — R s predpisom

e x<0
f(x)—{ at+x;, x>0

povsod zvezna.

Resitev: Ce zelimo da je funkcija f povsod zvezna, mora veljati

f(xg) = flxg) = f(x0), Vxo €R. (2.0.1)

Cejex # 0, je zveznost ocitna. Preveriti moramo $e zveznost v tocki x = 0.

x=0—¢ |
) — ] — 1 X S B —& __ 1 i
07 = lim fo) = i et =q e>0 o =fime "= fim =1
e—0

9 A. Bapic
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f(0T) = lim f(x) = lim (a+x)=a

x—0t x—0t
f(0)=a

Glede na 2.0.1 vidimo, da je pria = 1 funkcija povsod zvezna.

&

Preverite zveznost funkcije f : R — R dane s predpisom

ﬂﬂz{* <1

L |x|>1

ReSitev: Za x # 1 in x # —1 je funkcija oCitno zvezna. Torej, preverimo Se zveznost v tockah

x=1linx=-—1.

f(17) = lim f(x) = lim x=1

x—1- x—1-
1M =1 =1lml=1
f ( ) xi?* f <X) xir{lJr
f(1)=1

Funkcija f je zveznavx=1.

f(=17)= lim f(x)= lim 1=1

x——1- x——1-
—17) = lim = lim x=-1
f( ) x—>—1+f(X) x—>—l+x

Kerje f(—17) # f(—17), funkcija ni zvezna vx = —1.

&

Preverite zveznost funkcij fogingo f ceje
(i) fx)=sgn(x), g(x) =1+

(ii) f(x)=sgn(x), g(x) =x(1—x%)

Resitev:

(i) Kerje
(fog)(x) = flglx)) = f(1+x7) =sgn(l+x°) =1

10 A. Bapi¢
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je funkcija o¢itno zvezna. Po drugi strani ima funkcija

1; x=0

(80 £)(x) = g(f(x)) = g(sgnx) = 1 +sgn’(x) = { 2 x£0

prekinitev v x =0, ker je f(07) = f(07) =2 # 1= f(0).
(11)
1, x€(—oo,—1)U(0,1)
(fog)(x) = f(g(x) =sgn(x(1—x*)) = ¢ —1, x€(=1,0)U(l,+) .
0, xe{-1,0,1}

Funkcija je o€itno zvezna za vse x € R razen x € {—1,0, 1}.Preveriti moramo Se zve-

znost v teh tockah.

f(=17)=—1#1= f(—1") = prekinitevvx = —1
(0")=1+# —1= f(0") = prekinitevvx=0
(1")=—1#1=f(17) = prekinitevvx =1

f
f

Po drugi strani, ker je

(g0 f)(x) = sgn(x)(1 —sgn’(x)) =0,

je funkcija g o f povsod zvezna.

|i°

Definicija 4

Najbo f: 2 — R funkcija. f je enakomerno zveznana 9, ce za vsak € > 0 obstaja taksen
0 >0, davelja|f(x1) — f(x2)| < €, zavsakaxi,x, € D, za katera je |x; —xz| < 0.

Komentar 5

Enakomerna zveznost torej nekako pomeni, da je v vseh tockah definicijskega obmocja &

funkcija zvezna "na enak nacin”.

Naloga 10

Dokazite da je funkcija f : [0,00) — R s predpisom f(x) = \/x enakomerno zvezna.

Resitev: Naj bo € > 0 poljubno majhen in xj,x, € [0,+e0) taksna, da je |x; — x| < 6. Brez

11 A. Bapi¢
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izgube splosnosti predpostavimo, da je x; > x;.

X1 — X2 ]xl—x2| ’xl—X2’
X1 —V/X2| = = =~
Vi vl N I VA BRI SRVAT R FVAT VAT
= Vr = vnl® < v —x| <8
=| VA — /x| < V8.

Ce vzamemo § = €2 po zgornji neenakosti velja | /x1 — /32| < €. Torej je funkcija /x zvezna
na [0, o).

[ )

Naloga 11

Dokazite, da je funkcija
1
FrO) 2R, f() =<

gvezna, a ni enakomerno zvezna.

ReSitev: Naj bosta € > 0 in xgp € (0,1) poljubna pri Cemer je |x —xp| < § za vsak x € (0,1).
Recimo, da je 6 = 3, potem velja

X0 X0 3x0
X—x| < 7z=<x<—.
Ker potrebujemo
1 1 X—X o
- —| = | 0| < 2—2 <€
X X XX x5

2 2
mora veljati |x — xg| < x%s Torej, ¢e vzamemo 8 = min{3, x%g sledi |f(x) — f(xo)| < €.
Naj bo § > 0 poljuben in a = max{5s,1}. Vzemimo x; = 1 inx, = 5. Ker je

1 )
X1 —xo| = % <6 in [f(x1) = flx)|=a>1,

funkcija f ni enakomerno zvezna.

12 A. Bapi¢
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Funkcyja f : 2 — R ni uniformno zvezna na 2 ce obstajata zaporedja x,,yn v 2, da velja

lim |x, —y,| =0 A Tim |f(xa) = f ()| # O

Vzemimo x, = ,ll ny, = 21—,1 n > 2. Ocitno sta zaporedja definirana v (0,1). Ker sta

. 1
A e =] = 0 e =
,}glgolf(xn)—f(yn)l :nlgr°1°|n—2n| :nlgl(}o”#oa

funkcija f(x) = L ni uniformno zvezna na (0,1).

X

Izrek 1: Obstoj realne nicle na zaprtem intervalu

.....

znaceni vrednosti, tj.

fla)f(b) <0,

tedaj ima f vsaj eno niclo na (a,b), tj. obstaja vsaj ena tocka & € (a,b) da je f(§) = 0.

Naloga 12

PokaZite, da ima polinom p(x) = x> — 3x+ 1 realno niclo na intervalu [0, 1] in ji izracunajte

prvo decimalko.

Resitev: Ker je f(0) = 11in f(1) = —1 to po Izreku 1 obstaja realna ni¢la & na zaprtem inter-
valu (0,1). Z metodo bisekcije bomo dolo¢ili prvo decimalko nicle.

f(cc ;? e } = £ €[0,0.5]
f(cc ;% -0 } — £ €[0.25,0.5]
f(c§ :(% e } = & €[0.25,0.375]
f(c; ;())ZH# - 031 } = £ €[0.3125,0.375]

Ker je & €[0.3125,0.375] to je prva decimalka nicle 3.

13 A. Bapic
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Naloga 13

Pokazite, da zvezna funkcija f : [0, 1] — [0, 1] premore tockoa € [0, 1], za katero velja f(a) =

a.

Resitev: Definirajmo funkcijo g: [0,1] — [—1, 1] s predpisom g(x) = f(x) —x. Ker je g razlika
dveh zveznih funkcij, je zvezna. Za vsak x € [0, 1], velja

f(0)=0,f(1)<1=¢(0) =0, g(1) <0.

Cejeg(0)=0alig(1) =0, veljadaje f(0) =0ali f(1) = 1. Z druge strani, ¢e sta g(0),g(1) #0,
po Izreku 1 obstaja tocka & € [0, 1] takSna da velja g(&) =0, tj. f(§) =&.

L]

Naloga 14

Preveri zveznost funkcij fog in go f, e sta f in g relani funkciji definirani s predpisoma
fx)=sgnxing(x) =1+x—|x].

Resitev: Vsak x € R lahko zapiSemo kot x =n+ ¢, pri Cemer jen € Zin g € [0,1). Torej velja:

(fog)x)=f(gx)=f(+x—|x])=f(0+n+qg—n)=f(1+q)=sgn(l+q)=1
g(f(x)) =1+sgn(x) — [sgnx| =1+ sgnx —sgnx =1

~—~
oq
o
)
S~—
—~
)
S~—
I

Ocitno sta obe funkciji zvezni.

2.1. Dodatne naloge

1. Po € — & definiciji preverite zveznost realne funkcije f, ki je podana s predpisom:

(@) f(x)=ax, ae R, vtockix=3.
(b) f(x)=xsinx, vtocki x = 0.
(©) f(x)=x>—8,vtockahx=0inx =2.

2. Dolocite toc¢ke nezveznosti danih realnih funkcij in zapisite njihovo vrsto:

e, x<0
b) f)=9q »*,  0<x<1
2—x%, x>1

14 A. Bapi¢



Analiza 2 - Infinitezimalni racun

) cos T, fx <1
© fx)= { NI
3. DokaZite, da so naslednje funkcije enakomerno zvezne na Z:
(@) f(x)=sinx, Z=R
(b) f(x)=x+sinx, Z2=R
©) f(x)=x*-2x+1, @ =[-2,5]
d) f(x) =2sinx—cosx, Z =R
(d) f(x) )

4. Dokazite, da naslenji funkciji nista enakomerno zvezni na Z:

(a) f(x)=e*cost

(b) f(x)=xsinx

Namig: Funkciji sinus in kosinus sta periodic¢ni; sin(x + 2km) = sinx, cos(x+ 2kmw) =

cosx, k € Z.

15
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POGLAVJE 3

RACUNANJE ODVODOV (PO DEFINICIJI),
TANGENTA IN NORMALA NA KRIVULJO

Definicija 5

Naj bo f definirana v okolici tocke a. Ce limita

L T = (@)

X—a X a

obstaja, pravimo, da je f odvedljiva v tocki a in

) — 1 =@

xX—a X da
imenujemo odvod funkcije f v tocki a.

Vcasth namesto pisave zgoraj uporabimo

)= tim PN =1@

kjer je h = x — a sprememba argumenta x glede na tocko a.

Naloga 15

Po definiciji poiscite odvod funkcije f v poljubnem x € 9 C R.

L flx)=5
2 f()= i
3. f(x) =sin(2x)
4. fx) = |x|
Resitev:
1. L y y 1
£1() = Jim 25 S ) At - a2 Y70

16
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2.
Vx+h— h— 1 1
f’(x):imuzlim YHRTY fim — x>0
h—0 h h—=0 h(Vx+h+/x)  h=0y/x+h+x  2¢/x
3.
Komentar 8
Z uporabo osnovnih trignonometrijskih formulah sin(x £+ y) = sinxcosy 4 cosxsiny
in cos(x+y) = sinxsiny F cosxcosy lahko dobimo kaj je sinx & siny in cosx + cos y.
£(x) = lim sin(2x + 2h) — sin(2x)  lim 2cos B2 gin 2 — lim 2cos(2x+h)sinh
h—0 h h—0 h h—0 h
inh
=2limcos(2x+h) - A _ 2cos(2x)
h—0
4,
hl — h)?2 — 2 )2 — 2
00 = tim PEAZBL_  VEER) Va2 ()’ —x
h—0 h h—0 h h=0 h(\/(x+h)% +Vx2)
I h(2x+h) i 2x+h 2x  x sgn(x), x 20
= lim = lim = =10 X)y X
=0 h(\/(x+R)2+Va2) =0/ (x+h)2+ Va2 2x] [
&

Komentar 9: Geometrijski pomen odvoda

Naj bo f odvedljiva v tockia in naj tocki (a, f(a)) in (x, f(x)) dolocota sekanto grafa funkcije

f. Njen naklonski koeficient je
f0) = f(@)

X—da

Posljimo x proti a. Tedaj gre naklonski koeficient sekante proti

) = 1 1@,

xX—a X a

Premico s taksnim naklonskim koeficientom imenujemo tangenta na graf funkcije f v tocki
(a,f(a)). Njena enacba je torej

y=f(a) = f'(a)(x—a).

17 A. Bapi¢
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Naloga 16

Poi&lite tangento grafa realne funkcije f s predpisom f(x) = x> 4+3x — 1:

1. vtocki z abscisox =0,
2. ki gre skozi tocko (1,—1),

3. kijevzporedna premicix+y+1=0.

Resitev: Najprej pois¢imo odvod funkcije f v poljubni tocki x € R.

7(x) :llig(l)f(wh})l_f(x) = ... = lim(2v—h+3) = 2r+3

Ly—f0)=f(0)(x—0)=y—(—1)=3x<y=3x—1

2. Oznac¢imo z M(a, f(o)) tocko na krivulji f skozi katero gre tangenta ¢, ki vsebuje
tocko P(1,—1). Ker je naklon tangente f'(a) = 2a + 3, ima njena enacba predpis

y— (> +3a—1)=2a+3)(x— ).
Ce uporabimo pogoj da P € ¢, sledi
—1—(a®*+3a—1)=Q2a+3)(1-a) & a*—2a—-3=0.

Resitvi sta o =5 in op = 3. Torej, sta iskani tangenti y = 13x — 26 in y = —3x — 10.
3. Premiciy; = kjx+n; in y, = kpx + ny sta vzporedni, ¢e velja pogoj vzporednosti ky = k.
ISCemo tocko « za katero velja (2o +3) = —1. Torej @ = —2 in enacba tangente je

y—fla)=f(a)(x—a)ey=—x—1.

&

Komentar 10: Normala na krivuljo

Naj bo f odvedljiva v tocki (a, f(a)). Normala na krivuljo f v tej tocki je normala na tan-
gento krivulje v tej tocki. Torej, glede na pogoj vzporednosti, je enacba normale

1
f'(a)

y=fla)=-—4—(x—a), f(a)#0.

18 A. Bapic
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Naloga 17

Grafu realne funkcije f s predpisom f(x) = x> +3x — 1 poistite normalo:

1. kijo seka v tocki z absciso x = 0,
2. ki gre skozi tocko (1,3),

3. ki je pravokotna premicix—y+1=0.

Resitev: V Nalogi 16 smo izracunali da je odvod funkcije f v poljubni tocki x € R, f/(x) =
2x+3.

2. Kerje f(1) =3, dana toc¢ka lezi na krivi. Torej, je njena enacha

1 1 16
y—3——§(x—1)<:>y——§x+?.

3. Ker je normala pravokotna premici p : x —y+ 1 = 0 in tangenti na dano krivuljo, sta
tangenta in premica vzporedna in sledi

k=kp< f(x)=2x+3=1x=—1.

Torej, gre iskana normala na krivuljo skozi x = —1 in ima njena enacba predpis y =
—x—4.

Slika 3.1: Naloga 17
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Analiza 2 - Infinitezimalni racun

Definicija 6
Naj bo f definirana na (a —r,a] za nek r > 0. Ce obstaja limita

i L0 = (@)

|i°

xta

jo imenujemo levi odvod funkcije f v tocki a in jo oznacimo z f’ (a). Naj bo f definirana

nala,a+r) zar > 0. Ce obstaja limita
@)~ fa)
xla X—a

)

jo imenujemo desni odvod funkcije f v tocki a in jo oznacimo z f! (a).

| Q

Izrek 2
Funkcya f je odvedljiva v a, natanko tedaj ko obstajata levi in desni odvod in sta enaka.
e
Poisci levi in desni odvod funkcije f v tocki x = 0.
X . X ;é O

f(x)— 1+ex
0; x=0
Resitev:
0+h)— £(0 " I h=0-e
fi(O)zlimf( 1) = SO0) iy Lren iy -=2 £>0
) o h "0 1+ en
e—0
1 1
= lim = lim - =
£—>01_|_e—g £—>01-{-—l
e€
h h=0+¢
0+h)— f(0 3
f+(0):limf( 1) = fO) _ iy 1en iy =q €>0
hl0 hl0 hi0 | 4 ef
e—0
1
= lim =0
£—>01_|_eg

go
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Naloga 19

Doloci za katere x € R obstaja odvod funkcije f(x) = |x| in ga izracunaj.

Resitev: Obravnavali bomo naslednji dve moZnosti: x € Z in x ¢ Z.

(i) Dolo¢imo desni in levi odvod v x € Z.

by SR —=f(x) . |x+h]—|x] . x—x

e i i it il

pon o SR —fx) L x+h]—|x] o x—1-x . —1 -
o= B R R B

Ker sta f} (x) # f’(x) to odvod ne obstaja za x € Z.

(ii) Izracunajmo po definiciji odvod v x ¢ Z. Omenimo da je v tem primeru |x+h] = | x|
za “majhno” h (poglej Sliko 4.1).

Slika 3.2: Graf funkcije f(x) = [x]

PPN L € 5 o) Rl A CONTIN £ 0 o Bl £ R
R L B

Torej, odvod funkcije f(x) = | x| obstaja edino za x ¢ Z in znasa f’(x) = 0.

Podobno floor funkciji, imamo da je odvod funkcije f(x) = [x] tudi O zax ¢ Z, v protivnem
ne obstaja.
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POGLAVJE 4

RAéUNANJE ODVODOV. DIFERENCIAL FUNKCIJE.
ROLLE IN LAGRANGE.

Izrek 3: Pravila za odvajanje

1. Odvod konstante je O.

2. Najboc € Rinnajbosta f in g odvedljiviv tocki a, tedaj so v a odvedljive tudi funkcije
cf, f£g f-gin Cejeg(a)#0, Jé invelja
(@) (cf)'(a) =cf'(a)
(0) (f£g)(a)=f"(a)£g(a)
(©) (f-8)(a) = f(a)g(a) + f(a)g'(a)
(@) (i)'(a) _ fa)g@—faga) o5 20

g g%(a)

Izrek 4: Verizno pravilo

Naj bo f odvedljivavain g odvedljivav f(a). Tedaj je g o f odvedljiva v a in velja

(g0f)'(a) =g'(f(a)) f'(a).

Naloga 20

Izracunajte odvod funkcije f v poljubnem x € Zy.
() f(0) =4V =32+ 2/i— % +2
(i) f(x) =x*(2x*+4)
(iii) f(x) =22
(v) f(x) = arcsin(e*)
(v) f(x)=In(Inx)

(vi) f(x) = arctan 1%:2’;

22



Analiza 2 - Infinitezimalni racun

Resitev:

(iii)

(3% —2x)/(x® —5) — (B3> = 2x)(x* = 5)"  (9x* —2)(x* —5) — (3x® — 2x) - 2x

oo _
fx) = (Z—5)2 - (x2—5)
o452 -2+ 10— 664 + 42 3t —43x2 4 10
= (252 - (x2-5)2
(iv)
/ 1 X/ i
XxX) = (4 -
f( ) 1_(ex)2 ( ) 1 —e2x
v)
1 1
/ = — l /:_ = T
f(x) x (Inx) nx x xlnx
(vi)
- —X 2 - 2—x)2 ’ 2 - 2 —x)2
1+(12+2x) 1+2x 1+((]+2)3)2 (1+2x) (14+2x)2+(2—x)

L3

Naloga 21

Za funkcijo f(x) = sin(4x) poiscite f* (x).

Resitev: f'(x) = 4cos(4x), f”(x) = —16sin(4x), f"(x) = —64cos(4x), ™) (x) = 256sin(4x)

[
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Naj bo funkcija f odvedljiva v tocki a, tj.

. flath)—fla) _
a h = /@)

Tedaj velja
L flath)— fla)~ f(a)h

h—0 h =0

Ce $tevec zgoraj oznac¢imo z o,(h), lahko zapisemo

fla+h)—f(a) = f(a)h+oa(h)

kjer je
. 0q(h)
lim ——= =0.
0 0
To pomeni, da je funkcijo h— Af(a) := f(a+h) — f(a), pri majhnih , mogoce dobro apro-

ksimirati z linearno funkcijo h— f'(a)h, tj.

fla+h)—f(a) = f'(a)h = fla+h) = f(a)h+ f(a). (4.0.1)

Dobro “aproksimabilnost” funkcije h +— f(a+h) — f(a) z linearno funkcijo h +— Z(h) pri
majhnih 4 pa imenujemo diferenciabilnost. Produkt f’(a)h imenujemo diferencial funk-
cije f v tocki a in ga oznac¢imo z df(a). Ce je f(x) = x, vidimo da je dx = h. To pomeni, da

lahko pisemo

d d
af(@) = fla)dr= fla) = LDy D

Naloga 22

Z uporabo diferenciala priblizno izracunajte naslednje vrednosti:
1. sin(31°)
2. log100,23
3. V17
Resitev:
1.
sin(x+h) ~ (sinx)’ - h —sinx = cosx- h — sinx
3 n 1 =m/3+180
=sin(31°) = cos(30°) - (1°) 4 sin(30°) = g ‘Tgot3= %
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2.
log 100,23 =1og(100+0,23) ~ (logx)’| _ 0,23 +1og100
x:
23
- .0,23+12=——" 42
100m10 =TT 1m0
3.

1 1
VIT=VI6+1~ (V)| 14VI6= o 4= +4=4,125

2/16 8

x=1

Izrek 5: Rolle
Predpostavimo da funkcija f, ki je definirana na [a,b] C R, zadovoljuje naslednje pogoje:

|i°

(RD) f € %(la;b]),
(R2) f € Z((a,b)),
(R3) f(a) = f(b).

Tedaj obstaja vsaj ena tocka ¢ € (a,b) da velja f'(c) = 0.

Tocko ¢ imenujemo stacionarna tocka.

Izrek 6: Lagrange
Predpostavimo da funkcija f ki je definirana na [a,b] C R zadovoljuje naslednje pogoje:
(L1) f €€ (la,b]),
(L2) f€ 2((a,b)).
Tedaj obstaja vsaj ena tocka ¢ € (a,b) za katero je

fb)—fla) _
T — f(e).
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Komentar 13: Geometrijska interpretacija Lagrangeveg in Rolleveg izreka

Geometrijska interpretacija Rolleveg izreka pravi, da obstaja vsaj ena tocka M(c, f(c)), ¢ €

(a,b), na krivulji f, da je tangenta v tocki M na krivuljo vzporedna x-ost.

Geometrijska interpretacija Lagrangeveg izreka pravi, da obstaja vsaj ena tocka P(c, f(c)),
€ (a,b), da je tangenta v tocki P na krivuljo f vzporedna sekanti s = p(A,B) kjer je

Aa, f(a) in B(b, f(b)).

Naloga 23

Imamo podano funkcijo f(x) = % +x+1 . Pokazite, da obstaja vsaj ena tocka xo na zaprtem

intervalu [37‘[, ”Tf] daje f’ (xo) = 0 in poiscite vse tocke, ki zadoscajo tej enakosti.

Resitev: Ker je x> —x+1 > 0za vse x € R, sledi 2y =R. Ker sta g(x) =x>+x+ 1 in h(x) =
x? —x+ 1 odvedljivi na (#,#) inh(x) #0sledi f€ 2 (<3_T\6, 3+T\6>) Vemo da je

odvedljiva funkcija zvezna, torej f € € <<3%6, 3+T‘6>> . Ocitno je

lim f(x) = f<3_2\/§), lim f(x) = f<3+ﬁ>-

\L?’ \[ x/]\3+\[ 2

‘%

To pomeni, da je f € %[ —\[] Ker je

(5] (%)

funkcija f zadovoljuje vse pogoje Rollevega izreka, torej obstaja vsaj ena tocka xp € (—\f —\f> =
I za katero je f'(xp) = 0.

2(1—x?)

(xz_x+1)2:O:>1—x2:O:>x1:1€I,x2:—1§ZI

ffx)=...=
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Edina mozna stacionarna tocka je xo = 1.

Naloga 24

Naj bo podana funkcija f(x) = x+ % Utemeljite, da obstaja taka tocka xo € [%,2], da je
tangenta skozi tocko xo na graf funkcije f vzporedna premici skozi tocki (1/2,£(1/2)) in
(2,f(2)). Poiscite tocko xg.

Reditev: Ocitno, f € ¢ ((%,2)) in f € 2((5,2)). Torej, f zadovoljuje pogoje Lagrangevega
izreka in velja, da obstaja vsaj ena toc¢ka xo € (3,2) za katero je

1 2)—f(%2
1——2:f'(xo):f ) fl(z ) 0oamt
(x = —1 ni resitev ker ni v intervalu (3,2)).

Naloga 25

S pomocjo Lagrangevega izreka izracunajte naslednjo limito:

lim (cosVx+1—cos+/x).

Resitev: Funkcija f(x) = cos/x o¢itno pripada €'([x,x+ 1]) in Z((x,x+ 1)), zavsak x > 0. Po
Lagrangevem izreku, obstaja tocka ¢, € (x,x+ 1) za katero velja

Fe ) —f) o
il =f(ex) e f(x+1)— f(x) = —sin cx-z—\/c_x,

Ker je sinus omejen z —1 in 1 velja

1 1

—2\/C_x§cosx/x—|—l—cos\/)_c§2\/a. (4.0.2)
Ocitno je vx+1 < /e < /x. Torej,
1 1 1 1
(4.0.3)

— < — < .
PN N N N

1z (4.0.2) in (4.0.3) sledi

1
——— <cosvVx+1—cosyx <

1
2y/x = 2yx
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Ker je lim, e ﬁ = 0, po izreku o sendvic¢u sledi
lim (cos vx+ 1 —cos/x) = 0.
X—o00

&

Naloga 26

Dokazi da za vse 0 < b < a velja “a;b <Inj < %.

Resitev: Naj bo f(x) = Inx definirana na [b,a] C R. Ker je b > 0, funkcija je oCitno zvezna
na [b,a] in diferenciabilna na (b,a). Po Lagrangevem izreku obstaja tocka ¢ € (a,b) taksna
da velja

Ina—1Inb = f'(c)(a—b) @mg - %(a—b)

s a=b a—=b a—=b :
[zb<c<asledi 2 < 2 < 2. Torej,

a—>b a a—>b
<In- < .
a b a

Naloga 27

Ali funkcija f(x) = 1 — v/x2 zadovoljuje pogoje Rolllevega izreka na [—1,1]?

Resitev: Ne zadovoljuje, ker obstaja tocka x =0 € (—1,1)1 v kateri funkcija ni diferencia-
bilna. Levi in desni odvod sta neskoncna, f7(0) = e in f},(0) = —co.

1 —05 05 1

Slika 4.1: Graf funkcije f(x) = 1—v/x2
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Naloga 28

Dokazi da za vse x,y € R velja | sinx —siny| < |x —y|.

Resitev: Naj bosta x,y € R poljubna in razli¢na. Funkcija f(¢) = sint je oCitno zvezna na
[x,y] in diferenciabilna na (x,y). Torej, f zadovoljuje vse pogoje Lagrangevega izreka in
velja

(Fa € () f(y) = fx) = f(a)(y—x)
= siny — sinx = cos (y — x)
=|siny — sinx| = |cos a(y — x)|
=|siny — sinx| = |cos o| |y — x|

—r

=|sinx —siny| < |x—y)|

Za x =yimamo |sinx| < |x| in vemo da to velja. Torej, ker sta x in y poljubna, sledi |sinx —

siny| < [x—y| za vse x,y € R.

&

4.1. Dodatne naloge

1. Izracunajte odvod funkcije f v poljubnem x € &. Bodite oprezni! (Ne pozabite da so

to dodatne naloge in ne rabite vse resiti, tiste ki so vam zanimive :)

(i) flx)=—x0+x*—3—2x (xiii) f(x) = sin((x7 +1)7)
(if) f(x) = —6x*+2x* —=3cos(x) + VX —2 (xiv) f(x)= Sin)(fx)
(i) f(x) = (x+x%) (x +x*43) (P +1
(iv) f(x)=(x+1)*(x+2) o) fx) = 14(—s1n(x))
(v) f(x)=x+cos(x) (xvi) f(x) = Coi(\/:)f)
(vi) f(x) = 2sin(x) —3cos(x) ) 1\ 3
(vii) f(x) = x?4 sin(x) bavid) flx) = ( cos(x) )
(Vi) f(x) = (x+sin(x))? (i) f(x) = —
(ix) f(x) = cos®!(31x) —31x3! I x—: 1
() fx) = sin?(22) — 2.2 (xix) F(x) = \6/%
(xi) f(x) = (x+sin(x))° (=) (2074 95
(xii) f(x) = sin(sin(x)) () flx) = e
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(xxi) f(x) =sin (x+x?) (xxxvii) f(x) = (x+sin’ )6
(xxii) f(x) = cos(x+cos(x)) (xxxviii) f(x) = sin (Sm(sm(sm(sm( )
(xxiii) f(x) = sin (x) + sin (x2) (x31%) f(x):sin<(sin (7 +1)) )
(xxiv) f(x) = sin (cos(x)) VY
(xxv) f(x) =sin(sin(x)) o) ) = (<((X+XZ)) —|—x> —|—x>
(oxvi) £(x) = sin (x-+ sin(x)) (xli) f(x)=sin (x*+sin (x* +sin(x?)))
bexvi) (x) = sin (cos(sin(x)) (xlii) f(x) = sin (6cos(6sin(6.cos(6x))))
(xxviii) f(x) = sin ((x+ 1)2(x+2)) (xliii) f(x) = sin Coi(x))
baxix) () = SEX +sin()) ) (iv) f(x) = S
(xxx) f(x) = (x+sin(x _
(ocxd) f(x) = sin (xsin(x)) +sin (sin()) 01 S0 = 1(+2—<2(>))
(xxxii) f(x) = [cos(x)]! (xlvi) f(x) = Inarctan/1 + x>
(sxexidi) f(x) = [eos(x)]" (xlvil) f(x) = xsinxInx
(i) f(x) = ([eos(o) )’ (xlviii) f(x) = esin2s
(xxxv) f(x) = sin? (xsin(x2) sin%(x2)) (Klix) f(x) =22
(oxvi) f(x) = sin® (sin?(sin(x))) () f(x) = logy(logs (logs x)))

2. Najdi vse tocke na grafu funkcije f : R — R s predpisom f(x) = x*> — 3x, da velja:

a) tangenta v tej tocki na graf funkcije je horizontalna.

(c) tangenta v tej tocki na graf funkcije je pravokotna premici y = 9x+4.

(a)

(b) tangenta v tej tocki na graf funkcije je vzporedna premici y = 9x+4.
)
)

(d) tangenta v tej tocki na graf funkcije gre skozi (0, —16)
3. Zuporabo Lagrangejevega izreka pokazi: e* > 1 +x, za vse x # 0.
4. Naj bo [a,b] C (n/2,r). Pokazi:

b—a b—a
—— < cota—coth <
sin“ a sinh’

5. Najbon > 1. PokaZi:
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POGLAVJE 5

MONOTONOST IN EKSTREMI FUNKCIJE.
KONVEKSNOST IN PREVOJNE TOCKE.
L'HOSPITALOVI PRAVILI

Predpostavimo, da je funkcija f definirana na [a,b] C R. Tedaj velja:

(i) ceje f'(x) >0 (f'(x) <0)zavsex € (a,b), je funkcija f monotono narascajoca (mo-
notono padajoca) funkcija na |a,b).

(i) ceje f'(x) >0 (f'(x) <0)zavsex € (a,b), je funkcija f strogo monotono narascajoca
(strogo monotono padajoca) funkcija na [a, b).

Naloga 29

241

1)

Poiscite intervale, kjer je funkcija f(x) = strogo narascajoca.

Resitev: Ko izracunamo odvod funkcije f, dobimo f'(x) = _%;Eﬁ;*) ISCemo tiste x € R
za katere je f'(x) > 0.
oo 1 1 oo
) .

x+1 -0 |+ +

(x—1)3 - -1 0 |+
£(x) -l o |+ |ND
f(x) N O | /IND N

(Z 0 smo oznacili tocke v katerih ima funkcija, v dani vrstici, niclo oziroma v katerih ni
definirana - ND.)

Funkcija f je strogo narasc¢ajoca na intervalu (—1,1).

31
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Definicija 7: Tocke lokalnih in globalnih ekstremov

f(x) > f(a), zavsakx € 2.

Naj bo funkcija f definirana na 9. Funkcija f ima v tocki a € 2 (globalni) maskimum,
Ceje f(x) < f(a), zavsakx € 9. Funkcija f ima v tocki a €  (globalni) minimum, Ce je

Funkcija f : 2 — Rima v tocki a € 2 lokalni ekstrem, ce obstaja okolica % tockea € 9,
daima f ‘% (zoZenje na % ), v a maksimum oziroma minimum.

Komentar 14

f(z)=0

fl(x) >0 f(z) <0

maksimum

fl(x) <0

Ce prvi odvod pri prehodu skozi stacionarno tocko spremeni predznak, je ta stacionarna
tocka ekstrem. Ce predznaka ne spremeni, ta stacionarna tocka ni ekstrem, ampak t.1. sedlo.

f(x)=0

minimum

fi(z)>0

f(x) >0

sedlo

Naloga 30

Poi&lite tocke lokalnih in globalnih ekstremov funkcije f(x) = 2x> — x*.

4

Resitev: Dolo¢imo stacionarne tocke.

) =dx—4x =4x(1 =x*) =0=x0=0,x; = 1,xp = —1

—oo -1 0 1
4x - - + +
l—x + + + -
1+x - + + +
f'(x) * - * -
f) / N LA N\

Ce je funkcija definirana na zapr-
tem intervalu, so mozne tocke glo-
balnih ekstremov lokalni ekstremi
ali krajisc¢i zaprtega intervala. V
primeru odprtega intervala &, je
lahko globalni ekstrem lokalni eks-
trem x = e, Ce je f(e) < (>)f(x), za
vse x € . V nasprotnem primeru,
nima globalnih ekstremov.

1z tabele vidimo, da sta tocki lokalnih maksimumov (-1, f(—1)) = (—1,1) in (1, f(1)) =
(1,1) in je tocka lokalnega minimuma (0, £(0)) = (0,0). Ker je limy_, o f(x) = —oo, funkcija
ni navzdol omejena in nima globalnega minimuma. Globalni maksimum je ocitno 1 in

A. Bapi¢
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funkcija ga doseze v dveh tockah.

Naloga 31

Poiscite tocko lokalnih in globalnih ekstremov funkcije f(x) = x+cos(2x) na intervalu [0, «|.

Resditev: Dolo¢imo stacionarne tocke.

1
f'(x) =1—2sin(2x) = 0 = sin(2x) = 3 =2x€ {g,%} =xc {1—%2,51—72[}

! —
fl(?t) —1>0‘ ] }:> (n E+£> lokalni maksimum
f(g) :1—2s1n§:1—\/§<0

1212 2
;E ; ; Os1n2 < } N (51_72" i_;_?) lokalni minimum
=1>

SIS Sl

&

.....

minimum f(3%) = 32 — ¥3 4 globalni maksimum f(x) = 7+ 1.

Naj bo f dvakrat odvedljiva v okolici tocke a. Naj bo f'(a) = 0. Ceje f"(x) <0 (f"(x) > 0)
za vse x v okolici tacke a, tedaj ima f v a lokalni maksimum (lokalni minimum).

Naloga 32

Pozitivno realno stevilo a razdelite na dva sumanda tako, da bo njun produkt najvecji.

Resitev: Naj bosta x in y dva razcepa Stevila a. Torejx+y=ainmw=x-y. Kerjey=a—x,
sledi & = 7(x) = x(a —x) = ax — x*. Sedaj imamo funkcijo, ki je odvisna od x. Poi¢imo njen
prvi in drugi odvod: #'(x) = a —2x, &”(x) = —2. Ker je n”(x) < 0, je produkt maksimalen.
Ko resimo enacbo f’(x) =0, dobimox = §. Sledi, y=a—§ = §. Dvarazcepa od a, ki dajata
maksimalan produkt sta 5 in 5.

[ )

Naloga 33

Vkroznici polmerar je vrisan pravokotnik najvecje mozgne ploscine. Dolocite velikosti stranic
in ploscino pravokotnika.

Resitev:
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Najbostaain b stranici pravokotnika. Plos¢ina je dana
s formulo P = ab. Na obarvanemu trikotniku lahko
uporabimo Pitagorov izrek:

2 =d*+b?=a* =4 —b* = a= V42 -2

Sedaj zamenjamo a v formuli za ploscino, torej P =
\ P(b) = b\/4r2 — b% = \/4r2b? — b*. Doloc¢imo P’ po b.

. P (b) = S S (87%b —4b%) = ﬂ
2V4r?b* — b4 Var? —b?

Ko resimo enacbo P'(b) =0, dobimo b = rv/2 in zaradi
a=+/4r2 — b2 sledia = rv/2. Torej je iskani pravokotnik
kvadrat s stranico velikosti a = rv/2 in plos¢ino P =

a® =2r

Komentar: Potrebno bi bilo Se preveriti ali je dani ekstrem maksimum, torej ali je
P"(b) < 0. Ker je v tem primeru drugi odvod bolj kompleksen, smo ga izpostavili. V splo-
Snem, Ce naloga tega ne zahteva, ne bomo racunali drugega odvoda.

&

Naloga 34

V polkroznico polmera r je vrisan trapez, igar osnova je premer kroznice. Doloci visino in
manjso osnovo trapeza, tako da bo njegova ploscina maksimalna.

Resitev:

) Plog¢ina trapeza je P = “2h. Na obarvanemu triko-

tniku, bomo uporabili Pitagorov izrek:

b\ ? b\ ?
2: 2 [ Y _ I
h r <2) =h r (2)

_2r4b |, b2
:>P— 2 T —Z
2r+b)2 (47 — b2
:>P(b) _ \/( r+ )4( r )

Ce ima f lokalni minimum (maksimum) v x = a in je g naras¢ajoca funkcija, potem
ima go f lokalni minimum (maksimum) v x = a. Naj bosta f(b) = (2r +b)?(4r* — b?) in
g(b) = \/TE. Ker je g oCitno narasc¢ajoca, je tocka maksimuma funkcije P = go f ista kot
tocka maksimuma funkcije f. Torej je bolj enostavno uporabiti prvi odvod funkcije f.

Fl(b) =2-(2r+b)- (4r* —b*) + (2r+b)*- (—=2b) = (2r +b)(8r* — 2b* — 4br — 2b*)
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(2r +b)(8r% —4rb — 4b%) = 4(2r +b)(2r* — rb — b?)
(2r+b)(r? —rb+1* —b*) =42r+b)(r(r—b)+ (r—b)(r+b))
(b+2r)*(r—b)

4
4

Ker je polmer pozitiven, je edina resitev enacbe f'(b) =0, b = r. Torej sta viSina in plos¢ina:

b? r2 r\/§
h:W__:W__ porv3
r r 4:> 5

a+b 2r+r /3 3v/3r%
= h: . = P=
2 2 2 4

&
Izrek 8: Konveksnost in konkavnost

Ce je f dvakrat odvedljiva na .#, je f konveksna (konkavna) na . natanko tedaj, ko je
f'(x)>0(f"(x) <0), zavsakx € .&.

Definicija 8: Prevojna tocka

Naj bo f definirana na .# . Funkcija f ima v tocki a prevoj, Ce obstaja takSen 8 > 0, da je f
konveksna na (a— 8,a) in konkavna na (a,a+ 68) - ali obratno.

Naloga 35

Izracunajte prevojne tocke ter intervale konveksnosti in konkavnosti funkcije f(x) = %x“ —

XX +2.

Resitev: Izracunajmo f’ in f”:

| W

)

. Podobno, kot pri iskanju lokalnih

Ko resimo enacho f”(x) = 0, dobimo x =0 in x = 3

ekstremov, si nariSemo tabelo iz katere bomo videli resitev.

—oo 0 3 o0
3x - + +
%x -2 - - +
rel T+ -] ]+
f(x) U N U
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Torejje funkcija f konveksnana (—eo,0)U (%, +00) in konkavna na (0, %‘). Ocitnosta Py (0, f(0)) =
Pi(0,2) in Pz(%,f(%)) = PZ(%,%) prevojni tocki.

&

Ne pozabite, da v tabele za iskanje ekstremov ali prevojnih tock vnesete tocke v katerih
funkcija ni definirana.

Izrek 9: LHospitalovi pravili

Najbo & CR, c € #U{—co, 4o} innaj bosta f in g odvedljivi realni funkciji na .#.

1. Ceveljalim,_. f(x) = lim,_,.g(x) =0, g’(x) # 0 za vse x € . in obstaja

f'(x)
x—c g'(x)
vR, potem obstaja tudi limita
lim &x)
x> g(x)
Limiti sta enaki, torej
(x) f'(x)

M) g

2. Ceveljalimy_,. f(x) = lim,_,. g(x) = £oo, g’(x) # 0 za vsex € . in obstaja

/

lim L &)

x—c g'(x)
vR, potem obstaja tudi limita

x—eo g(x)
Limiti sta enaki, torej

/
lim @ = lim f (x)
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Naloga 36

S pomocjo L'Hospitalovih pravil izracunajte naslednje limite:

sin(3x)

1. hmx%n T

2. limy e &
3. lim,_,p+ (sinx-Inx)
4. limx_>0+xx

5 timy (4= )

Resitev:

1.

1 )
lim (sinx-Inx) = (0-20) = lim =~ = (%)

x—0t x—0t — )
sSinx
1 .
. > . sSinx
lim lx =—lim — -tanx=0
x—=0" ———-CcoSx x—0t X
s

= lim (sinx-Inx) =0
x—0t
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4.

lim x* = (0°) = lim (¢")* = lim "™ = lim e =
x—0t x—0t x—0t x—0t
Inx oo
lim I (-)
x—0t = o0
X
1
lim —4 = lim (—x) =0
=0t —=  x—=07F

. 1 1 . oef—x—1 0
Iim | — — = oo—oo):hm—: —
=0 \x e —1 x—0 x(e*—1) 0

) e —1 0 . er 1
Iim—————=(- )] =lm——— = —
x—0eX — 1 +xe* 0

o0+ ef+xet 2
i 1 1 1
im| —— = -
—=0\x e—1 2

5.1. Dodatne naloge

1. PokaZi da je funkcija y = 2x® +3x? — 12x + 1 padajo¢a na (=2, 1).

2. Pokazi da je funkcija y = arctanx — x povsod padajoca.

evive

(@) y=x—¢"
(b) y=2x*—Inx
(c) y=2sinx+cos(2x), 0 <x<2m

4. Poisci lokalne ekstreme danih funkcij:

(a) y=2x>—3x?

2
(b) y=—x*Vx2+2 (e) y= 3;1;‘3:4
(€) y=2x—6x2 —18x+17 (f) y=+vx3—3x2+38

5. Pois¢i najmanjso in najvecjo vrednost danih funkeij:

(a) y= 4—|——2X2—|—5, RIS [_272]

38
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10.

11.

12.

(b) y="24, x€[0,4]
(c) y=sin(2x)—x+1,xe[-5,5

evve

(@) y=x>—5x*+3x—5

_ _x=2
b y=T5
Obseg pravokotnika je 100 m. Ce je plos¢ina maksimalna, koliko sta dolgi njegovi
stranici?

. Razdeli 40 na dva dela, da bo produkt enega in kub drugega dela maksimalen.

Najdi x,y € N tak$na, da je produk x*y° je maksimalen, pri pogoju: x +y = 35.

cvve

minimalen.

Iz kartona kvadratne oblike s stranico 8 em Zelimo narediti $katlo brez pokrova. Ska-
tlo naredimo tako, da v vsakem ogliScu izreZzemo kvadrat in prepognemo stranice.
Kako velike kvadrate moramo izrezati, da bo volumen nastale skatle maksimalen?

Poiscite maksimalen volumen Skatle.

Z uporabo L'Hospitalovih pravili izracunaj naslednje limite:

. 1 l *
o i 0 (ol
(b) igr(l) (1 —cosx)cotx (f) ilg(l) ﬁ—f::ﬁ;
(©) il_{% X (8) )161_r>r(1) V2
I : I
(d) xl_l)tJrrlm \I}’f, neN (h) x1_1>rJ1rl°o (% —arctanx) ™
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POGLAVJE 6

RISANJE GRAFA FUNKCIJ. TAYLORJEV POLINOM

Konstrukcija grafov realne funkcije ene spremenljivke poteka po nasledjih korakih:

—

. Dolo¢imo definicijsko obmocije 2.

2. Preverimo morebitno sodost, lihost funkcije.
3. Izracunamo nicle in ugotovimo znak funkcije.
4. Poisc¢emo tocke nezveznosti.

5. Dolo¢imo morebtine navpi¢nein afine (y = kx+n) asimptote, pri cemer sta k = limy_e @

in n = limy_e[f(x) — kx].
6. Dolo¢imo morebitne ekstreme in intervale monotonosti.
7. Doloc¢imo intervale konvekstnosti in konkavnosti, ter morebitne prevoje.
8. Izracunamo vrednost funkcije v krajis¢ih definicijskega obmocja.

9. Poiskusimo narisati ¢im bolj natancen graf dane funkcije.

Naloga 37

Preverite lastnosti in narisite graf funkcije

Resitev:
Definicijsko obmodje: Ker je funkcija racionalna, sledi x # 4. Torej Zf = (—oo,4) U (4, +00).

Parnost: ) )

3(—x)—(—x 3x+x

P
—x—4 x+4

Funkcija ni soda in ni liha.

# +f(x)

40
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Nicle in znak funkcije:

3x —x? :

X— i 3x —x2 - + i -
S3x—x=0 v —4 ) _ . +
S x(3—x)=0 f(x) + - + .
=x1 =0, x €Y Torej, y < 0zaxe (0,3)U(4,4)iny>0za

x € (—o0,0)U(3,4).

Tocke nezveznosti:
Ker funkcija ni definirana v x = 4, preverimo levo in desno limito v tej tocki:

3(4—¢g)—(4—¢)°

3x—x2 x=4—¢
L4)= 1 = =l
) x—lgl— x—4 [g>(),g—>0] el—r>r(1) 4—e—4
2
—e°+5¢—14 4
:lim+—zlim(—8—5—l——>:—|—oo
e—0 —& e—0 £
3x—x? =4+¢ 3(44+¢)— (4+¢€)?
D(4):limxx: r=at —1m(+)(+)
x—4+ x—4 £>0,e =0 £—0 4+e—4

—e2-5¢—4 4
_im ST (—3—5—5) — e

Asimptote:
Ker sta
. . 3x—x% g -
A S = A S S A =
. . 3x—x*rp . 2
SRS = e S =T =
funkcija nima navpic¢nih asimptot. Ker sta:
3y — 2
k= tim I i T
x—beo X x—oo X% —4x

n= lim[f(x) — k] = lim _x4 =1,

X—ro0 X—00 X —

ima funkcija afino asimptoto y = —x— 1.
Ekstremi in intervali monotonosti: Najprej dolo¢imo prvi odvod funkcije:

b (B3=2x)(x—4)—(Bx—x?)-1  —x*+8x—12
f(x) = G4 =GP

Resimo enacho f/(x) = 0.
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X —oo 2 4 6 Foo
f'(x)zO@—_szer_lz:O —x? +8x— 12 - * * -
(r—4)2 (x —4)? + + + +
& +8x—12=0 7 ] - N _
Sx=2,0n=6€% f Ny N /! N

Iz tabele vidimo da je tocka (2, f(2)) = (2,—1) minimum in (6, f(6)) = (6,—9) maksi-
mum. Funkcija je padajoca na (—ee,2) U (6,+0c0) in narasc¢ajoca na (2,4) U (4,6).
Konveksnost in konkavnost. Prevoji: Drugi odvod funkcije f je:

—2X x—4)? — (—x>48x— “2(X—
f,,(x):( 2x+8)(x—4) (;_4;8 12)-2(x—4)
(x—4)-[(—2x+8)(x —4) —2(—x>+8x — 12)]
(x —4)*
—2x% 4+ 8x+8x—32+2x*—16x+24
(x—4)3

Ker enacba f”(x) = 0 nima resitev, nimamo prevojev. Iz

X | —oo 4 o0
f// + _
f U N

vidimo da je funkcija konveksna na (—e,4) in konkavna na (4, +e). Graf funkcije:

T T T T T T T
-15 -10 -5 5 10 15 20

-104

-154
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Naj bo P(x) polinom oblike
P(x) =co+cix+...+cpx".

Zanima nas, kako bi P(a+ h) izrazili s potencami k. Jasno je, da je P(a+ h) polinom v h:
Pla+b)=Ag+A1h+...+A,NW".
V h =0 je vrednost P(a) = Ag. Odvojimo polinom P(a+ h) po h:
Pla+h)=A|+2A0h+...+nAh "

V h =0 je vrednost P'(a) = A;. Ponovno odvajamo po h... Ta postopek ponavljamo in

dobimo / ; -
Pla), Pa),, P

n
1! 2! n! s

P(a+h)=P(a)+

kar je polinom stopnje n.

Definicija 9: Taylorjev polinom

Naj bo f n-krat odvedljiva v okolici tocke a. Polinom

n k) (g
=Y o

imenujemo (n-ti) Taylorjev polinom (n-krat) odvedljive funkcije f v okolici tocke a.

Z uporabo Taylorjevega polinoma T,(x) lahko aproksimiramo funkcijo f(x). Zato je
pomembno oceniti ostanek R, (x) = f(x) — T, (x).

Izrek 10

Naj bo f definirana in n-krat zvezno odvedljiva v okolici (a,x) (ali (x,a)) tocke a, pri Cemer
v intervalu (a,x) (ali (x,a)) vsebuje (n+ 1)-ti odvod. Tedaj velja Taylorjeva formula

f(x) =T a(x) +Rpa(x).
Z drugimi besedami, obstaja tocka c € (a,x) (oziroma ¢ € (x,a)) taksna, da velja

f(n+l)(c)
(n+1)!

n+1

B all) = @) — T 6(5) = (x—a)"",

kjer T, 4 predstavlja Taylorjev polinom pridruzen funkciji f(x) v tocki x = a in R, 4(x) tako-
imenovani ostanek ali napaka aproksimacije.
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Komentar 16: Obliki ostankov

Ostanek oblike

f(n+1)(c)
(n+1)!

imenujemo Lagrangejev ostanek. Ce vzamemo ¢ = a+ 0(x—a), pri emerje0 < 6 < 1,

n+1

Rn,a(x) = f(x)— Tma(x) = (x—a)"",

imamo Lagrangejev ostanek oblike

(x—a)”'H

rEEANR )

Rya(x) =

Ceje j=x—a, j€R, imamo

n+1
A D (at6)).

Ria(x) = (n+1)

Ce v Lagrangejevemu ostaneke zamenjamo p =n+ 1, p € N, imamo

Rya(x) = (x_a)p =™ i),

xX—c p-n!

To obliko imenujemo Schlomilch-Rocheva oblika. Zap=1,c=a+0(x—a), 0< 0 <1,
imamo Cauchyjevo obliko ostanka

R, = (x—a)™1(1— e)nf(”ﬂ)(a—ke(x—a)).

’ n!

Komentar 17: McLaurin-ov polinom

Cejea =0, imenujemo polinom T, o McLaurin-ov polinom in pisemo f(x) = My(x) + Ry (x),

pri Cemer je

& W0)

M,(x) = kz‘b T

m f(n+1)(9x)
Rn(X) = Wx"“, 0<o< 1,

oziroma,

(n+1)

R,(x) = f(Tl()C')an’ kjer je c med a in x.
n 4

Iz McLaurin-ove formule lahko izpeljemo naslednjih pet pomembnih razvojev:
C e = xS Y R, ()

3 5 2n—1

. smx:x—%—i—%——|—(—1)"_1m—|—Rn(x)
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2 4 2n
ccosx=1—%+79 —...—|—(—1)"én)! + Ry (x)

C ()% = Tox+ A& D2y polellamnt i k()

n!

cIn(l4x) =x—5+% — 4+ (=) E R, (x)

Naloga 38

Za katere x velja aproksimacija cosx ~ 1 — ’“72 z absolutno napako manjso od 10747

Resitev: Iz McLaurin-ove formule sledi:

2 4

cosle—%—i—cos(c)-%, 0<c<nx.

Ker kosinus zavzame vrednosti med —1 in 1, velja |R,(x)| < )2‘—:. Torej

Ra(x)| < 107% < |x| < V24104 ~ 0,22.

Naloga 39

Aproksimiraj funkcijo f(x) =In+/1+ x z McLaurin-ovim polinomom druge stopnje in ocent
napako na intervalu [0, 1].

Resitev:
S D
TN = A o 24y
1
1 _
B fo) f1o) 1. 1,
M;(x) = f(0)+ 1 + 3 —2x 4x
Kerje f"(x) = W, je napaka dana s predpisom
f"(€) 3 1 5
R = = —0X".
200 =37 = S o
[z0 < c<x<1sledi:
O<cexl1

=l<c+1<2
=1<(c+1)P<8
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1 1
== 1
R ETSE
Torej
1 1 1 1
R = 3. 2. 1-=-1=-
IRe(x)] =l 5 ‘(1+9x)3 S8 T 6

Naloga 40

Pois¢i McLaurin-ov polinom funkcije y = In(1 +x), ki jo aproksimira na segmentu [0,3] z
napako manjso kot € = 1072, Izracunaj tudi priblizno vrednost In(1,05).

Resitev:
, 1
)=
/! 1
f (X) - (1 —|—X)2
/1! 2
f ()C) - (1+x)3
f ()C) - (1+)C)4
(n) (=) (n=1)!
) =
IScemo n € N za katerega je |R,(x)| < €.
_ f(nﬂ)(c) ntl| _ (=1)"n! w1 1 1 +1
'R”<x)|_|m e Do T | T A (Tt

Kerje 0 <x < 3, sledi x"*! < 2,,1+1 . Z druge strani 0 < ¢ < x < 3 sledi 1 < ¢ ali ekvivalentno

] .
T < L. Torej

1 1 1

R 1- -1 =
R <1+

. = < = 2" 1)>50=n2>4.
T = T (1) S 100 2 it 230=nz2

McLaurin-ov polinom Cetrte stopnje zadovoljuje dane pogoje in velja

2 )C3 x4

f(x)zM;;(x)zx—%—F?—Z.

46 A. Bapi¢



Analiza 2 - Infinitezimalni racun

Priblizna vrednost od In(1,05) znasa

In(1,05) =In (1 + —) ~ My (—) = 0,049

Naloga 41

Aproksimiraj funkcijo f(x) = v/1+x z McLaurin-ovim polinomom tretje stopnje na se-
gmentu [0, 1], izracunaj priblizno vrednost /14 ter oceni napako.

Resitev: Funckijo f lahko zapisemo kot f(x) = (1 +x)%. Pois¢imo odvode do 4. reda.

L
F0=3 (1+x)2
pon 2 1
PO==5 iy
/11 _E_ 1
A (x) 27 3 (1+x)8
F@ = 80

LY

Izrac¢unamo: f(0) =1, f/(0) = 1, f”(0) = —% in f"(0) = 19. McLaurin-ov polinom tretje

stopnje funkcije f je torej dan s predpisom

1 1
My(x) = 1+§x— §x2+%x3
in njegova napaka z
@) , —30. x4 10 1 4 10 4
R = = = — . . R - .
3(x) TRy DL 243 At Xt = 3(x)|<243x

Ker je razvoj dan v segmentu [0, 1], v/14 ne moremo zapisati kot y/1+ 13 saj 13 ¢ [0, 1]. Pri-
blizna vrednost je

/ 3 [ 3 3
V1d=/8+6=_ 8<1+Z> =2/ 1+Zm2-M3 (Z) =2,42708,

pri ¢emer je napaka 2R4(3) < 0,026.
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6.1. Dodatne naloge

1. Preverite lastnosti in narisite grafe naslednjih funkcij:

(a) flx) = 512

(b) f(x) =x—3x+2
() f(x) ==

(@) flx) =45

(€) f(x)=(3—2%)e™

2. Aproksimirajte funkcijo f(x) = x*Inx s Taylorjevim polinomom tretje stopnje v oko-
lici tockea =1.

3. Aproksimirajte funkcijo f(x) = xsinx s Taylorjevim polinomom tretje stopnje v okolici

tockea=1%.
4. Aproksimirajte funkcijo f(x) = tanx z McLaurin-ovim polinomom pete stopnje.

5. Naj bo f(x) = v/1+x. Izracunajte McLaurin-ov polinom druge stopnje funkcije f in

ga uporabite za izra¢un priblizka /1, I. Ocenite pri tem napravljeno napako.

6. Z uporabo Taylorjeve formule izracunajte sin9° z napako ne vecjo kot 107>,
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POGLAVJE 7

NEDOLOCENI INTEGRAL

Naj bo funkcija f odvedljiva na intervalu .#. Tedaj je tudi f’ funkcija, definirana na in-
tervalu .#. Denimo, da f’ poznamo. Kako priti do funkcije f. Ali je vsaka funkcija na .%
odvod kaksne funkcije?

Definicija 10

Funkcya F, definirana na intervalu ., se imenuje primitivna funkcija funkcije f, ce je
na £ funkcija f enaka odvodu funkcije F; torej ce velja

F'(x) = f(x) zavsakx € .#.

Izrek 11

Naj bo F primitivna funkcija funkcije f na intervalu .#. Tedaj je za vsako konstanto C tudi
funkcija G,

G(x)=F(x)+C,xe s

primitivna funkcija funkcije f.
Naj bo H poljubna primitivna funkcija funkcyje f. Tedaj obstaja taka konstanta D, da je

Komentar 18

Ce je F primitvna funkcija funkcije f, je diferencial

oziroma

Zato pisemo tudi
F(x) = / A

Pozneje, ko bomo v integriranje uvedli novo spremnljivko, bomo videli, da je takSen zapis
zelo pripraven. F je torej funkcija, katere diferencial je f(x)dx. Integriranje je torej naspro-
tna operacija diferenciranju.
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Nedoloceni integrali elementarnih funkcij

/dx:x+C /sinxdx:—cosx—i—C
x2 .
/xdx:E—i—C /Cosxdx:51nx+C
ot / : dx=—cotx+C
/x”dx:n+1+c, a7 -1 sinlzx
d _
/Yx:lnle—C /Coszxdx—tanx—i—C
1
a* dx = arctanx -+ C
/axdx:quC /1+f2 X = arctanx +
/exdx:ex+c /mdx:arcsin)H—C

Ker je integriranje nasprotna operacija odvajanju, pravila za integriranje sledijo iz pra-

vil za odvajanje.

Osnovne lastnosti nedolocenih integralov

1.
= [ = s
2.
JU@ +gtdr= [ fedr+ [ exax
3.

/ufumuzx/j@MLxeR
Osnovne metode integriranja

1. Metoda dekompozicije. Ce je f(x) = fi(x) + f>(x), ppotem velja

[reas= [ piwav+ [ peoa
pri Cemer imata fj in f, primitivni funkciji.
2. Metoda substitucije. Ce zamenimo x = ¢(t), pri Cemer sta @(¢) in ¢'(t) zvezni funk-
ciji, dobimo

[ reax= [ row)g'w)ar.

3. Integracija po delih (per partes). Ce sta f in g odvedljivi funkciji, velja
[0 = 1(05x) = [ 8(0)f ()
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ali krajse
/udv = uv—/vdu.

Z uporabo osnovnih lastnosti in tabele integralov, izracunaj:
2 . xX—X de
1. [(x*42x—3)dx 8. [537¥dx 15 [ s
2. [A)/x\/x/xdx 2 feemtlld 16. [ treosrdt
3 fsd_x 10. f—de 17. [ cosxsin3xdx
4 [ (1= k) Vavade 18 [ Edx
X X— d
Sty 12. [ #%dx 19[4
6. f}@x_j—l 13. [+/1—sin2xdx 20. [ 3%
3
7 [EESE 14. [tan®xdx
Resitev:
1.
X3 2
/(x2—|—2x—3)dx:/xzdx+2/xdx—3/dx:?—Fx —3x+C
2.
/\/xx/x\/;dx:/ﬂx‘l*xédx:/xgdx: )76 +C = ) +C
gt1 7
3. \
d 5 5
5x2: X%dx:x?—FC:—sxﬂ—C
X 5
* 2 1 2
x_
/ 3 dx—/<x2—)?)dx:/x2dx 2/x 3dx=—— —+C
5.
el 5l N1 (1) £ 1 » 2 1
dx=2[ (=) dr—= [ (=) dx=2-2 ——. 2 1 C=— C
/ T /(5) * 5/(2) T ML 5l T T stms 52vm2
6. )
1-1
/xzx—l—ld /x —;—l—l dx—/dx / 24_1—x—arctanx+C
7.

X 2
/ —;j—l /xdx 2/ 71 :x——Zarctanx-i—C
X X

A. Bapi¢



Analiza 2 - Infinitezimalni racun

8.
5\* 2)*
/5)‘3%:/ SV e Gl L
3 lng
0.
3x 2x 2\x
e 41 (e +1)(e*F+e"+1) ) (e7)
/ et 1 dx:/ et 1 dx:/((e Fretlde=qrg e txtC
1
= 562x+ex+x+C
10.
o 1)?
VXt x4+2 (x "’)7) dx _s 1
/x—3dX:/x—3dX:/7+/X dX:1n|X|—@+C
11. | 4
/(1 ——2> \/ xv/xdx = /xidx—/xidx: ?x%—l—4x*%—|—C
X
i e \VDR+VE) 2
+ / 3
2—+/x)dx=2x—-=x2+C
2+\f 2+ +/x (2=v¥) 3
13.
/\/1—sin(2x)dx:/\/1—2sinxcosxdx:/\/sin2x+cos2x—23inxc0sxdx
= /(sinx—cosx)a’x: —cosx+sinx+C
14. 5 )
) 1_
/tanzxdx:/sm xa’x:/ﬂdx:/ /dx—tanx x+C
cosZx cosZx cosZx
15.
/ a9 —/Si“29+coszed9—/ ! d9+/ L 16— tan6 —cotd+C
sin2@-cos2® J sin?@-cos2O ~J cos2@ sin@
16.
1— t (1— t 1 —2cost t t
cost . cos2 CO.S 2+cos / ) / cost i / tan’ tds
1+cost 1 —cos*t sin“t sin’t sin?¢

:—cott—Z/ — —l—tant—t—i—Cl :—cotH—tant—t—Z/sin td(sint) 4 C)
sin”¢

.1
sin” ¢ 1
! +C=—cott+tant —t+2-—+C

= —cott+tant —t—2-
—1 sint
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17.
/cosxsin(3x)dx: /cosxsin(Zx-l—x)dx: /cosx(sin2xc0sx—|—cos2xsinx)
= 3/sinxcos3xdx—/sm3xcosxdx— —3/cos3xd(cosx) —/sin3xd(sinx)
3 1
= —Zcos4x— Zsin4x+C
18.

3 : 2
1—
/sm xdx:/smx( cos x)dx:/—smxdx /sinxcosxdx

COSXx COSX COSXx
2

d
= —/ (cosx) +/c0sxd(cosx) = —In|cosx|+ e
cosx 2

N —

19. Izraz 2 . lahko napisemo kot Al + pricemerjeA=5InB=—53.

x— 17

/x2_1 2 x—l /x+1 %</dix_—11)_/dilel))

x—1
+1

1 1
= 5(1n|x—1|—ln|x+1|)+C: Eln

-+
20.

- = 5 X = —_———ax = —
sinx  sin?x 1 —cos2x
1 cosx— 1

—~In
2

dx sinx sinx d(cosx) _/ d(cosx)

1 —cos2x cosZx—1

+C:1n’tanf‘+c
cosx—+1 2

s

Naloga 43

Izracunajte naslednje nedoloce integrale (z uvedbo nove spremenljivke):
1 [x3(1—5x%)1%x 4. [cos’ xv/sinxdx
2
2. [ p=dx 5 [Va®—x%dx

B.k[;ﬁééidx 6. Jivﬁééidx

Resitev:
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1.
1-5x* =t =x>=—1(1t-1)
3 2010 7. _
/x (1=5x")"dx=¢ —10xdx =dt
xdx :—Ldt
1 )10 1/ 1 .10
= | —(t— dt = t o —t7)dt
/0 50 ( )
1 (112 t“ 1 + 55x2
=—|——— =— 1-5x3)+C
o( ) 6600 (L~ +
2.
5 t =+2—x
X
/ dx=q 2 =2—-x =x*=(2-1?)?
V2—x
dx = —2tdt
2—12)2.(=21)dt
:/( )t( ) :—2/(4—4t2+t4)dt
435, 5
=2(4r -3+ ) +C
2
:—B(BZ+8x—3x2)\/2—x+C
3.
5 t =vV1—x?
/x—dx: 2 =1-x* =xt*=(01-1)?
V1—x2
—2xdx = 2tdt = xdx = —tdt
_/ d z—/(1—2t2+t4)dt
r+ = l 1t +C
3 5
1
=@+l +3) V-2 4 C
4.
t = +/sinx

/cos xVsinxdx = > =sinx = costx = (1—1%)?

2tdt = cosxdx

:/ £ 26(1—2)2di = 2/ ~ 22+ Y)di
2. 4

2 4
:—t3——t7—|—11 +C = <———smx+—smx)\/smx+C

3 7 3 7 11
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5.
= agsint
/\/ 2 _x2dt = { ast }:az/\/l—sinztcostdt
dx =acost
2 2
1
:aZ/cosztdt = a—/(l+cos2t)dt =% (t+=sin2e ) +C
2 2 2
2 2
_ Y ein N S22
5 arcsma—f— 5 a X
Uporabili smo identitet: cos(arcsinx) = v'1 —x2.
6.

NG
/ﬁ—\/_

{dx =67 } /Z_Zd_6/ZZ__IIH
6(/Z—le+/z—1> </(z5+...+z+1)dz+/z‘i_zl>

6
— ...:x+§\6/§+5\%§+2ﬁ+3%+6%+6lny%—1|+c

L3

Izracunajte naslednje nedolocene integrale (z integracijo po delih - per partes):
1. [xe“dx

2. [xarctanxdx

3
X~ arccosx
5 JEAZE

4. [1In®xdx
5. [sin(Inx)dx

Resitev:

1.

u =dx v —e

—x dv —=éd
/xexdx:{ du oA ex * }:xex—/exdx:xex—ex+C:(x—l)ex—I—C

dx
du :11);2 y = 2 21+X2
2

X
2

u =—arctanx dv xdx X2 1 x?
xarctanxdx = 2 = —arctanx — —
7

2

716 % arctanx +arctanx —x+C = ( + 1) arctanx —x+C
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3.
X3 arccos x u =arccosx dv = lxixzdx
Vi—x2 | du :—\/% v :—Vlgxz(xz—i-Z)
V1—x2

= —arccosx-

1 3
(P +2)— = <x—+2x) +C

3 3\3

Integralv= [ lfxz dx smo resili z uvedbo nove spremenljivke r = /1 — x2.

4.
= In? dv =d
/lnzxa’x: “ ; X Y o :xlnzx—2/lnxdx
du :¥dx Vv =x
=1 dv =d
= u ;x v * :xlnzx—2<xlnx—/dx)
du :7x Vv =x
— xIn%?x — 2xInx4+2x+C
5.

u =sin(lnx)x dv =dx

1= /sin(lnx)dx:{ dy = sty o }Ixsin(lnx)—/cos(lnx)dx

X

= xsin(Inx) —xcosIn(x) —/sin(lnx)dx

————
=I

u =cos(lnx)x dv =dx
du :—sm(xﬂdx vV =X

21 = x(sin(Inx) — cos(Inx)) +C
1= g (sin(Inx) — cos(Inx)) 4+ C

Integracija racionalnih funkcij
Racionalnim funkcijam posebne oblike

A . Bx+C
ali

(x—a)™ (x2 +bx+c)"’

kjer b*> —4dac < 0 pravimo parcialni ulomki. IzkaZe se, da lhako vsako racionalno funkcijo
R(x) = Iq%, pri kateri je Stevec nizje stopnje kot imenovalec (v tem primeru recemo da

je R prava racionalna funkcija), razcepimo na vsoto parcialnih ulomkov in celo, da je tak
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razcep enolicen in je oblike

p(x) _ Al + AZ + + Am
(x—a)"(x>2+px+q)" x—a (x—a)®> = (x—a)m
Bix+C; Byx+Cy B.x+C, (7.0.1)
Xtpitq (P4pxtq)? T (P Fpatg)t -

pri cemer je g(x) = go(x—a)™ (x> + px+¢)". Torej R(x) = % -(7.0.1). Kadar je racionalna funk-
cijaneprava (stopnja Stevca vecja ali enaka kot stopnja imenovalca), potem seveda funkcije
R(x) = % ne moremo razcepiti na parcialne ulomke. V tem primeru z algoritmom za de-
ljenje polinomov poisc¢emo taka polinoma k(x) in r(x), da velja p(x) = k(x)g(x) + r(x) in
da je stopnja polinoma r(x) strogo manjsa kot stopnja polinoma ¢(x). Odtod sledi, da je
R(x) =k(x)+ %, kjer Ry (x) = % lahko razcepimo na parcialne ulomke. Torej se da vsako
racionalno funkcijo razcepiti na vsoto polinoma in parcialnih ulomkov.

Z pomocjo parcialnih ulomkov lahko resimo integrale oblike [ %dx.

Naloga 45

Izracunaj integrali:

1 [X2dx

.X3 —X

3 2
x 4+x“—16x+16
Z e

Resitev:

1. Integral lahko zapiSemo kot: I = [ £=2-dx = [ x(x_xl;);rl)dx. Najdimo razcep dane raci-

onalne funkcije na parcialne ulomke.

x—=3 _A+ B n
x(x—1)(x+1) x x—1 x+1
x—3=A(*—1)+Bx*+x)+C(x*—x)

x—3=x*(A+B+C)+x(B—C)—A

x(x—1)(x+1)

Imamo naslednji sistem
A+B+C=0B-C=1,-A=-3,

z resitvijo
A=3B=-1,C=-2.

Odtod sledi,

1:3/55—/ wﬁ—z/ > _
X x—1 x+1

57 A. Bapic

3
G Dr+1)

+C




Analiza 2 - Infinitezimalni racun

2. Kerjeracionalna funkcija neprava, moramo podeliti polinoma in potem najti razcep.

3 4x>—16x+16 (t5) 4 x+1 (4 5)+ x+1
= X —_ = (X e
x2—4x+3 x?—4x+3 (x—1)(x—3)
x+1 A B

x—1)(x—3) x—1 T3 (x=1)(x=3)

x+1=x(A+B)+(-3A—-B)

ReSenje sistemaA+B=1,-34A—B=1je A= —1,B=2. Odtod sledi,

dx dx x?
I_/(x+5)dx—/x_1+2/x_3 = 3+Sx+ln

(x—3)

+C

Integrali nekaterih funkcij ki vsebujejo kvadratni polinom ax” + bx + ¢

Integrale oblike [ axz—iZX-i-C in [ \/ax;fbﬂrc

reSujemo tako, da kvadratni polinom zapiSemo

v kanonicni obliki

) ( b>2 4ac — b?
ax“+bx+c=alx+— | + .

2a 4da

Seveda lahko izraz tudi dopolnimo do popolnega kvadrata, ¢e ne Zelimo uporabiti zgornje
formule.

Nato uporabimo substitucijo x + 2% =1, dx = dt in dobimo poenostavljene integrale, ki
jih lahko resimo.

Naloga 46

Izracunajte integrala:
dx
L | mar

2 f dx
’ V2x2—6x+5

Resitev:

1. Dopolnimo izraz x> +x+ 1 do popolnega kvadrata.

1 1 1 1\? 3
2 2
1= 2. T 41= - b
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Integral zdaj postane:

/ dx _/ dx ) x=3
SRR T A N G

}:/%

2 _
_ { Ve
2 _
—\/gdt =du

23 2x—1

= ——arctan

3 V3

1

A

‘/gdu

dt

dt

i/ %((%rfﬂ)

+C

(u?2+1)

2\/_/u2-|—1

arctan u+cC

Ce naloga ne zahteva eksplicitnega izracuna naslednjih integralov lahko uporabite

sledece enakosti:

dx

/ dx —1arctanx+C/ =
2+ad®  a a 2—a?

1

—1n
2a

X—da

xX+a

+C

/ dx B
Vx2+a?

Injx+Vx*+ad?|+C

2. Najprej dopolnimo kvadratni polinom do popolnega kvadrata.

Integral postane:

/m/\/ o

el yevwe

=—1n

NG 2

3
X—=+

Tz %

/ 5
2 _ -z
X 3x+2

+C

Integracija iracionalnih funkcij

1° Integrale oblike [R(x,+/ax+b)dx in [R(x™, /ax™ +b)x"'dx, pri cemer je R(x,y) ra-
cionalna funkcija, reSimo s substitucijo ax+b = " oz. ax™ + b =", ki poenostavi

racunanje na izracun integrala racionalne funkcije.

2° Integrale oblike [ Mt dx reSujemo s substitucijo x — o = %

(x—a)"Vax2+-bx+c
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3° Integrale oblike [R(x,va?—x?)dx in [R(x,Va®+x?)dx resujemo s substitucijo x =

asint 0z x = atant.

apxX™+a X" '+, +a,
Vax2+bx+c

4° Metoda Ostrogradskega: Integral [ dxlahko poenostavimo na obliko

3° ali pa ga zapiSemo v obliki

m m—1_|_ + + :
apx™ +ax a”dx—(Ao)Cm_]+"' Amfl) ax’ +bx+c m/—x
ax? +bx+c ax?+bx+c

Koeficiente A; dobimo tako da odvajamo zgornjo enakost, odpravimo imenovalec in

uredimo koeficiente pred x iste stopnje na levi in desni strani enacbe.

Naloga 47

Izracunajte integrale:

1. f;L&dx

dx
2. f xVx2—4x+1
3. [x>\V/4 —x2dx

3
X
4. f V142x—x2 dx

Resitev:

1 Kerjel= [+ 2V dx = [R(x,/x)dx, uvedemo substitucijo x = 1, dx = 2tdt in dobimo

t5
dtzz/—dt
P

Ker je funkcija, ki jo integriarmo, neprava racionalna, moramo deliti Stevec in ime-

novalec, da dobimo celi del in pravi racionalni del.

r 1
- —
t+1 t+1

Torej

1
1:2/<t4—t3+t2—t+1——)dt:
t+1

1 1 1
=2x (§x2—|—§x+l> —Exz—x—21n|\/)_c+1|—C
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2. Sedaj imamo integral iz 2. skupine, ki ga resimo s substitucijo x = 1, dx = —%dr.

—1Ldt —tar dt

/x—l-\/_ / / / [1-4t412 4t+t2 —WZ;‘”H: 2 —4t+1 B

Integrale oblike I’ smo Ze reSevali tako, da kvadratni polinom dopolnimo do popol-

nega kvadrata in uvedemo podobno substitucijo.
24t 1=1>—dt4+4—4+1=(-2)>-3

Imamo

dr (-2 = dt
——/—: ) :—/—2:—1n|z+\/22—3|+C
V(E—2)2-3 dt =dz 2 3

1 /1 4
=—Injt—24+ V2 —4t+1[+C=—In|-—2+4/ 5 ——-+1
X X X

3. Uvedimo substitucijo x = 2sin#, dx = 2costdt. Integral postane:

/xzv4—x2dx=/4sin2t- V4 —4sin®t-2costdt = 16/sin2tc0st-\/cos2tdt: 16/sin2tcosztdt
1— 2.2t
_ 4/(2sintc0st)2dt _ 4/sin2(21)dt _ 4/%51; _ 2/(1 — cos(41))dt

| i
_ Z/dt 2.5 /cos(4t)d(4t) = 21— sin(d) +C

+C

1
= 2arcsin§ —5 sin <4arcsm 2) +C

4. Uporabili bomo metodo Ostrogradskega. Podan integral lahko zapisemo v obliki

dx
Sdx = AX* +Bx+C)\V/142x— x2+l/
/\/1+2x x? ( V14 2x—x?
Z odvajanjem dobimo:
x (2Ax+B)- V14 2x — 22+ (Ax> +Bx+C) ! (2= 20) 4 A
—————— = (2Ax+B)- X — X X +Bx+C) ————=(2-2%) t A ——
V14 2x—x? 2V1+2x — X2 V14 2x—x?

Dano enakost pomnozimo z v/1 + 2x — x2:

= (2Ax+B)(1 +2x —x*) 4 (Ax* + Bx+C)(1 —x) + A,
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ko uredimo koeficiente pred ¢leni iste stopnje dobimo sistem enach
“3A=1,54-2B=0,24+3B—-C=0,B+C+A=0

z resitvijo
Torej

Resimo Se zgornji integral.
/ dx = / dx — ... =arcsin®
V142x—x2 V2—(x-12 V2

Koncna resitev je:

1 1 -2
I — (——xz—éx—?9> \/1—|—2x—x2—|—4arcsinx\/§ +C

Integracija trigonometri¢nih funkcij

1° Integrale racionalnih funkcij R(sinx,cosx), pri Cemer sinx in cosx prve stopnje, resu-

jemo s substitucijo

2t 1 —¢2 2

= — dx=—"—dt.
142’ 1412’ o 1412

X .
tanE =1 = sInx =

2° Integrale tipa [R(tanx)dx in [ R(sin®x,cos?x,sinxcosx)dx reSujemo s substitucijo

. 1? 5 1 t dt
tanx =7 = sin"x = ———, COs"x = ———, SinxCosx = ——, dx = ——.
1+1 1+ 1+ L+
. -n dx dx v . . .
3° Integrale tipa [sin"xdx, [cos"xdx, [ 5, [ cSamdx reSujemo s parcialno integracijo.

4° Integrale oblike [sin™xcos"xdx, pri Cemer sta m,n € Z, reSujemo na naslednje na-
¢ine: Ce je m (n) lih uporabimo substitucijo u = sinx (u = cosx), Ce sta m in n soda,

uporabimo formuli

1 1
sin?x = 5(1 —c0s2x), cos’x = 5(1 + cos2x).

62 A. Bapi¢



Analiza 2 - Infinitezimalni racun

Naloga 48

Izracunajte integrale:

dx
sinx

f sinxcosx
sin® x+cos* x

3. [sin® xcos® xdx

4. [sin®xcos?xdx

Resitev:

1. Ocitno imamo integral 1. oblike. Torej bomo uporabili substitucijo tan3 = .

dx Lz 1 X
2 :/ 1;’ dt:/—dt:1n|t\+c:1n’tan—‘+c
sinx t 2

1+£2

2. Sedajimamo 2. obliko in uporabimo tanx =1.

t 1
,_/ [ _dr _/ e dt
- 2 \2 2 142 ) 24l 1442
(ljrtz) +(lit2> (1+22)°
2
1© =z
t t 1 dz
/t4+1 (12)2+1 2td ‘fz 2) 2+1
tdt = 5dz

1 1
= jarctanz +C= 5 arctan(tan®x) +C

3.
. 2 ) 2
= sin = Cco =]—-sin“x=1-—
/sinsxcos3xdx: . e o e ! :/us(l—uz)du
du = cosxdx
6 8 1 1
:%—%+C:€sin6x—§sin8x+c

4.

1 1
/sinzxcoszxdx = 4_1/(1 —co0s2x)(1 4 cos2x)dx = 4_1/(1 — cos? 2x)dx

1 1 1 1
— [ (1= 2(1+cos4 — - [ dx—~ [ cos4
4/< 2( + cos x)>dx 8/dx 8/005 xdx

1 1
= gx— ﬁSiH‘LX—FC
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Komentar 19: Izpeljevanje formul za substitucijo tan 5 =¢

_ sinx sin (2-3) 2sinfcos% :cos?i tan £ ¢
sinx — _ 7] _ 2 €083 2 _ 2
&= T a2 x 2X a2 X DE o 2x 2 X )
sin“5 +cos“5  sin“5+cos~5: €087 5 tan s+1 = +1
cosx cos (2-3%) cos?t —sin?%:cos?2f 1—tan?Z 1—¢2
_ _ 2) 2 7 2 _ 2 _
COSX = = ——= 5 7x 2% 7
1 cos2% +sin?%  cos?% 4+sin?%:cos?2f 14tan?f 14t
2 2 2 2 2 )
X X
tan— =t = — — arctant = x = 2arctanx = dx = 2dt
2 2 1+1¢

Komentar 20: Izpeljevanje formul za substitucijo tanx = ¢

sin?x — sin®x _ sin’x : cos2x _ tan2 _ =
1 sinfx+cos2x:cos?x tan?x+1 241
coslx — cos? x _ cos®x s cos’x _ 1 _ 1
1 sinx4cos2x:cos?x tan?x+1 241
. SInXCcosx sinxXCcosx :cos’x tanx t
SHHEOsH= 1 - sinZx -+ cos2 x : cosZx Ttanlxt+1 241
dt
tanx =7 = x = arctanx = dx = —
=41

Komentar 21: Rekurzivne formule

) 1., n—1 o
/sm”xdx: ——sin" ' xcosx+ /sm” 2xdx, n>?2
n n

n—1

1 . _
/cos”xdx = —cos" xsinx+ /cos” 2xdx, n>2
n

dx COS X (n—2) dx
= 1
/sin”x (n—1)sin"!x i (n—l)/ "7

sin" " “x
dx sin x (n—2) dx
= 1
/cos”x (n—1)cos" 1 x + (n—1) /cos”—zx’ n7
s on+1 m—1 1
/ sin”"(x) cos™ (x)dx = sin™” (x)cos™” (x) , m sin” (x) cos™ 2 (x)dx
n—+m n—+m
64
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7.1.

Dodatne naloge

Izracunajte integrale:

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

20.

S

[arctan \/xdx
f tal’lex

[ e**cosbx dx
J 5 dx

2e*
J o dx

J (i)fgx dx

NG
i T %dx
[V 1+ cos?xsin2xcos2x dx

dx
i

f dx
Vx—x2

Inx
fx(l—lnzx)dx

cos2x
cosZx

[ V'tan3 xsec* xdx

f 8x—11
V5+2x—x2

f Vv 3x2—1 1x+2 ax

[ x? cos wxdx

J (1+x4) TP

[ €*sin® xdx
[ s
V3cos g-+sing
5
X
f\/x4+4dx

21.
22.
23.
24.

25.

26.
27.
28.

29.

30.

3L
32.
33.
34.
35.
36.
37.

65

2x2+41x—91
J e

225
| 757X

X —6x2 +9x+7
2 () 94X

dx
| i &

f 252 _2x°43x dx
Va2 +2x+2

5—3x+6x2 455 —x*
f x5 x4 23 4+2x2 4 x— ldx

v

f dx
(x—1)V24x—x2

f 3x —5x
V3—2x—x2

|

f 3x3—8x+5 dx
Va2 —4x—

s

cosxsin™ x

f dx
sinx+cosx
2
cos“x
fsinxcos3xdx
f dx
4+tanx+4cotx

f 2dx

a? sin® x+b? cos? x

[ V/tanxdx
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POGLAVJE 8

DOLOCENI INTEGRALI

En izmed razlogov, ki pripeljejo do pojma dolocCenega integrala, je plos¢ina. Za geometrij-
ske like kot so trikotnik, pravokotnik, trapez, itn. obstajajo "kon¢ne"formule za rac¢unanje
njihovih ploscin. Kaj pa ¢e podan lik ni tako preprost. Poglejmo si lik, ki je omejen z gra-
fom pozitivne, zvezne funkcije f, z x-osjo in premicama x = a ter x = b. Ta lik imenujemo
ukrivljen trapez.

PloscCine ukrivljenega trapeza, ne moremo izracunati z metodami elementarne geome-
trije, ker je graf funkcije f “ukrivljen”. Kako pa pridemo do "formules pomocjo katere lahko

izracunamo to plos¢ino?

y = f(z)

Slika 8.1: Ukrivljen trapez omejen s funkcijo f ter premicama x = a, x = b in x-0sjo

Na x-osi izberimo tocke
P={a=xg<x1<...<xy_1 <x,=b},

ki delijo interval [a, b] na n-kosov (intervalov) [xy_1,xx] za k= 1,2,...,n. DolZina k-tega inter-
vala je Axy = |xx —x¢_1|. Definirajmo normo delitve &2 kot || Z|| = max{Ax;,Axs,...,Ax,}.

Darbouxov integral

Pri aprokismaciji bodo za nas zanimive predvsem ekstremne vrednosti funkcije na teh
intervalih. Uporabljali bomo oznake

my = inf f()C) )

XE X1 ,X%]
p— 1 f
m= i 7b]f (%),
Mk = sup f(X) )
XE X1 ,X%]
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M= sup f(x).
x€la,b]

Ce bi funkcija f bila zvezna, bi lahko inifimum in supremum zamenjali z minimumom
oz maksimumom. Vendar v splosnih primerih ni nujno, da funkcija zavzame ekstremne
vredonsti. Kljub temu velja

m<m <M <M

Naj bo f : [a,b] — R omejena funkcija. Zgornjo in spodnjo Darbouxovo (integralsko)
vsoto definiramo kot:

n

S(f, 2) =) MyAxy
k=1

S(f,@) = kaAxk
k=1

Spodnja integralska vsota predstavlja plos¢ino stolpicastega lika, v¢rtanega v lik pod gra-
fom (Slika 8.2). Z druge strani, zgornja integralska vsota predstavlja plos¢ino stolpicastega
lika, o¢rtanega liku pod grafom (Slika 8.3).

il::(ﬂ
Slika 8.2: Spodnja Darbouxova vsota Slika 8.3: Zgornja Darbouxova vsota

Zgornji oz spodnji Darbouxov integral od f definiramo zaporedoma z

Ce je funkcija f : [a,b] — R omejena na [a,b], potem veljal <1.
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Definicija 11

Naj bo f : [a,b] — R omejena na [a,b]. Za funkcijo f pravimo, da je Darboux-integrabina,

Ce sta spodnji in zgornji Darbouxov integral enaki. V tem primeru definiramo doloceni
integral funkcije f z

/abf(x)dlezf.

Kriterij: Funkcija f je Darboux-integrabilna natanko tedaj, ko za vsak € > 0 obstaja
delitev & C [a,b] invelja |S(f, ) —s(f, )| < €.

Riemannov integral

Vzemimo poljuben element &; € [x;_1,x], za vsak k = 1,...,n definiramo Riemannovo
vsoto kot

o(f, 2 (&), = ilf@j)mj-

J
Velja:
S(f?'-@) < G(f"@7{§j}";:l) SS(f"-@)

Definicija 12

Funkcija f je Riemannovo-integrabilna z Riemannovim integralom I, ce je zadovoljen na-
slednji pogoj:

zavsak € > 0 obstaja 6 > 0 takSen, da za vsako delitev & inizbiro poljubnih tock {&;}"_, C
Zz||2|| < éveljalo(f,2,{;}i-)) —1| <&

Z drugimi besedami, ce obstaja limita

lim G(fvgf{éj}))

12]|=0

pri cemer gre stevilo tock v delitvi n(2?) — oo, jo imenujemo Riemannov integral funkcije f

na [a,b] in ga oznacimo z |, ab f(x)dx.

Izrek 13: Ekvivalentnost definicij

f je Riemanovo integrabilna natanko tedaj, ko je omejena in Darbouxovo integrabilna.
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Pomembne lastnosti dolocenih integralov

1. Jf(x)dsz
b a
2. Zlff(x)dx: —Z{f(x)dx

3. [ f@)dx= [{ f(x)dx+ [! f(x)dx (a<c<b)

4. Ceje f soda funkcija, potem je [, f(x)dx =2 [§ f(x)dx. Ce je f liha funkcija, potem
je [* f(x)dx=0

Naslednja formula je analogija per partes metode pri nedolocenih integralih.

Izrek 14: Newton-Leibnizeva formula

Naj bostau = u(x) inv = v(x) zvezni in odvedljivi funkciji na zaprtem intervalu [a, b]. Potem

je
b b b
/ udv = uv —/ vdu
a a a

Kot smo Ze omenili, je doloceni integral zvezne funkcije f na intervalu [a,b] enak plo-
s¢ini lika omejenega s krivuljo y = f(x) in abscisno osjo. Lahko se zgodi, da funkcija f
zamenja predznak na intervalu [a,b] v tocki ¢ (Slika 8.4). Potem je formula za plosc¢ino

P= /acf(x)dx— /be(x)dx.

Prav tako kot racunanje ploscin likov, ki jih grafi oklepajo z osjo x, lahko racunamo tudi
ploscine likov, ki leZijo med dvema grafoma (Slika 5). Ce sta f in g zvezni funkciji na [a, b),

plosc¢ino lika, ki ga dolocata, izrac¢unamo kot

b
P= [ 1) —g(x)lax

Slika 8.4: Slika 8.5:
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Naloge

1. S pomocjo definicije pokazi, da je fol xdx = 3.

2. Izracunaj integrale:

8 T/ R
({(14‘\/55‘1'\/_) (h) f/sm(z}” @) dt (n) ngz—xzdx
0
3t +3x% +1
R ©) [AVR = ds
_//: d: ’ Y Vg}z VI—x? g
© *{/4 cos®x (j) _j"/z_dx . (p) ; Va2 +9 dx
2 g 1—x 0
(d) [x(Inx+1)dx ns
ln i @ lvj3elx dx
) x(sinx—1) dx o€ tet 0
o 2 o o
(f) } \/_ o f = dx (1) ({exsmxdx
/ 0
(g) j (lnx) (m) f/zsinx(1+coszx) dx  (s) f/zcosxsm 2x dx
1 X 0 0

3. Izracunaj plos¢ino lika omejenega s krivuljo y = x* 4+x -+ 1 ter premicamix =0,y =0
inx=1.

4. Izracunaj plodc¢ino lika omejenega s krivuljo x = 6 —y — y? in y-osjo.

5. Izracunaj ploscino lika omejenega s krivuljo y = tanx ter premico x = % in x-osjo.
6. Izracunaj plo¢ino lika omejenega s krivuljo y = x? in premico x +y = 2.

7. Izracunaj plosc¢ino elipse ;C—i + Z—z =1.

8. Izracunaj plosc¢ino lika omejenega s krivuljama y = sinx in y = cosx.

9. Izracunaj plo&¢ino lika omejenega s krivuljo y?> = 2x+ 1 in premico y = x — 1.
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Resitve

1. Kerje funkcija f(x) =xzveznain narasc¢ajocana [0, 1], zaporedoma doseze najmanjso
in najvecjo vrednost v levem oz desnem krajiscu intervala I; = [x;—1,x;], i =0,1,...,n,
pri poljubni delitvi & = {0 =x9 < x] < ... < x,—1 < x, = 1} intervala [0,1]. Naj bo
Ax; =21 =1in x;=xo+ £ = L. Zapidimo zgornjo in spodnjo Darbouxovo vsoto:

n n

s(f, 2) =Y mibxi, m; = inf f(x) = f(xi_1)
i=1

x€l;

S(f, 7) = iMiAxl-, M; = sup £(x) = £(x)

i=1 x€l;

Izracunajmo I in [.

1
[= lims(f, &)= >
n 1 1 1
S(f,P) =Y Mibx; =Y flx)- ==Y xi=—Y =
i=1 i=1 n iz n=in
1 & 1 on(n—1) n+l
—E,._Zl’_n — =
I:ngl;los<f7¢@)__

8 8 8 8 8 8 8
/(1+\/2_x~|— G/E)dx:/dx+/\/5cdx—l—/\3/)_cdx:/dx+\/i/xédx%—/xédx
0 0 0 0 0 0 0

3 4
8 718 38 2v2 3
:x‘ V2| 45 EPEAC VN
0 slo 30 3 4
16v2 3 16 3
:8+T\/_.\/§+Z.3(23)4:8+?.\/16+Z.3(24)3
16 3 124
—84 — 4t 6=
T3t 3
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(b)

3x* + 3x2 —I—l B 3x 5
/ 2+l dx = / +/x2 dx—S/ dx+/x2

_n/4 _n/4 _7r/4 _7r/4 _n/4
3,0 0 T T
=3 % el + arctanx o =0— (_Z) + arctan(0 — arctan(—z)
R
64 2
(©
7'[/4
/ dx tan o tanﬂ:—ktam7r 1+41=2
g X = —_ —_— = =
/ cosZx —7/4 4 4
—T/4

x? 2 7
zi(lnx-l-l)‘l—/xdx
1

Inx+1=u xdx=dv

2

2
/x (In x+1)dx = |
~dx=du 5=V
1 X

1 1 1 1
o241 i L) =2 242- - 14
2 2

2 2 4
8—6+1 3
n 2+ 1 n +4

x(sinx—1)dx = e (sinx+1)dx =dv

N~

dx =du —COSX—X=1V
T
T
= —x(cosx+x)| — /(cosx+x)dx
14 K . T X2 |x
= —XCOSX —X +sinx + =
- - -7 2l-z
2 2
T T
=—-T7 (—1)—(7’5 ( 1)) T+ —f—?—?

4

4 4
1
/—de+/x2 X 2a’x—/xzdx%—/x%dx
1 1

1
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_x1‘4+x24 1‘4 214 Ly 4T
= — —1 —_ —— e —— — — — — = —
—1h - —Ih xlt /xh 4 4
(8

Inx=t¢ x=1=t=0

3
in(1
/sm(nx)dx:

X

/ ldx=dt x=3=t=In3

In 3
In 3
= /sintdtz—cost = —c0s0+cos(In 3) =cos (In 3)—1
0

0

(h) Prepusceno bralcu!

-V2/
/ dx ) —V2/2 in \/5) . V2 5 ) (\/E)
— arcsin x — arcsimm(——) —arcsin — = —Z-arcsin{ —
VI—22 Vi 2 2
V2/2
T T
—_2.2__Z
4 2
()
Foae 1 laxt 1131 -b |
X X > -5
— — 1 ’L’__l ‘_2‘:_1 3 ——In|—=
/1—x2 2 M=l = 22T T 2703 s =3l=3n|=3
—1)
1 1
:§(1n3—1n3 ):§(1n3+1n3):1n3
(k)
1
e =t x=0=1r=1

ddx=dt x=1=t=e
(e)
)

- 1 [d:
2tdt = dz = tdt = dz 2/) z

t

/t2+1
1 (1
1. e2+1

() 1 e 1
— Z1n (£ 1‘ = —(Inle?+1|—=1n2)= =1
2n(t-i—)1 2(n|e | —1n 2) 2n 3

(1) Prepusceno bralcu!
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(m)

n/z

=t =0=1r=1
/sin x(14cos? x)dx = o8 ¥ g
0

0
sy
1

—sin xdx = dt x:7:>t—

1 1
I 1 4

= [ dt tzdt:t‘ —‘:1 i
0/ +0/ 0+30 +3 3

R

/ R 24 X = Rsint x=0=sint=0=¢r=0
—x=dx =
, dx = Rcos tdt x:R:>sint:1:>t:%
7[/2 71'/2

= /\/RZ—stin2 t-Rcos tdtsz/\/ 1 —sin® t-cos tdt
0 0

7r/2 7r/2

1 2¢
:RZ/Cosztdt:Rz/—i_C%dt
0
72/2 7[/2
2t =7 t=0=z=0
/dt+/cos 2tdt d
dt:7Z t=%=z=m
2 ”/2 T R2 2
R /dt+ /cosd (/ 1sintn>—Rjr
2 W) =5 )

(o) Prepusceno bralcu!

(p)

¥+9=1r> x=0=>r=3
xdx=tdt x=4=1t=5

> 3 125 27 98
:/tzdt— ‘3

=3 = =

4
2 dx =
O/X x*—+9dx 3 33

(q) Prepusceno bralcu!

(r) Prepusceno bralcul!

/2 . T/
.. u=e" sin x dx = dv . /2 .
e'sin xdx = =—e'cos x| + [ e cosxdx
du=e¢*dx —cosx=v 0
0 0
7[/2
. u=e* cos xdx =dv
=14 [ecosxdx= )
du=¢" dx sin x=v
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717/2 71:/2

/2 . .
:1—|—exsinx0 —/sinxa’le—l—e/z—/exsmxdx
0 0
”/2 75/2
X o /2 X o 1+en/2
2/e sinxdx=1+e :>/e sin x dx = >
0 0
(s)
T/ ) 1 3
.9 u=sinx=t x=0=7r=0 2 b1
/cosxsm xdx= :/; dt:—‘ S
cos x dx = dt x:§:>t:1 30 3
0 0
3.
1 11
P:/(x2+x+1)dx:€
0
r=1
0
! 3 -2 —I1 0 2 3
_1-
4.
1 r=6-y—y
2 ; 125
i PZ/(6—y—y2)dy=7
-3
/ _3
5.
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3] /4 A ”/4d
2 P:/tanxdx: /wdx: —/ (cosx)
COSX COSX
y=tan(z) 4] 0 0 0
/s V2 2
=—1 =—In—+hl=h—
n|cosx!0 n-— +1In n\/z

—InV2

6.
Meji integracije: ReSimo sistem enach
y=x?, y=2—xin dobimo, da sta x; =
—2, Xy = 1.
1 1 9
P:/ (2—x)dx—/ Xdx ==
-2 -2 2
7.

Iz enacbe elipse lahko izrazimoy=by/1 — ;“—i, ki predstavlja zgornjo polovico krivulje.
Ocitno je plos¢ina P =4P;.

a )C2
P=4b/ 1——2dx=
0 a
1

1 1
=4ab <§ arcsin(t) ‘0 + 1 sin(2arcsin(t)) ‘0> = 4ab% =abr

= x=0=r=0

a

t
adt =dx x=a=1t=1
1

1
= 4ab/ vV 1 —£2dt
0
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8.
1.5 4
y=sinx
P=P+P
Y =CosT 7/ ")
05 ymeose = / sinxdx -+ cosxdx
PP 0 *
1 2
~ J =2-V2
05 4 4 5\
9.
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UPORABA DOLOCENEGA INTEGRALA

Parametricen opis krivulje

Krivulja je opisana parametricno s funkcijama x = x(¢) in y = y(¢), kjer je t € [a,b]. Pred-
pisu
£ (x(1),y(1)) € R?

pravimo parametrizacija krivulje, spremenljivki ¢t pa parametar.
Primeri:

1. S predpisom

x=acost, y=asint, t € [0,27]

je dan parametricen opis kroznice s sredis¢em v izhodiscu koordinatnega sistema in
s polmerom a. Ko parameter  teCe od 0 proti 27, se to¢ka na kroZnici giblje od tocke
(1,0) v pozitivni smeri, tj. v smeri nasproti smeri urinega kazalca.

2. Predpis
x=acost, y=bsint, t € [0,27]

o oy . . : - B
doloca elipso s sredis¢em v (0,0) in z glavnima osema a in b, saj je % + 35 = 1.

3. Z

x =acosht, y=asinht, t e R

je dana hiperbola x> — y? = a?.
Polarni koordinatni sistem

Polarni koordinatni sistem v ravnini je dolocen z izbiro tocke, ki predstavlja koordi-
natno izhodisée O, in poltraka z zacetkom v izhodis¢u, ki predstavlja polarno os. Tocka v
ravninije vtem koordinatnem sistemu dolocena s polarnim radijem r, ki predstavlja odda-
ljenost tocke od izhodisc¢a in s polarnim kotom 6, ki ga daljica med toc¢ko in koordinatnim
izhodis¢em oklepa z realno osjo. Ce je v ravnini Ze izbran kartezi¢ni koordinatni sistem,
obic¢ajno koordinatno izhodisce polarnega in kartezi¢nega koordinatnega sistema sovpa-
data, polarna os pa je na pozitivnem delu osiy. V tem primeru se kartezi¢ne koordinate
izrazajo s polarnimi kot:

x=rcos@, y=rsin0,
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polarne s kartezi¢nimi pa z:
r=+/x2+y?, tan@ = Y.

Krivulja je v polarnem koordinatnem sistemu doloc¢ena s funkcijo

=

r=r(0).

Primera:

1. Kroznica s sredis¢em v (0,0) in polmerom a je, po definiciji, mnozica tock, ki so za a
oddaljene od sredisc¢a. Torej je enacba te kroznice v polarnih koordinatah r = a.

2. Enacbi r =4cos6 in r = —7sin 0 predstavljata kroznici, ki imata center v (2,0) oz

(0,—1) in polmer r=2 o0z r=1.

Slika 9.1: Grafi krivulj podanih z enacbami r = 2, r = 2cos8, r = —7sin0, r = sin(360) +
cos(40)
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Plosc¢ina obmocdja dolocenega s krivuljo (dana v parametricni obliki oz polarnih
koordinatah)

Definicija 13

NajboF : [a,b] — R? regularna parametrizacija kri-
vulje K. Potem F doloca usmerjenost K, doloceno s
smerjo, v kateri potuje tocka F (t) po K, ko gret od a
do b.

Gladka enostavna sklenjena krivulja (ESK) je
krivulja K, ki ima regularno parametrizacyo F :
[a,b] — R?, za katero velja F(a) = F(b) in F(a) =
F(b), F|4p) paje injektivna.

Naj bo A obmodje, ki ga omejuje gladka enostavna
sklenjena krivulja K. Regularna parametrizacija F
krivulje K doloca pozitivno usmerjenost krivulje K,
Ce je A na levi strani, ko se pomikamo vzdolz K v

smeri usmjerenosti, ki jo doloca F .

Izrek 15

Najbo F : [a,b] — R?, F(t) = (x(t),y(t)) regularna parametrizacija ESK krivulje K, ki do-
loca pozitivno usmerjenost K. Potem je ploscina obmocja A znotraj K enaka

[ x5 =~ [ yarar = [ )50 -0

Komentar 22: O

visno od tega ali je znak funkcije y(t) - x(t) pozitiven oz negativen, uporabili bomo prvo oz
drugo formulo.

Izrek 16

Najbor=r(0)zab € [a,B], zvezna polarno podana krivulja. Potem je ploscina obmodja,
ki ga doloca krivulja skupaj z daljicama

=0, 0<r<r(a) in 6=8,0<r<r(B),

enaka .
1
—/ 2(0)d6.
2Ja
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Dolzina loka krivulje

- Krivulja dana v kartezicnih koordinatah: Dolzina loka gladke (zvezno odvedljive) krivu-
liey=y(x) (a <x<b)jeenaka

L= /ab,/1+(yf(x))2dx.

- Krivulja danav parametricni obliki: Ce je krivulja podana z enac¢bami x = x(t) in y = y(z)
(1o <t <T), pri Cemer sta x in y zvezno odveljivi funkciji na [fo, 7], potem je dolZina

L= /ﬁ)\/ ))3dt.

- Krivulja dana v polarnih koordinatah: Ceje r = r(0) (& < 6 < B), pri ¢emer je r zvezno

loka krivulje enaka

diferenciabilna na [a, B], potem je dolzZina loka krivulje enaka

_/ \/rz ))2d6.

Volumen in ploscina rotacijskega telesa

Naj bo f: [a,b] — R nenegativna zvezna funkcija. Ploskev, ki jo dobimo z vrtenjem grafa

funkcije f nad intervalom [a,b] okrog abscine osi, imenujemo rotacijska ploskev.
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Prostornina obmocja, omejenega s to rotacijsko ploskvijo in ravninama x =a in x = b,

V= ﬂ/bfz(x)dx

Plos¢ino te rotacijske ploskve pa lahko racunamo po formuli

je

P= 27r/f (f'(x))2dx.

Naloge

1. Izracunaj ploscino parametri¢no podanih krivulj. Namig: Odvisno od tega ali je x =
x(t) narascajoca ali padajoca funkcija, uporabi prvo oz. drugo formulo za plos¢ino.

(@) x=6(6—sinB), y=6(1—cosB), 6 € [0,27]
(b) x=cost, y=sint, r € [0,27]
) x= 2 y=t44+212, 1 € 1,3
(d) x=3—cos’t, y=4+sint, t € [0,27]
2. Izracunaj plosc¢ino polarno podanih krivulj.
(a) ¥ =a*cos20,0<6<Z
(b) r=a(l1+cosB), 6 €[0,x]
<C) r= 1—5036’ 6 = %’ 6 :%
3. Izracunaj plosc¢ino notranje zanke krivulje r =2+ 4cos 6.
4. Izrac¢unaj plosc¢ino lika, ki ga omejujeta krivulji r =3+42sin 6 in r = 2.
5. Zapisi funkcijo (x? 4+y%)? = 2a’xy v polarnih koordinatah ter izracunaj plos¢ino lika,
ki ga doloca dana krivulja v ravnini.

6. Izracunaj obseg kroga x> +y? = r2.
7. Izracunaj dolzino loka krivulje podane z x = cos3t, y =sin’r, 0 <t < z.

8. Izpelji formulo za izarcun volumna krogle polmera r, s sredis¢em v koordinatnem
izhodiscu.

9. Izracunaj volumen telesa, ki ga dobimo z rotacijo grafa, omejenega s krivuljama y =
x*(1—x)? iny = 0, okoli abscisne osi.
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Resitve

1. (a) Cikloida je krivulja v ravnini, ki jo dobimo tako, da sledimo tocki na kroznici,
ko se ta kotali po vodoravni premici. V parametri¢ni obliki jo zapiSemo kot:

x(t) = a(t —sint), y(t) = a(l —cost),

kjer jet neodvisni parameter in a polmer krozZnice, s katero cikloido generiramo.

X a0 27a

Slika 9.2: Nacin risanje cikloide

Kerima cikloida negativno orientacijo, moramo pred integral dodati minus. Plo-
s¢ina je
2

a
P= —/ V(n)e(t)di = [ 36(1—cos0)? = 1087.
b 0

(b) Z x =cost, y =sint, t € [0,2n] je dana parametrizacija enotske kroznice, ki ima
pozitivno orientacijo. Plos¢ina obmocja, ki ga omejuje je

0 2n )
P= —/ sint - (—sintdr) :/ sin“tdt =1
2 0

T
(c) Ker ima krivulja negativno orijentacio, je plos¢ina omocja, ki ga omejuje

! 3 82952
P:—/ (f4+2t2)(12t2—2t)dt=/ (t4+2t2)(12t2—2t):_21
3 1

(d) Prepuscen bralcu.

2. (a) Lemniskata je algebrska krivulja, ki ima obliko osmice ali znaka e. Bernoulli-
jevalemniskata je ravninska krivulja, ki jo definirata dve dani tocki Fi Fy in F, F»
imenovani gorici. To¢ki sta narazdalji 2a2a, tako da je PF; - PF, = a® PF, - PF; = a°.

Enacba Bernoullijeve lemniskate v polarnem koordinatnem sistemu je:

r* = 2a*cos20
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Ay

Slika 9.3: Risanje Bernoullijeve lemniskate

PloSina dela lemniskate v prvem kvadrantu je

1 /3 2
P= 5/04 a?cos(26)d6 = %

(b) Srénica (tudi kardioida) je ravninska krivulja, ki nastane pri vrtenju kroznice
po drugi negibni kroZnici z enakim polmerom. Pri tem se spremlja negibna
tocka na gibajoci se kroznici. Naj bo a skupni polmer kroznic. Enacba krivulje
v polarni obliki je

r=2a(l+cos0)

3
2

Slika 9.4: Graf kardioide v polarnemu koordinatnemu sistemu za a = 1
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Plos¢ina obmocja omejenega z dano kardioido je
1 27 3
PZE/O a2(1+cose):§a2ﬂ

(c) Prepusceno bralcu.

3. Najprej moramo dolociti meji integracije. To pomeni, da pois¢emo kota med kate-

rima je zanka nastane. Zato, resimo enacbo r = 0.

1 2 4w
=0&cos0=——-=0=—, b=—.
r COS > 1 3, D 3
Plo$cCina je

1 47[/3
P= E// (2+4cos0)%d6 — 41— 6v/3
27 /3

3
4

4. Kakor v pravokotnem koordinatnem sistemu, moramo najti prese¢ni toc¢ki danih
funkcij. To pomeni, da reSimo enacbo r; = r,.
r 117

1
3+2-sinf =2 in=——=0,=—, 6,=—-.
+2-s81n < s 2:> 1 6 h 6

Ker kot narasc¢a, se ne more zgoditi, da integriramo od “T” do %’r. Vendar lahko spo-
dnjo mejo popravimo, saj vemo, da je “T” = —%. Iskana plodcina je enaka razliki
ploscin "velike"in "majhne"krivulje na danem obmocdju.

11 14

l T .
P= 5/—% “(3+5in0)~2%) d6 = = V3+ 7

85 A. Bapic



Analiza 2 - Infinitezimalni racun

5. Zapisimo dano enacbo v polarni obliki. Za x = rcost in y = rsint dobimo

r* = 2a*r? costsint & r* = a® - 2sinrcost < 1? = a®sin2t, t € [0,27].

Torej je dana krivulja Bernoullijeva lemniskata. To krivuljo smo Ze obravnavali, iz-
“ . . e “ . . 2 . .
racunali smo, da je ploscina "ene Cetrtine"lemniskate enaka 9. To pomeni, da je

plos¢ina cele lemniskate P = a°.

. Prepusceno bralcu.

. Pois¢imo odvode x(¢) in y(z).
%(t) = —3cos’tsint, y=3sin’zcost

Dolzina loka dela dane krivulje je

T/ . /2 ) . 4 7‘/2 . 3
l= / \/ (X)2(2) +y2(¢)dt = / V9cos*tsin?t +9cos? ¢ sin* tdt = / 3sintcostdt = >
0 0 0

. Kroglo dobimo z rotacijo kroznice x> 4+y* = r? okoli abscine osi. Interval integracije

je [=r,r]. To pomeni, da je volumen krogle

r r 4
V:ﬂ:/ yz(x)dx:n/ (rz—xz)dx:gn

—r —r

9. Ker je funkcija omejena z x-0sjo, poiS¢imo presecni tocki.

x2(1—x2)=0<:>x1 =—1,x=1,x3=0
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9.1

—

10.

Vsota integralov ff f(x)dx+ [, f(x)dx, je enaka [; f(x)dx. Torejje iskan volumen enak

1 16
4 2\2
V=1 1=V = —1x

. Dodatne naloge

. Dolo¢i ploé¢ino lika, ki ga oklepa krivulja y* = x2 — x*.

. Izracunaj ploscino lika, ki ga oklepajo ordinatna os, premica y = kx, k > 0, in del
elipse b?x? + a*y?> = a®b?, ki leZi v prvem kvadrantu.

Pois¢i ploscino lika, ki ga oklepata krivulji z enachbama y = (x+1)?, x =sinzy in y = 0.
Izracunaj dolZino krivulje y = x — 2log(1 + x) na intervalu [0, 1].

. Izracunaj obseg in plos¢ino astroide x”* +y”* = 4.

. Izpeljaj formulo za prostornino krogelnega plasta.*

Izracunaj ploscino lika, ki ga oklepa parabola y = —x* +4x — 3 skupaj z njenama tan-
gentama v toc¢kah (0,3) in (3,0).

. Hiperbola x? —2? = € deli krog x2 +* = a® na tri dele. Pois¢i ploséino vsakeg od
teh delov.

Vsaka od krivulj r =34 co0s46 in r = 2 — cos46 omejuje del ravnine. Poisci ploséino
skupnega dela teh obmodji.

Pois¢i dolzino loka dela semikubne parabole y? = 2(x — 1)2, ki se nahaja na notranji

strani parabole y* = %.

1

Krogelna plast je del krogle, ki lezi med dvema vzporednima ravninama.

87 A. Bapic



Analiza 2 - Infinitezimalni racun

11. Na cikloidi x = a(t —sint), y = a(1 — cost) pois¢i tocko, ki deli dolzino cikloide na
intervlu [0,27] v razmerju 1 : 3.

12. Poisci dolzino loka kardioide r = a(1 +cos ).

13. Izracunaj volumen telesa, ki nastane z rotacijo dela ravnine omejenega s hiperbolo
x? —y? = a? ter premico x = a+ h, h > 0, okoli abscisne osi.
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NEPRAVI INTEGRALI

Pogosto naletimo na vprasanje, kako izracunati integrale oblike fol édx. Funkcija x +— %
ni omejena na [0, 1], saj, ko gre x proti 0, gre funkcijska vrednost 1 proti e. Ta funkcija
torej ni integrabilna na [0, 1].

Pojem integrala bomo posplosili na primere, ko funkcija v okolici neke tocke ne bo
omejena, ali ko bo interval, po katerem integriramo, neskoncen. Tako definiranemu inte-
gralu bomo rekli posploseni integral ali nepravi integral ali izlimitirani integral.

Definicija 14

Naj bo f funkcija definirana na intervalu |a,b) ter integrabilna na vsakem podintervalu
[a,B] C [a,b). Celimita

B
li d
im | f(x)dx

obstaja, ji pravimo nepravi integral funkcije f na [a,b) in jo oznacimo z

g B
/a f(x)dx:= lim f(x)dx.

B—>b7 a

Pogosto dano limito imenujemo tudi nepravi integral s singularnostjo v tocki b. Ce
limita obstaja, potem pravimo, da nepravi integral ff f(x)dx konvergira, v nasprotnem
primeru pa pravimo, da divergira. Podobno definiramo nepravi integral | ab f(x)dx s singu-
larnostjo v tocki a.

Zgled: Nepravi integral fol Ldx, p>01ima singularnost v tocki 0. Njegova konvergenca
je odvisna od parametra p > 0. Namre¢, za p # 1 imamo

Ko uvedemo limito, dobimo

1d 1 1 4. p<1
lim [ 2= lim (1 - 1) —{ T P
a—0t Ja XxP a—0+ 1 —p abP— oo, p> 1

Cejea=1, potem je

Ldx
lim [ — = lim (—Ina) = co.
a—0tJg XP a—0t
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Torej nepravi integral konvergira za p < 1 in divergira za p > 1.

Definicija 15

Predpostavimo da je funkcija f : [a,+o0) — R integrabilna na vsakem podintervalu [a, B] C
[a,+0). Ce limita

B
lim f(x)dx
B—+ooJa

obstaja, ji pravimo nepravi integral funkcije f na [a,) in jo 0znacimo z

—|—oo
/ X)dx = lim / f(x)
a B—oo

Pogosto dano limito imenujemo tudi nepravi integral s singularnostjo v tocki «. Ce

limita obstaja potem pravimo, da nepravi integral [,"* f(x)dx konvergira, v nasprotnem
primeru pa divergira. Podobno definiramo nepravi integral [?__ f(x)dx

Zgled: Preverimo konvergenco integrala [;” %dx, p € R. Najbo p# 1. Potem je

b1 1 1 b 1
/ —dx = . ‘ = (bl_p—].).
1

Torej

1 xP bt l—x

Ce je p =1, potem imamo

“dx .
— = lim Inb = oo,
1 XP b—oto

Torej integral konvergira za p > 1 in divergira za p < 1.

Izrek 17

Naj bosta |, f f(x)dxin | ab g(x)dx neprava integrala s singularnostjo v tocki b. Potem:

1. ¢eoba integrala konvergirata, konvergira tudi [?(A f(x) + ug(x))dx in velja
/(),f()Jrug( dx—/l/ ) u/ xX)dx, 4,1 ER,

2. Cejea<c<b, | f f(x)dx konvergira natanko tedaj, ko konvergira fcb f(x)dx in velja
S f)dx = [ f(x)dx+ [P f(x)dx
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Definicija 16

Ce je f integrabilna funkcija na vsakem intervalu [a, ] C [a,c) ter [B,b] C (c,b], a < c < b,
definiramo

[ reax= [ rooaes [ oo,

Ce konvergirata tudi integrala [; f(x)dx in be f(x)dx.

Definicija 17

Nepravi integral | f f(x)dx konvergira absolutno, ce konvergira integral ff | f(x)|dx.

Izrek 18: Primerjalni kriterij

Naj bosta f, g : [a,+e) — [0, +e0) dve nenegativni funkciji, ki sta Riemannovo integrabilni
na vsakem podintervalu [a,b], a < b. Predpostavimo, da velja f(x) < g(x), za poljuben
X € [a,+eo).

1. Ce nepravi integral [ g(x)dx konvergira, potem konvergira tudi [, f(x)dx.

2. Ce nepravi integral [ f(x)dx divergira, potem divergira tudi [ g(x)dx.

Izrek 19: Limitni Kriterij

Naj bosta f, g : [a,+e) — [0, +e0) dve nenegativni funkciji, ki sta Riemannovo integrabilni
na vsakem podintervalu a,b], a < b. Predpostavimo, da v R obstaja limita

P C)
i '_ngwﬁ € [0,4-o0].

1. Ceje0 < L < oo, nepravi integral [ g(x)dx konvergira natanko tedaj, ko konvergira

JiF f(x)dx.

2. Ce je L = 0 in nepravi integral ;"
Ja ™ £ (x)dx.

“g(x)dx konvergira, potem konvergira tudi

3. Ce je L = oo in nepravi integral [ f(x)dx konvergira, potem konvergira tudi
S g(x)dx.

Izrek 20: Integralni kriterij konvergence Stevilske vrste

Naj bo f(x) zvezna, nenegativna ter padajoca funkcija na intervalu [k,+o0), k € Ny, in naj

bou, = f(n), n € N. Vrsta Y. u, konvergira natanko tedaj, ko konvergira nepravi integral

n=k
[ f(x)dx.
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Naloge

1. Preveri ali dani nepravi integrali konvergirajo oz divergirajo. V primeru da konvergi-
rajo, jih izracunaj.

<a) f?mxexdx <d> +<: l‘jcrlxdx ( fO cosx
(b) 724 © F 45 (b J7 *‘”;%‘“dx
(€ Jo 27%dx (f) fo \/4—_7 dx

2. Izracunaj ploscino pod krivuljo y = xe™ na intervalu [0,e) in prostornino telesa, ki
nastane z vrtenjem krivulje okrog abscisne osi na istem intervalu.
> 5 s +oo xsinx ;
3. Pokazi da nepravi integral [, mdx konvergira absolutno.
4. Pokazi da integral [;™ arctan %dx divergira.

5. Utemelji konvergentnost danih vrst:

) 1
(a> Z'n=2 nlnn

b)) Yo gne™

2

Resitve
1. (a)
) o u =x dv=eée'dx ) .10 L
lim xe dx = = lim [ xe —/ e dx
a——c Jy du =dx v=¢e" a—r—oo a Ja
:ag@w(—ae —1+e ):(111_r>130(e (I1—a)—1)
1— —1
:lim( “—1)L‘:”‘ lim( —1):—1
a——o \ e~ 4 a——oo \ —e~ 4
To pomeni da nepravi integral konvergira in je foxex =—1.
(b) Dani integral lahko zapisemo kot [*2 lflr’;z =/ : HQ + [ 11);2 =

. o T
= lim arctanx| = lim (—arctana) = —
a% oo 1+x2 a—>—oo a a——oo 2
b
lim = lim arctanx‘ = lim (arctandb) = —
b—+e0 0 1+x b—s—too 0  b—too

dx

Torej [ T

_ T, T _
=5+5 =T

(c) Prepusceno bralcu.
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(d) Primetimo da funkcija f(x) = 1‘+‘ ni definirana vx = —1. Torej integral moramo
zapisati kot [*7 % =[] 1‘fx e 1'1' ter preveriti ali konvergirata. Ce vsaj

eden med njimi divergira, potem tudi zacetni integral divergira.

lim lim Y dx=..= lim lim (In|b|—In|a| —b+a)
a——op—s—1Js 1+x a——op—s—1
= agryw(l +a—Inla|) = —
To pomeni da [~} |X| _ divergira. Torej tudi /77 % divergira.

(e) Prepusceno bralcu.
(f) Prepusceno bralcu.

(g) Z pomocjo primerjalnega kriterija, pokazali bomo, da dani integral divergira.
Vemo da je sinx < x za vse x > 0.

1 —cos?x sinx T
1 —cosx = = <sin’x <x%, Vx e [0,=.
1+ cosx 1+cosx 2

——

>1, Vxe[0,5)

To pomeni

[S[9%}

VY _vE

—_— :x
l—cosx

Enostavno se preveri da integral foﬂ 2x_%dx diverigra. Od tod, po primerjalnem

kriteriju, sledi, da tudi integral fo dx divergira.

COSX

(h) Prepusceno bralcu.

2. Potrepno je, ¢e konvergirata, izracunati integrala P = [;"*xe *dx in V = & [;" x?e~2*.

Ce divergirata, plo$¢ina oz volumen sta neskonéna.

3. Zavsako x> 0 velja
| sinx| X

ViS+4 7 VS 4

Kako je
X =
1' V X5+4 _ . xs _
im ——=— = hmo° = 1
x—+ \/_73 X—>+Foo 4 /x + 4

X

ter kako nepravi integral [;"* \‘/bi konvergira (Zgled, p = 3/2), po limitnem kriteriju
sledi, da tudi integral ;" \/m tudi konverigra. Po primerjalnem kriteriju sledi, da

sinx

integral [, mdx konvergira apsolutno.

1
4. Kako je limy_; o amfm" = 1, ter integral [;™ ‘ix divergira, po limitnem kriteriju diver-

1
gira tudi integral f | arctan _dx.
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5. Funkcija f(x) = - je zvezna, nenegativna in padajoca na [0,+eo). Torej lahko pri-

— xl

menimo integralni kriterij.

- rq
/ 1 dx=lim dx i = Inx
2 xlnx t— Jo xInx

. t
= lim (In(Inx))5

= lim (In(In7) —In(In2))

f—oo

——io o}

Po integralnem kriteriju dana vrsta divergira.

6. Funkcija f(x) = xe je ofitno zvezna in nenagitvna na [0, o). Izracunajmo prvi

odvod in preverimo ali je padajoca.

fl(x)= e*xz(l —2%) <0 x> %
Ocitno je da funkcija bo padajoca ko x > \% in to nam je dovolj da uporabimo inte-
gralni kriterij, ker ho¢emo da ko x gre proti neskonc¢nosti da funkcija postane pada-

joca pocevsi od nekatere tocke xg.

t

oo ) ) 2
/ xe Vdx=1m [ xe ¥ dx U= —x*
0 1= [

Integral je konvergentan in po integralnem kriteriju dana vrsta je tudi konvergentna.
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POGLAVJE 11

FUNKCIJSKE VRSTE

Definicija 18

Naj bo ( fi(x))r_, funkcijsko zaporedje. Neskoncno vsoto funkcij

ifk(x) =fix)+ o (xX)+ . 4 fulx)+... (11.0.1)
k=1

imenujemo funkcijska vrsta.

Funkcijam fi(x), f2(x),... pravimo cleni vrste, f,(x) pa splosni clen (11.0.1).
Vsota prvih n ¢lenov

&m=ﬁﬁm

=1
je n-ta parcialna vsota vrste (11.0.1). Funkcija S, (x) je definirana na istem obmoc¢ju 2 C R
kot ¢leni zaporedja fi(x), k € N.

Definicija 19

Neskoncni vsoti

Y AW

k=n+1

pravimo ostanek vrste (11.0.1).

Pri funkcijskih vrstah, podobno kakor pri zaporedjih iz katerih so nastale, razlikujemo

dve vrsti konvergenc: konvergenco (v tocki in na intervalu) in enakomerno konvergenco.

Definicija 20

Vrsta (11.0.1) konvergira (divergira) v tocki x = xg € 9, Ce konvergira (divergira) vrsta

Z?:1fk(x0)-

Mnozico vseh tock xyp € 2, v katerih vrsta (11.0.1) konverigra, imenujemo konvergencno
obmodje.

Definicija 21

Vrsta (11.0.1) konvergira na intervalu (a,b) C 9, ce na intervalu (a,b) konvergira zaporedje
parcyalnih vsot (Sp(x))neN-
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Ce obstaja, mejno vrednost
S(x) = lim S,(x), x€ 2

n—oo

imenujemo vsota vrste (11.0.1) in piSemo
S(x) = ka(x).
k=1

Konvergenca na intervalu pomeni konvergenco v vsaki tocki tega intervala. Enakomerno
konvergenco lahko definiramo na intervalu, v tocki pa ne.

Definicija 22

Vrsta (11.0.1) enakomerno konvergira na intervalu (a,b) proti funkciji S(x), ce niz parcial-
nih vsot (Sp(x))nen enakomerno konvergira proti S(x) na istemu intrevalu.

Cejevrsta (11.0.1) enakomerno konvergentna na intervalu (a,b), potem je konvergentna na

istemu intervalu. Obrat v splosSnem ne velja.

Splosne lastnosti funkcijskih vrst so izrazene z naslednjim izrekom.

Izrek 22

Naj bosta Y7, fi(x) in Y., 8« (x) konvergentni vrsti na (a,b) z vsotama

1. Ceje c(x) poljubna realna funkcija, definirana ter omejena na istem intervalu (a,b),
potem na tem intervalu konvergira tudi vrsta Yo, ¢(x) fi(x) 2 vsoto enako ¢(x)S; (x).

2. Tudivsoti i i (fi(x) £ gk(x)) konvergirata na (a,b), z vsotama Sy (x) £ 52 (x).
3. Zavsak x € (a,b) velja

lim f,(x) = 0.

n—oo

Kriteriji enakomerne konvergence

Preverjanje konvergence vrste na intervalu se prevede na preverjanje konvergence v toc-
kah tega intervala, tj. na preverjanje konvergence Stevil¢nih vrst. Zato za navadno konver-
genco niso razviti posebni kriteriji.
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Za preverjanje enakomerne konvergence obstaja vec kriterijev, npr. Weierstrassov, Di-
richletov, Abelov. Najbolj znan med njimi je Weierstrassov kriterij.

Izrek 23: Weierstrassov kriterij

Naj za vsak x € [a,b] in vsak k € N velja

[fe(0)| < My,

kjer je 0 < My < oo za vsak k € N.
Ce je pozitivna Steviléna vrsta Y= My konvergentna, potem je funkcijska vrsta Yy fi(x)

enakomerno konvergentna na [a, b].

Naslednji izreki nam dajo osnovne lastnosti enakomerno konvergentnih vrst.

Izrek 24: Zveznost

Naj bodo funkcije fi(x) zvezne na [a,b] za vsakk € Ninnajbovrsta Yy, fi(x) enakomerno
konvergentna na |a,b]. Potem je vsota

s =Y Al
k=1

zvezna funkcija na [a,b).

Izrek 25: Integrabilnost

Naj bodo funkcije fi(x) zvezne na [a,b] za vsakk € Ninnajbovrsta Yy, ; fi(x) enakomerno
konvergentna na [a,b]. Potem se vrsta Yo, fi(x) lahko integrira po clenih, . za vsaka
razlicna xy,x; € |a,b] velja

[ ( ; fk<x>) dx= ; ([ wax)

Izrek 26: Odvedljivost

Naj bodo funkcije fi(x) zvezno odveljive na [a,b] za vsak k € N. Naj bovrsta Yy, fi(x) kon-
vergentna in Y, fi(x) enakomerno konvergentna na [a,b]. Potem lahko vrsto Yi_| fi(x)
odvajamo po clenih, tj. za vsak x € [a,b] velja

(i fk<x>> = Y £,
k=1 k=1
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Naloge

1. Doloéi obmoéj e absolutne konvergence dane funkcijske vrste ter preveri konvergenco

.....

@ Yo i @ Tgiy
oo xn2 o 1 x+2 2n
(b) anl n <e) Z4n=1 +3+..+2n—1) (2x+1)

© X 5 (1)

2. Pokazite, da je funkcijska vrsta

oo
Z sinnx

zvezna. Nato poiscite Se §'(x).

In3 o
/ Z ne ™ | dx, x> 0.
In2 n=1

3. Izracunajte

Resitve

1. Dano funkcijsko vrsto bomo obravnavali kot Steviléno vrsto. Bolje receno, uporabili
bomo D’alambertov ali Cauchyjev test za Stevil¢ne vrste ter na koncu resili dobljeno
neenacho. Tako bomo dolo¢ili iskano obmodje. Spomnimo se, ¢e vrsta konvergira
absolutno potem tudi konvergira. V splosnem primeru, obrat ne drzi.

(a) Najbo a,(x) = (’;‘11)

nx
n+2

ap+1 (x) _

D = lim
an(x)

n—yoo

= ||

n—oo

Po D’alambertovom testu, vrsta ¥ |a,(x)| konvergira, ¢e je D < 1, za D > 1 diver-
gira in za D = 1 ni odlocitve.

Torej, dana vrsta konvergira absolutno za |x| <lozxe (—1,1). Moramo Se preve-

.....

Stevilénih vrstzax=1inx=—1.

Zax= 1 in x = —1 imamo, da je za dani vrsti |a,(1)| = |a.(—1)| = Vrsta

(n+1)
Yo G T) +1) konvergira, ker zaporedje k-tih parcialnih vsot konvergira, t;j.

1
lim S = lim (1— ):1.
k—so0 k—so0 n+1
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To pomeni, da je obmocje absolutne konvergencije [—1, 1].
n2

(b) Naj bo ay(x) = x—, Imamo

D = lim

n—oo

G| B o <t
an(x) n—e n+1 +oo, x| > 1

Torej, po D’alambertovom testu, dana vrsta konvergira absolutno na [—1,1].

(c) Prepusceno bralcul!
2

(d) Najboa,(x) = (ni—l)Z : ’% Uporabili bomo Caucyjev test.

2
|x|2 x? im (" X
€= Jim lan(x ’_ﬂﬂv n+1 > 2 nri) T2

Po Cauchyjevem testu vrsta konvergira za C < 1, to pomeni konvergira za x> < 2

.....

dobimo stevﬂcno vrsto Y Kera, = 1#0 (n— o0), dana vrsta dlverglra.

+1)
Torej je obmodje absolutne konvergence (—v2,V/2).

(e) Najprej opazimo, da je 1+3+...4 (2n— 1) aritimeti¢no zaporedje, z vsoto n?.

: o e 2 .
Torej lahko dano vrsto zapisemo kot Y niz : (2’;12]) " Ponovno bomo uporabili
n=1

Cachyjev test.

o 1 (x+2\* [x+2)?
lim {/|ay(x)| = lim — - ( >—— | =
n—soo e/ 2x+1 2x+1

. : : oy 2
Vrsta konvergira absolutno za tiste x, ki zados¢ajo neenakost (zﬁcfl) < 1. To-

rej za x € (—oo,—1)U(1,+e0). Prix = £1 dobimo Steviléno vrsto ¥, n%, za ka-

tero vemo, da konvergira. Obmocje absolutne konvergence je torej (—oo, —1]U
[1,+ee).

2. Naj bo fn(x) = “nn(—) Za vsak n € N je funkcija f,(x) zvezna. OCitno je za poljuben

xeR .
sin(nx)
n3

<1
_n3'

[fa ()| =

Kerjevrsta, 3 konvergentna, je po Weierstrassovom testu dana funkcijska vrsta
enakomerno konvergentna na R. Zaradi lastnosti enakomerne konvergence je S(x)
zvezna funkcija.

cos(nx)

Funkcije f,(x) so zvezno odvedljive, pri cemer je f,(x) = . Na podoben nacin,

lahko zaklju¢imo, da je vrsta Yoo, f7(x) enakomerno konvergentna na R. To pomeni,
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da lahko odvajamo ¢len po ¢len ozrioma:

§W=<im@>:iﬁw:ifﬁﬁ

3. Najboa>0.
n

enx

n

ena

[fn ()| = |ne™™| =

S pomocjo D’alambertovog testa enostavno ugotovimo konvergenco vrste }.>_ ne™"“.

, Vx>a

Po Weirestrassovom testu, dana funkcijska vrsta enakomerno konvergira na [a, +<o),
za poljuben a > 0. To pomeni, da enakomerno konvergira na (0,4o0). Ker vrsta kon-
vergira enakomerno, lahko vsota in integral zamenjata mesti. Torej:

In3 00 00 In3
1= ne ™| dx= / ne_"xdx)

S pomocjo substitucije u = —nx dobimo, da je vrednost integrala

In3 1 1
X —
/1n2 ne X 2n 3n

Vrsti ¥ 5 in Y77 37 sta konvergentni z vsotama 2 oz 3. Od tod sledi

11.1. Dodatne naloge

1. Doloc¢i obmocje absolutne konvergence dane funkcijske vrste ter preveri konvergenco

.....

b n b —x2 X n b n(x

(a) ;l(_l)n% (f) ;l( jl-gn+2) (k) ;l 3n(_+25)
e X 2n+1 o —nx oo r—3)

(b) ¥ (-1 @ X e UR =
n= n= n=1

© Ly L5 ) T oy
n= n= n=1

@ £ 0 E %

e e —1)" 3" . - (2x=3)"

(e) ’El( ) n(x—5) () ngl n
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POGLAVJE 12

POTENCNE VRSTE

Potenc¢na vrsta je funkcijska vrsta oblike
ag+ai(x—xp) +ar(x—x0)> + ... +an(x—x,)"+... (12.0.1)

Poseben primer potencne vrste je
ap+ajx+ax’+...= Z apx" (12.0.2)
n=0

Za analizo konvergence vrste (12.0.1) je dovolj raziskati konvergenco vrste (12.0.2), do ka-
tere pridemo, ko zamenjamo x — xp z x. OCitno, vsaka potenc¢na vrsta konvergira za x = 0,
kjer je vsota enaka ay.

Najbolj znan kriterij za preverjanje konvergence potencne vrst je Abelov kriterij.

Izrek 27: Abelov kriterij

1. Ce potencna vrsta (12.0.2) konvergira za dolocen x = P # 0, potem absolutno konver-
gira za vse x, za katere je |x| < |P|.

2. Ce potencna vrsta (12.0.2) divergira za dolocen x = Q # 0, potem divergira za vse x,
za katere je |x| > |Q|.

Namesto Abelovog izreka je v praksi bolj prakti¢no uporabljati njegovo posledico.

Za vsako potencno vrsto (12.0.2) obstaja Stevilo r € Rxg taksno, da velja:
1. vrsta (12.0.2) absolutno konvergira za |x| <r,

2. vrsta (12.0.2) divergira za |x| > r.

Stevilu r pravimo polmer ali radij konvergence. Ce je r > 0, potem intervalu (—r,r) pra-
vimo interval konvergence, tj. obmocje konvergence vrste. Polmer konvergence r ponavadi
doloc¢imo s pomocjo D’alambertovega ali Caucyjevega kriterija. Z drugimi besedami,

: 1
— all r=——.
lim ’—a’gl lim {/|an|
oo n—yoo

r =

V primeru, da mejni vrednosti ne obstajata, lahko polmer konvergence dolo¢imo s po-
mocjo Cauchy-Hadamardovih formul:
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1

lim sup|
n—yoo

ali r=

1
limsup {/]a,|’
n—soo
(o)

Za x = r moramo preveriti konvergenco Stevlicnih vrst ¥>_a,R" 0z. Y _o(—1)"a,R".

n+1 |
an

Enakomerna konvergenca potencnih vrst

Izrek 28

Potencna vrsta (12.0.2) je enakomerno konvergentna na [—a,al, pri cemerje0 < @ < r
poljuben in r konvergencni polmer. Z drugimi besedami, potencna vrsta je zveznana (—r,r).

Izrek 29: Zveznost

Ce je r konvergencni polmer in —r < o < B < r vsota potencne vrste, je
S(x) = Z apx"
n=0

zvezna funkcija na segmentu [c, B].

Izrek 30: Integrabilnost in odvedljivost

Ce je r konvergencni polmer in —r < & < B < r, potem lahko potencno vrsto Yoo, a,x" na
segmentu [, B] integriramo in odvajamo poljubnokrat. Pri tem imajo vse dobijene vrste
enak konvergencni polmer r.

Definicija 23

Naj bo f neskocno mnogokrat odvedljiva v okolici tocke a. Vrsto

n

) (g
(9= Y F %oy

imenujemo Taylorjeva vrsta funkcije f pritocki a. V posebnem primeru, cejea =0, vrsto
T (x) imenujemo McLaurintova vrsta funkcije f.

Vprasanje je ali ta vrsta sploh konvergira. Ce konvergira, ali je njena vsota morda enaka
f(x)? Vemo Ze, da Ce je lim, . R, (x) = 0, vrsta konvergira k f(x). Funkcije, ki so (lokalno)
enake vsoti konvergentnih potencnih vrst, imenujemo analiti¢ne funkcije. Torej je vsaka
funkcija, ki jo lahko razvijemo v Taylorjevo vrsto, analiticna funkcija. Zelo pomembna je
uporaba Taylorjevega razvoja elementarnih funkcij'.

'Elementarna funkcija je v matematiki funkcija, ki jo je moc sestaviti iz kon¢nega Stevila osnovnih ele-
mentarnih funkcij ( polinomi, racionalne, potencne, eksponentne in logaritemske, trigonometri¢ne in obra-
tne trigonometricne), konstant, ene spremenljivke in korenov s pomocjo kompozicij in kombinacij s Stirimi
dvoclenimi elementarnimi operacijami (+— x-+).
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Taylorjeva vrsta elementarne funkcije f(x) konvergira proti f(x) v vsaki tocki svojega kon-

vergencnega obmocja.

Naloge

1. Doloci radij ter interval konvergence dane funkcijske vrste. Ce je potrebno, preveri

.....

(@) Yoy ),(,—nv

(b) Yoo

© Lo Gprmer

2. Preveri konvergenco in najdi vsoto potenc¢ne vrste

(_1)k+1 k‘

X
L%

3. Preveri konvergenco in najdi vsoto potencne vrste
Y K
k=1

4. Razvijte funkcijo f(x) = 1 v Taylorjevo vrsto v okolici tocke xo = 3, dolocite interval

konvergence in izracunajte vsoto

L2 2,3,
39 27 81 7
ReSitve
1. (a) Ozna¢imoza, = .
1 1
r=————=1Iim 2 =lim(n+1) =+ = x| <o =>x€R
lim. |an+1 | n—oo | n—oo
n—ee g1 (n+1

(b) Oznac¢imo z a, = nlzn

1 1
r p— pu— -
limy, oo /|an|  limy—se ﬁ
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1 . . .
-, ki divergira,
1

ne

Preverimo Se konvergenco vx = £+2. Za x = 2 dobimo vsoto ¥,
="

saj gre za harmonic¢no vrsto. Za x = —2 imamo Y, . Oznacimo z b, =

Ker je (by)nen padajoce zaporedje in b, — 0 (n — o), po Leibnitzovom kriteriju,
dana alternajoca vrsta konvergira. Torej dana potencna vrsta konvergira za x €

[—2,2).
Opazimo, da lahko dano vrsto zapisemo kot

o)

> (3n—2)(x—3)" 2

>

_ Z 3n—
_n:() (n+1)2-2

.(X;3)f

- (n_|_1)2.2n+1
Oznadimo z a, = %
3n’ 2 -3
r= lim ] = lim n3+—0(nZ): = |== <l=xe(1,5)
n—)m‘an_H’ n—oo 3p +0(l’l ) 2

Preverimo konvergencovx=1inx=15. Zax=1imamo

> 3n—2 3n—2

-1 —1+ "—
L Sy = Z S F I
3n—2

Oznac¢imo z b, = Tuti) Zaporedje (by),en je ocitno padajoce in b, — 0 (n — o).

Po Leibnitzovom kriteriju dana Stevil¢na vrsta konvergira.

Za x =35 1mamo

i 3n—-2
“2(n+1)?
Naj bo b, = % inc,=1 Kerje
b
lim =
n—e ¢,

[

3n—2

- +,§1 2t 1)

=3

iny> 1% divergira, lahko z uporabo testa za primerjanje limit (“Limit compa-

3n—
n= 12(

tenc¢na vrsta konvergira za x € [1,5).

risson test”) zakljuc¢imo, da vrsta Y

2. Ssubstitucijo t = —x, dana vrsta postane

>k+1

I

2
+1)?

5> divergira. To pomeni, da dana po-

k=1 k’

za katero vemo, da konvergira prit € [—1,1). To pomeni, da zacetna vrsta konvergira

zax € (—1,1] in ima vsoto

=L
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Dano vrsto lahko poljubnokrat integriramo in odvajamo na konvergenénem obmo-

¢ju. Pois¢imo §'(x).

o) = (—1)k o )k+l I e 1)k+1 -
(R B B

k=1

_ i( 1)/{—0—1 k—1 Z(_l)k—lxk—l _ Z(—l)kxk,

pri ¢emer smo uporabili lastnost, da sta k+ 1 in k— 1 enake parnosti. Vemo, da ima
zax € (—1,1) vrsta §'(x) vsoto

('
1—(—x) 1+x

S'(x) =

Ker je §(0) =0, z integracije leve in desne strani prejsnje enakosti na [0,x] za |x| < 1

sledi )
/ S/(¢)dt — S(x)— 5(0) = S(x)
0
in
/S’ 1)di = / . ln|1~|—t|‘ n(1+x).
Od tod sledi
00 )k+1
S(x) = 1+x:Z i xe(=1,1)
Zaradi konvergence vrste ;7 (1) (1+x)vx=1,dana
enakost velja tudi za x = 1. To pomeni,
= (_])kt]
S(x) =In(1+x) = Z K xe(—=1,1].
k=1

Pri potencnih vrstah vedno integriramo na [0,x]. Vzamemo 0, ker vsaka potencna

vrsta konvergira v tocki x = 0, x pa je spremenljivka iz intervala konvergence.

3. Oznacimo z a; = k*. O¢itno je r = 1. Za x = 1 dana vrsta divergira. Torej, potencna
vrsta konvergira za x € (—1,1). Da lahko dolo¢imo vsoto dane potencne vrste, zac-
nemo z vrsto Y5, x*, ki prav tako konvergira za x € (—1,1) in ima vsoto

1 (oo}
= Zxk, xe(—
X o
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Z odvajanjem dobimo

(-

Na podoben nacin, s ponovnim odvajanjem, dobimo

) ka’” kakl ikxk;»ikxkz = .
Y i=1 k=1 (1)

yed=its

Komentar 24

Da bi dolocili interval konvergence potencnih vrst
2% 2%+1 2k—1
Z agx -, Z agXx ) Z agX )
k=0 k=0 k=0

moramo wvesti substitiucijo t = x> > 0, s katero se dane vrste preobrazijo v potencno
vrsto Yo o axt®, ki tece po novi spremenljivkit. Pri tem moramo vrsti z lihima ekspo-
nentoma spremenljivke x zapisati v eni izmed naslednjih oblik

Y ! ZXideZk, Y au! = 1 i e
k=0 k=0 k=0 =

4. Taylorjeva vrsta funckije f v okolici tocke xg je

o
= ;)f 0 (x—xp)".
Pois¢imo £ (x).
fl = ="
fl)=(=1)x"2
f'@) = (=1)(=2)7

Torej
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Pois¢imo interval konvergence dane vrste.

1
li nf_1
My —e0 4/ FaFT

Zax=01nx = 6 Stevil¢na vrsta divergira, saj splosni clen ne gre proti 0 prin — . To

r= =3=|x—3]<3=x€(0,6)

pomeni, da Taylorjeva vrsta kovnergira za x € (0,6) in velja

; 3n+1 ’ 0 6)

Sedaj je potrebno izra¢unati Se dano vsoto. Opazimo, da je

1 2 4 8 > on
—+—+—+—+...:Z()W:T(l):f(l)zl.
n=

12.1. Dodatne naloge

1. Doloc¢i radij ter interval konvergence dane funkcijske vrste. Ce je potrebno, preveri

.....

(a) ¥ (%Zé) (x42)" (® E”Zlﬁ‘(zwm

(b) X Qiﬂ "

(©) Ly " ) T oy ®=2)"

(d) n 1% N glt2n

a4y

(e) Z zn 1) ( +2) <1> Z 5n+ (x )
[ n . 2 6 n—1

0 T gy (4= 12) () % 5 @r-1)

2. Posici vsoto dane potencne vrste.

(2) Ty (—1)"" (20— 1?2 (@) Eo(—1)"5y
(B) Xz s >0 () Ly (-1 2
(©) Yosi g m

3. Razvijte funkcijo f(x) = In(1+ 2x) v McLaurintovo vrsto ter dolocite interval konver-
gence.

4. Razvijte funkcijo f(x) =In m v Taylorjevo vrsto v okolici toc¢ke xp = —1, dolocite
3

interval konvergence in izracunajte vsoto
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