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1 Uvodne definicije

Za boljSe razumevanje najprej potrebujemo nekaj osnovnega znanja iz alge-
bre.

Definicija. Grupa G = {a,b,...} je par (G, ), kjer je G neprazna mnoZica
in x : G X G — G dvoclena operacija na G, ki vsakemu urejenemu paru
(a,b) € G priredi natanko dolocen element a xb € G. Operacija * mora
zadoscati naslednjim pogojem:

e za Va,b € G velja axb e G (zaprtost)
e 2a Va,b,c € G velja (axb)*xc=ax(bx*c) (asociativnost)

e v G obstaja taksen element e € G, za katerega velja axe = exa = a
(nevtralni element)

e zaVa € G obstaja tak b € G, da velja axb = bxa = e (obratni element)

Definicija. PodmnoZica H grupe G je podgrupa, ce je tudi sama grupa za
15to operacijo.

Definicija. Homomorfizem je preslikava med dvema algebrskima struktu-
rama, ki ohranja algebrske operacije.

Definicija. Avtomorfizem je bijektivna preslikava mnoZice same nase. Grupa
avtomorfizmov je mnoZica vseh avtomorfizmov dane mnoZice z operacijo
kompozitum.

Definicija. Naj bo G grupa in X poljubna mnoZica. Preslikavo
p:Gx X — X imenujemo (levo) delovanje grupe G na mnoZici X, ce
zado§ca pogojema:

o p(gh,x) = p(g,p(h,z)) za vse g,h € G inx € X

o ple,x) =z za vse x € X, kjer je e nevtralni element v G



Opomba. Za p(g,z) bomo uporabljali krajsi zapis x9.

Definicija. Naj G deluje na X. Stabilizator elementa x € X je G, = {g €
G;a? = x}.

Definicija. Naj G deluje na X. Orbita elementa v € X je Gx = {a%,g €
G}.

Definicija. Delovanje grupe G na mnoZico X je tranzitivno, ce za poljubna
elementa x,y € X obstaja element g € G, tako da je x9 = y.
Lahko tudi recemo, da ima delovanje eno samo orbito.

Uporabili bomo tudi nekaj pojmov iz teorije grafov.

Definicija. Graf G je dolocen s parom mnozic G = (V(QG), E(Q)), kjer
je V(G) mnoZica vozlis¢ grafa, E(G) pa mnoZica povezav grafa. Povezavo
predstavimo kot neurejen par dveh vozlisc.

Definicija. Pograf H grafa G je tak graf, da velja V(H) C V(G) in E(H) C
E(G).

Definicija. Dva grafa sta disjunktna, ce nimata skupnega nobenega vozlisca
n ju ne povezuje nobena povezava.

Definicija. Pot v grafu je zaporedje vozlis¢ med katerimi obstajajo povezave.

Definicija. Graf je povezan, ce med poljubnima vozliscema v grafu obstaja
pot.

Definicija. Digraf ali usmerjen graf G = (V(G), A(G)) je dolocen z
mnoZico vozlisé V(G) in mnoZico lokov A(G). Lok je urejen par dveh vozlisc,
kjer prvo predstavilja zacetek, drugo pa konec loka oz. usmerjene povezave.



Definicija. s-lok je zaporedje s + 1 vozlis¢, za katera velja v;_1 # v;y1 2a
0<i<s.

Opomba. V s-loku je ponavijanje vozlis¢ sicer dovoljeno.

Definicija. Digraf je moéno povezan, ce med poljubnima vozlisSéema di-
grafa obstaja usmerjena pot.

Definicija. Valenca ali stopnja vozlisca je Stevilo povezav, ki gredo iz
danega vozlisca.

Definicija. Regularen graf je graf, v katerem imajo vsa vozlisca enako va-
lenco.

Definicija. Grafu recemo, da je kubiéen, ce je regularen z valenco 3.

Definicija. Izolirano vozlisée je vozlisce z valenco 0.

Definicija. Razdalja med dvema vozliséema je stevilo povezav na najkrajsi
poti med njima.

Definicija. Premer grafa je najvecja izmed razdalj med poljubnima vo-
zliséema.

Definicija. Ozina grafa je dolZina najkrajsega cikla v grafu.

Definirajmo nekaj druzin grafov, ki jih bomo srecali.

Definicija. Cikel C,, je povezan graf z valenco 2.

Definicija. Poln graf K, je graf na n vozliscih, ki so vsa povezana med
sabo, torej je (n — 1)-reqularen.



Definicija. Graf je dvodelen, ce lahko njegova vozliscéa razdelimo v dve dis-
Junktni mnoZict, tako da so vozliséa v eni mnoZici povezana samo z vozlisci
1z druge mnoZice in med vozlisci iste mnoZice ni nobene povezave.

Definicija. Poln dvodelen graf K,,, je dvodelen graf, v katerem so vsa
vozlisca 1z ene mnoZice povezana z vsemi vozliscéi 1z druge mnoZice.

Definicija. Hiperkocka Q. je graf, pri katerem je mnoZica vozlisé {0, 1}
(mnoZica vseh dvojiskih k-teric), dve vozliséi pa sta povezani, ce se razliku-
jeta natanko v eni koordinatu.

Primer. Primer: hiperkock za k = 1,2, 3, 4.

Definicija. Krozni graf Cir(n,S) ima za vozliséa ostanke pri deljenju z n.
S je simetricna podmnoZica mnoZice Z,\{0}. Vozliséi u in v pa sta sosedni,
cejev—ué€S.

Primer. Zgledi kroznih grafov.

Cir(6,{1,—1,3}) Cir(6,{1,-1,2, —2})

Cir(6,{1,—1}) Cir(6,{1,—-1,2,-2,3})




Definicija. Naj bo H koncéna grupa in S poljubna simetricna podmnoZica
grupe H, ki ne vsebuje enote. Potem ima Cayleyev graf Cay(H,S) vo-
2lisca iz mnoFice H in vozlisci g in h sta sosedni, ¢e je hg™' € S.

Primer. Primer Cayleyevega grafa Cay(Ss,{(1,2),(2,3),(3,4)}).
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Definicija. Naj bodo n, k in i pozitivna cela Stevila, za katera veljan > k > i
in naj bo Q mnozica moci n. Johnsonov graf J(n,k,i) ima za vozliica
podmmnozice mnoZice 2 moci k, ki so sosedne, ce je njihov presek moci i.

J(n, k,i) ima torej () vozlisc in je reqularen z valenco (%) (7).

Primer. Primeri Johnsonovih grafov:

J(3,1,0) J(4,2,1) J(5,2,0)



2 Vozlis¢éna tranzitivnost

Definicija. Graf X je vozli§éno tranzitiven, ce Aut(X) deluje tranzitivno
na V(X).

Trditev. Hiperkocka Q) je vozliséno tranzitivna.

Dokaz. Fiksirajmo v € V(Qy). Potem je preslikava p, : © +— z 4+ v
permutacija vozlis¢ hiperkocke Q.
Vozlis¢i z in y se razlikujeta natanko v eni koordinati, ¢e in samo ¢e se vozlisci
xr—+wv in y+v razlikujeta v eni koordinati. Zato je preslikava p, avtomorfizem
grafa.
Permutacije delujejo tranzitivno na V(Qy), ker za poljubni vozlis¢i = in y
preslikava p,_, preslika z vy. m

Hiperkocka Q4
Tudi krozni grafi so vozlis¢no tranzitivni. Vsako vozlis¢e lahko preslikamo

v katerokoli drugo vozlis¢e s primerno potenco ciklicne permutacije, ki vo-
zlis¢e preslika v naslednje vozlisce.

Krozni graf Cir(10,{—1,1,-3,3})
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Trditev. Cayleyevi grafi X (H,S) so vozlis¢no tranzitivni.

Dokaz. Za vsak g € H je preslikava p, : © — xg permutacija elementov
H.
Ce sta xg in yg sosedna, velja (yg)(zg)™" = ygga~
in y sosedna in je p, avtomorfizem grafa.
Delovanje je tranzitivno, saj za poljubni vozlis¢i g in h pg-1j, preslika g v h.
]

V= ya~!, zato sta tudi

Vecina manjsih vozliséno tranzitivnih grafov je Cayleyevih. Vseeno pa
obstajajo tudi druge druzine, ki so vozli§¢no tranzitivne in ne Cayleyeve.

Tak primer so Johnsonovi grafi J(n, k,1).
Naj bo g permutacija mnoZice Q in S C . Definiramo SY9 := {s%;s € S}.
Vsaka permutacija mnozice €2 torej doloca permutacijo podmnozic mnozice
Q, ki so enake velikosti.
Ce sta S, T C Q, velja |SNT| =[S NT9|.
g je torej avtomorfizem grafa J(n, k,1).



3 Povezavna tranzitivnost

Definicija. Graf X je povezavno tranzitiven, ce Aut(X) deluje tranzitivno
na E(X).

Hitro lahko opazimo, da so Johnsonovi grafi J(n, k,i) povezavno tranzi-
tivni, krozni grafi pa ne vedno.

Polni dvodelni grafi K, ,,, so povezavno tranzitivni, ne pa vozli§¢no tranz-
itivni, razen ko je m = n, ker noben avtomorfizem ne more preslikati vozlis¢a
z valenco m v vozlisc¢e z valenco n.

Pokazali bomo, da so vsi grafi, ki so povezavno tranzitivni in ne vozliS¢no
tranzitivni, dvodelni.

Lema. Naj bo X povezavno tranzitiven graf brez izoliranih vozlisc. Ce X ni
vozliséno tranzitiven ima Aut(X) natanko dve orbiti in ti dve orbiti delita
graf X na dva dela.

Dokaz. Naj bo X povezavno vendar ne vozlis¢no tranzitiven.
Predpostavimo, da je x ~ . Ce je w € V(X), potem gre iz w neka povezava
in obstaja avtomorfizem grafa X, ki to povezavo preslika na xy. Vsako
vozliscée grafa X je torej bodisi v orbiti vozlis¢a x bodisi v orbiti vozlisca y.
Aut(X) ima torej dve orbiti.

Povezave med vozliStema iz iste orbite noben avtomorfizem ne preslika v
povezavo, ki bi se koncala v vozlis¢u iz druge orbite, sicer bi morala biti
vsa vozlis¢a v eni sami orbiti in bi bil graf vozlis¢no tranzitiven. Zato takih
povezav med vozlis¢i iz iste orbite ni.

X je torej dvodelen in orbiti sta njegova delitev. m

Povezavno tranzitivnim grafom, ki niso vozlis¢no tranzitivni re¢emo tudi
semisimetri¢ni grafi.
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Primer. Primera semisimetriénih grafov.

Ljubljanski graf Folkmanov graf
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4 Locé¢na tranzitivnost

Definicija. Graf X je loéno tranzitiven, ée Aut(X) deluje tranzitivno na
mmnozici lokov grafa X.

Loc¢no tranzitivnim grafom recemo tudi simetri¢ni grafi.

Primer. Primer: simetricnih grafouv.

Levijev graf Cozxetrov graf

Mébius-Cantorjev graf tetraeder

Dyckov graf tkosidodekaeder
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Ce je graf lo¢no tranzitiven mora biti nujno tudi vozli¢no in povezavno
tranzitiven. Obratno pa v sploSsnem ne velja.

Lema. Ce je graf X wvozliséno in povezavno tranzitiven ne pa loéno tranzi-
tiven, potem je njegova valenca soda.

Dokaz. Naj bo G = Aut(X) in x € V(X). Naj bo y € V(X) soseden
vozlis¢u z in Q orbita delovanja G na V' x V, ki vsebuje (x,y).
Ker je X povezavno tranzitiven, lahko vsak lok z avtomorfizmom preslikamo
bodisi v (z,y) bodisi v (y,z). Ker X ni lo¢no tranzitiven, (y,x) ¢ €, torej
Q) ni simetri¢na.
Mnozica povezav grafa X je potem QU QT.
Povezav, ki se za¢nejo v z, je enako v Q in v 7, torej je valenca soda. m

Posledica. Vozliséno in povezavno tranzitiven graf z liho valenco mora biti
locno tranzitiven.

Definicija. Graf X je s-locno tranzitiven, ée Aut(X) deluje tranzitivno na
njegovih s-lokih.

Ocitno je, da iz s-lo¢ne tranzitivnosti sledi (s — 1)-lo¢na tranzitivnost.

0-lo¢na tranzitivnost je pravzaprav vozlis¢na tranzitivnost, 1-lo¢na tranz-
itivnost pa lo¢na tranzitivnost.

Cikel C}, je s-lo¢no tranzitiven za vse s.
Hiperkocka Q3 je 2-lo¢no tranzitivna, ne pa 3-lo¢no tranzitivna, ker 3-

loka, ki lezi na 4-ciklu, ne moremo z avtomorfizmom preslikati v 3-lok, ki ne
lezi na 4-ciklu (glej sliko).
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Graf X je s-lo¢no tranzitiven, ¢e ima tranzitivno grupo avtomorfizmov GG
in Ce stabilizator G, nekega vozlis¢a u € V(X)) deluje tranzitivno na s-lokih,
ki se za¢nejo v vozliSéu u.

Trditev. Johnsonovi grafi J(n,k,i) so vsaj loéno tranzitivni.

Dokaz. Poglejmo si vozlisce {1,2,...,k}. Stabilizator tega vozlis¢a vse-
buje Sym(k) x Sym(n — k). Ta pa poljubni vozlis¢i, ki sta danemu sosedni,
preslika eno v drugo. m

Trditev. Johnsonovi grafi J(2k + 1,k,0) so vsaj 2-loéno tranzitivni.

Dokaz. Ponovno za¢nemo v vozlis¢u {1,2,...,k} in njegov stabilizator
vsebuje Sym(k) x Sym(k + 1). Vozlisce, ki je danemu sosedno, vsebuje k
elementov iz {k + 1,...,2k + 1}. Ta vozlis¢a se med seboj ujemajo v k — 1
elementih, torej jih Sym(k) x Sym(k + 1) lahko preslika enega v drugega.
Naslednje vozlis¢e v 2-loku mora biti razli¢cno od prvotnega in se ne sme v
nobenem elementu ujemati s prejSnjim. Zato mora nujno vsebovati tisti ele-
ment, ki ni bil uporabljen za prejsnje vozlisée in Se k—1iz {1, ..., k}. Poljubni
dve taki vozlis¢i se ujemata vsaj v k — 2 elementih, torej ju stabilizator pres-
lika eno v drugo. m

Primer. Nekaj Johnsonovih grafov, ki so vsaj 2-locno tranzitivni.

J(3,1,0) J(5,2,0)
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Trditev. (Tutte) Ce je X s-locno tranzitiven graf, z valenco vsaj 3 in oZino
g, potem je g > 25 — 2.

Dokaz. Predpostavimo lahko, da je s > 3. Ocitno je, da X vsebuje cikel
dolZine g in pot dolzine g, katere kon¢ni vozlis¢i nista sosedni. X torej vsebuje
Avtomorfizem, ki bi ta dva loka preslikal enega v drugega, ne obstaja, zato
mora biti s < g.

Ker X wvsebuje cikle dolzine g in ker ti vsebujejo s-loke, morajo vsi s-loki
lezati v ciklih dolZine g. Naj bo vy, ...,vs s-lok, ozna¢imo ga z «. Ker ima
vozlisée vs_; valenco najmanj 3, je poleg vs,_o in vy soseden tudi nekemu
vozlis¢u w. Ker je ozina grafa vsaj s, w ne lezi na loku a. Tako lahko v,
zamenjamo z w in dobimo nov s-lok 3, ki se z lokom « ujema v (s — 1)-loku.
£ mora lezati v ciklu dolzine g, torej imamo dva cikla dolzine g, ki imata
skupnih vsaj s — 1 povezav.

Ce teh s — 1 povezav odstranimo iz grafa, ki je sestavljen iz prej omenjenih
dveh ciklov dolzine g, dobimo graf s ciklom dolzine najve¢ 2g — 2s + 2. Sledi
20—25+2>g. m

Vprasamo se lahko, kaks$ni so s-lo¢no tranzitivni grafi z ozino 2s — 2.

Trditev. Ce je X s-loéno tranzitiven graf z oZino 2s — 2, potem je dvodelen
wmn 1ma premer s — 1.

Dokaz. Ce ima X o7ino 2s — 2, potem katerikoli s-lok lezi v najve¢ enem
ciklu dolzine 2s — 2. Torej, ¢e je X s-lo¢no tranzitiven, mora vsak s-lok lezati
v natanko enem ciklu dolzine 2s — 2.

Ocitno je, da ima X premer vsaj s — 1, ker sta v ciklu dolzine 2s — 2 dve
poljubni vozligéi oddaljeni najve¢ za s — 1. Naj bo u € V(X) in pred-
postavimo, da je v € V(X) od u oddaljen za s. Potem obstaja s-lok, ki
povezuje v in v in lezi v ciklu dolzine 2s — 2. Ker ima tak cikel premer s — 1,
v ne more biti na razdalji s od u. Premer grafa X je torej natanko s — 1.
Ce X ni dvodelen, mora vsebovati lih cikel. Naj bo C' najmanjsi lih cikel v
X. Ker je premer grafa X enak s — 1, mora biti cikel C' dolg 25 — 1. Naj bo
u € V(C) in naj bosta v,v" € V(C) dve sosedni vozliséi na razdalji s — 1 od
u. Potem lahko sestavimo s-lok (u,...,v,v"). Ta s-lok lezi v nekem ciklu C’
dolzine 2s — 2. Vozlis¢a iz ciklov C in C’, ki niso na s-loku, sestavljajo cikel
dolzine manj kot 2s — 2, kar je protislovje. m
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5 Kubic¢ni lo¢no tranzitivni grafi

Definicija. Ce je s > 1 in a = (20, ..., zs) nek s-lok v X, je glava head(a)
(s — 1)-lok (x1,...,xs) in rep tail(a) (s — 1)-lok (xg, ..., x5 1).

Definicija. Ce sta a in (3 s-loka, recemo, da 3 sledi o, ¢e obstaja tak (s+1)-
lok v, da je head(v) = B in tail(y) = .

Definicija. Naj bo s nenegativno celo Stevilo. Z X oznacimo digraf, v
katerem so wvozlisca s-loki grafa X in («, 3) je lok natanko tedaj, ko [ sledi
a.

Avtomorfizme grafa X lahko naravno razsirimo na avtomorfizme grafa
X ) Torej, ¢e je X s-lo¢no tranzitiven, je X ) vozliséno tranzitiven.

Trditev. Naj bosta X in'Y digrafa in naj bo f homomorfizem, ki X preslika
vY tako, da je vsaka povezava vY slika neke povezave v.X.

Naj bo yo, ..., yr pot v grafu Y. Potem za vsako vozlisée xo € V(X), za katero
velja f(xg) = yo, obstaja pot xy, ..., x, in velja f(x;) = y;.

Dokaz. Homomorfizem grafa ohranja sosednost, torej iz pogoja f(xg) =
Yo sledi, da f preslika x; v povezavo y, ki je yo sosedna. In tako naprej do
x,, ki ga f preslika v nek y,, ki je soseden y,_;. Tako dobimo za pot xq, ..., z,
zaporedje povezav vy, ..., y, in velja f(x;) = y;. Hkrati pa te povezave tvorijo
pot, ker je vsaka sosedna prejsnji. m

Definicija. Definiraymo vreteno v grafu X kot podgraf, ki vsebuje dve dani
vozlisci in tri poti, ki ju povezujejo in se ne ujemajo nikjer drugje kot v teh
dveh vozliscih.

Definicija. Definirajmo kolo v grafu X kot podgraf, ki je sestavljen bodisi iz
dveh ciklov s samo enim skupnim vozliséem ali pa 1z dveh disjunktnih ciklov,
ki sta povezana s potjo, ki se z njima ujema samo v koncnih vozliscih.
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Trditev. Ce je X wreteno ali kolo, potem je X mocno povezan.

Dokaz. X je pravzaprav usmerjeni povezavni graf. Ker je X povezan
graf, je tudi njegov povezavni graf povezan in posledi¢no tudi X moéno
povezan. m

Trditev. Ce je X povezan graf z minimalno valenco 2, ki ni cikel, potem je
X©) mocno povezan za vse s > (.

Dokaz. Trditev bomo dokazali s pomocjo indukcije.
Ce je s = 0, potem dobimo X © tako, da vsako povezavo zamenjamo z dvema
nasprotno usmerjenima lokoma in trditev res drzi.
Ce je s = 1, potem moramo pokazati, da vsakemu loku sledi nek drugi lok.
Ker je X povezan graf, vsakemu loku sledi neka povezava grafa X, vendar
ne nujno v pravi smeri. Pokazati moramo torej, da lahko vsak lok obrnemo,
tj. da yx sledi zy.
X ima minimalno valenco vsaj 2 in je koncen, zato vsebuje nek cikel C. Ce
C' ne vsebuje obeh x in y, obstaja (lahko tudi prazna) pot v X, ki povezuje
y s C. zy sledijo povezave na tej poti, v C' in nazaj po poti do yz.
Ce sta z,y € V(C), ampak xy ¢ E(C), potem je C' skupaj s povezavo xy
vreteno in trditev velja po prejsnji trditvi.
Zdaj predpostavimo, da je zy € E(C). Ker X ni cikel, obstaja vozlis¢e w €
V(C), ki je sosedno nekemu vozliséu z ¢ V(C). Naj bo P pot z maksimalno
dolzino v X, ki se za¢ne z w in z. Potem je zadnje vozliSce na poti sosedno
bodisi nekemu vozliséu v P bodisi nekemu vozlistu v C. Ce je sosedno
nekemu vozlis¢u iz C, ki ni w, potem je xy povezava v vretenu. Ce pa je
sosedno vozlis¢u w ali nekemu vozlis¢éu iz P, ki ni v C, potem je xy povezava
v kolesu in trditev velja po prejsnji trditvi.
Zdaj pa predpostavimo, da je X® mo¢no povezan za nek s > 1. Ce vzamemo
glavo nekega (s + 1)-loka, je to pravzaprav homomorfizem X1 na X,
Ker ima X minimalno valenco vsaj 2, je vsak s-lok glava nekega (s+ 1)-loka,
torej je vsaka povezava v X ®) slika neke povezave v X+ Naj bosta o in 3
poljubna (s + 1)-loka v X. Ker je X® mo¢no povezan, obstaja pot v njem,
ki povezuje head(a) in tail(3). Po prejsnji trditvi, ta pot postane v X (+1)
pot od a do nekega vozliséa v, kjer je head(y) = tail(3). v torej sledi 8 in «
sledi 3 prek v, kar pomeni, da obstaja pot od o do fv XD, m
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Lema. Naj bo G permutacijska grupa na mnozici V in naj bo x € V. Ce je
g € G, potem velja ¢ GLg = Guo.

Dokaz. Predpostavimo, da je 9 = y. Naj bo h € G,. Potem velja
yg_lhg = 2" = 29 = y, kar pomeni, da vsak element iz ¢~'G,g fiksira y. Od
tod sledi g~'hg € G,. Po drugi strani, ¢e je h € G, potem ghg™! fiksira x
in velja ¢7'G,g=G,. =

Lema. Naj bo X mocno povezan digraf, naj bo G tranzitivna podgrupa Aut(X)
in ce jew € V(X), naj bo N(u) mnoZica tistih vozlis¢ v € V(X), za katere
je (u,v) lok v grafu X. Ce obstaja tako vozlisce u € V(X), da je Gy|N(u)
trivialna, potem je G reqularna.

Dokaz. Najbou € V(X) in G, |N(u) trivialna. Po lemi: ¢ejev € V(X),
potem sta G, in G, konjugiranki v G, kar pomeni, da je G,|N(v) trivialna
za vse v € V(X).

Predpostavimo, da G, ni trivialna. X je moc¢no povezan, torej lahko izberemo
usmerjeno pot, ki gre od u do nekega vozlis¢a w, ki ga G, ne fiksira. Naj bo
ta pot najkrajSa in naj bo v predzadnje vozlis¢e na njej. G, torej fiksira v
in (v,w) je lok v X. Ker G, fiksira vsa vozlis¢a v N(u), v # u.

G, fiksira v, ne pa w, zato fiksira N(u) ampak na njej ne deluje trivialno.
G,|N(v) torej ni trivialna. To je protislovje in velja G, = (¢). ®

Definicija. Graf je s-loéno regularen, ce za poljubna s-loka obstaja natancno
dolocen avtomorfizem, ki enega preslika v drugega.

Lema. Naj bo X povezan kubicen graf, ki je s-loéno tranzitiven, ampak ne
(s + 1)-loéno tranzitiven. Potem je X s-locno regularen.

Dokaz. Ker je X kubicen graf, je stevilo lokov, ki gredo iz posameznega
vozlisca v X, 2.
Naj bo G = Aut(X), a s-lok v X in H < G, ki fiksira vsa vozlista v a.
Potem G deluje vozligéno tranzitivno na X in H je stabilizator vozlis¢a
aeV(X)vG. Ce je zozitev H na soseda, ki sledita «, netrivialna, potem
mora H zamenjati ta dva soseda.
Poljubna (s + 1)-loka v X lahko z elementi iz G preslikamo na (s + 1)-loke,
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ki se za¢nejo s s-lokom a. G je torej tranzitivna na (s + 1)-lokih grafa X,
kar je protislovje.

Zozitev H na soseda, ki sledita «, je torej trivialna in iz prejsnje leme sledi,
da je tudi H = G, = (e), torej G deluje regularno na s-lokih grafa X. m

Ce je X regularen graf z valenco k£ na n vozliséih in je s > 1, potem ima
natanko nk(k — 1)*~! s-lokov.

Ce je X s-lotno tranzitiven, mora nk(k — 1) deliti |Aut(X)| in ¢e je X
s-lofno regularen, mora veljati |Aut(X)| = nk(k — 1)571

Poseben primer so kubic¢ni lo¢no tranzitivni grafi, ki so s-lo¢no regularni
natanko tedaj, ko je |Aut(X)| = (3n) - 2571

Primer. Kocka je 2-loéno tranzitivna, ne pa 3-locno tranzitivna, torej je
2-locno reqularna. Potem velja |Aut(Q3)] = 3-8 - 2271 = 48.

Izrek. (Tutte) Ce je X s-locéno reqularen kubicen graf, potem je s < 5.

Primer. Najmanjsi 5-locno reqularen kubicni graf je Tuttova 8-kletka na 30
vozliscih (véasih se imenugje tudi Levijev graf).

Posledica. Ce je X locno tranzitiven kubicen graf, v € V(X) in G =
Aut(X), potem |G,| deli 48 in 3 deli |G,|.
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6 Razdaljno tranzitivni grafi

Definicija. Povezan graf X je razdaljno tranzitiven, ce za poljubna ure-
jena para vozlisé (u,u’) in (v,v'), za katera velja d(u,u’) = d(v,v"), obstaja
avtomorfizem g € Aut(X), tako da je (v,v") = (u,u’)’.

Razdaljno tranzitiven graf je vedno vsaj 1-lo¢no tranzitiven.

Najpreprostejsi primeri razdaljno tranzitivnih grafov so polni grafi, dvodelni
polni grafi z enako velikima particijama in cikli.

Trditev. Johnsonov graf J(n,k,k — 1) je razdaljno tranzitiven.

Dokaz. Najprej bomo s pomocjo indukcije dokazali, da za poljubni vo-
71iséi u,v € V(J(n, k, k — 1)) velja d(u,v) =m < |unNv|=k—m.
Zam=1:duv)=1 = u~v = |[unNvl=k—1
Predpostavimo, da trditev velja za vse m < r. Izberimo vozlis¢a u, v, w
tako, da je d(u,v) = r in d(v,w) = 1. Po indukcijski predpostavki velja
luNv| =k—r, torej je u = {81, ..., Skr, i1y ooy b} IN U = {81, ceey Sk, J1, ++es Jiry
kjer so vsi elementi ¢ in 7 med seboj razli¢ni.

Ker velja [vNw| =k — 1, mora biti w oblike:

 W={S1, .., Sk—r; 1, s Jr—1:%a}, 2a nek iy € {ig, .0},
© W ={S1, .0, Skr,J1s s Jr_1, 0}, Kjer je a € Q\(uUwv),
© W ={S1, ., Sk—r—1,%a,J1, -, Jr} ali

© W ={S1, .0, Skor—1,0, J1, s Jr}

V prvem primeru je [uNw| =k — (r —1), torej je d(u,w) =r—1. V drugem
in tretjem primeru je |[uNw| = k—r in spet po indukcijski predpostavki sledi
d(u,w) =r. V zadnjem primeru pa je [uNw| =k — (r +1).

Vemo, da obstaja pot dolzime r + 1 med u in w, ker obstaja pot dolzine
r med u in v in ker sta v in w sosedna. Vemo tudi, da ne obstaja nobena
krajsa pot, ker bi po indukcijski predpostavki veljalo [uNw| > k—r, kar je v
protislovju z [uNw| = k — (r+1). Najkrajsa pot med u in w je torej dolZine
r + 1, kar pomeni, da je d(u,w) =r + 1.
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Povedali smo ze, da poljuben avtomorfizem ¢ Johnsonovega grafa ohranja
velikost preseka dveh vozlis¢, torej velja d(u,v) =m < |unNv|=k—m <
wNv|=k—-—m < du,v9)=m. m

Lema. Naj bosta u,v vozliséi Johnsonovega grafa J(2k — 1,k — 1,0). Za
m>01in2m <k —1 velja

_f 2m & Junul=((k—-1)—m
d(u,v)—{2m+1 & |Junul=m

Dokaz. Najprej bomo lemo dokazali za sodo razdaljo.
m=0:du,v)=0 & u=v < |[unNv|=|ul=k—1=(k—-1)-0.
Naj zdaj trditev velja za m < r. Izberimo vozlis¢e w, tako da je d(u,w) =
2(r +1) in d(v,w) = 2. (V primeru, da je r = 1, naj velja tudi v # w.) Po
indukcijski predpostavki velja |[uNv| = (k—1) —r. Poleg tega obstaja vozlisce
z, tako da je d(v,x) = d(z,w) = 1 in [vNz| = |z Nw| = 0. Torej imamo
vC ANzinw C Q\z. Kerje|v| = |w| =k—1in |Q\z| = (2k—1)—(k—1) = k,
mora veljati [vNw| = (k—1) — 1.
Vemo, da je [unov| = (k—1) —rin [vNw| = (k—1) — 1. Zato se w
od v razlikuje samo v enem elementu. Predpostavimo, da je |u Nv| = s,
U={T1, oy T, Ugy1y ooy U1 } 10V = {1, .., Tg, Vsi1, ..., Vk_1}. Potem imamo
$tirli moznosti:

o w={1,..., L5, Vs41, ..., U2, Uj }, za nek j, in
luNw|=|uNuv|+ 1.

o w={x,...,Ts, V541, ..., Vg2, }, za nek a € Q\(uUw), in
luNw| = |uNul.

o w={Ty,...,Ts_1,Uj,Vst1,..., U1}, za nek j, in
luNw|=luNvl—14+1=unwvl.

o w={Ty,...,Ts 1,0, Vs11,..., U1}, za nek a € Q\(vUv), in
luNw| =]unuv|—1.

V prvem primeru je |[uNw| = (k—1)—r+1 = (k—1)—(r—1) in po indukcijski
predpostavki je d(u,w) = 2(r — 1), kar je v protislovju z d(u, w) = 2(r + 1).
Podobno je v drugem in tretjem primeru [uNw| = (k—1) —7 in d(u, w) = 2r,
kar je spet protislovje. V zadnjem primeru pa je [uNw|=(k—1)—r—1=
(k—1)—(r+1).

Zdaj bomo lemo dokazali Se za liho razdaljo med vozlisci.

m=0: dlu,v) =1 = |Junv|=0.
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Predpostavimo, da trditev velja za m < r, torej d(u,v) = 2r+1 < |unv| =
r. Izberimo vozlisce w, tako da je d(u,w) =2(r+ 1)+ 1 in d(v,w) = 2. Kot
v prvem delu dokaza je [vNw| = (k—1) — 1 in po indukcijski prepostavki je
|lu N v| = r. Preveriti moramo enake $tiri primere kot v prvem delu.

V zadnjem primeru je |[u Nw| = |uNwv| —1 =17 —1in po indukcijski pred-
postavki d(u,w) = 2(r — 1) 4+ 1, kar je v protislovju z d(u,w) = 2(r + 1) + 1.
V drugem in tretjem primeru je |u N w| = r in d(u,w) = 2r, kar je spet

protislovje. V prvem primeru pa je [uNw|=r+1. m

Trditev. Johnsonov graf J(2k — 1,k — 1,0) je razdaljno tranzitiven.
Dokaz. Podobno kot pri prej$nji trditvi tudi ta sledi iz leme. m

Razdaljno tranzitivne grafe pa lahko predstavimo tudi na bolj prijazen
nadin.
Ce je u € V(X), potem naj bo X;(u) mnozica vseh vozlis¢, ki so od vozlis¢a
u oddaljena za i. Particijo {u, Xi(u),...X4(u)} imenujemo razdaljna par-
ticija glede na wu.

Naj G deluje razdaljno tranzitivno na X in naj bo u € V(X). Ce sta
v in v' dve vozli§¢i na razdalji i od u, potem eden izmed elementov G pres-
lika (u,v) na (u,v’), kar pomeni da obstaja element G, ki preslika v na v/,
torej G deluje tranzitivno na X;(u). X;(u) so pravzaprav orbite delovanja G.,,.

Ce ima X premer d, potem G deluje razdaljno tranzitivno na X natanko
tedaj, ko deluje tranzitivno in ima za vsak u G, natanko d + 1 orbit.

Vsako vozlisée v X;(u) je sosedno enakemu Stevilu vozlisé, recimo a;, v
X;(u). Podobno sta tudi $tevilo sosedov v X;1(u), recimo b;, in $tevilo sose-
dov v X;_1(u), recimo ¢;, vedno enaka. Stevilom a;, b; in ¢; refemo prese&na
Stevila.

Graf X je regularen in njegova valenca je kar by. Ce je premer grafa d, je
¢i+a;+b=0bzai=0,1,..,d Ta stevila obi¢ajno zapiSemo v prese¢no

tabelo:
- €1 ... Cg—1 (g
apgp ay ... Qag—1 Qaq
b(] b1 .. bd,1 -
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ali krajse:
{bo, bi,...,ba—1;c1,C2,. .. >Cd} .

Primer. Petersenov graf, narisan tako, da je razdaljna particija ocitna.

Njegova presecna tabela:

w O
N O =
DN =

Trditev. Povezan s-locno tranzitiven graf z oZino 2s — 2 je razdaljno tranz-
itiven s premerom s — 1.

Dokaz. Naj bo X kot v predpostavki trditve in naj bosta (u, u’) in (v, v’)
para vozlis¢ na razdalji . Ker ima X premer s—1 po zadnji trditvi iz Cetrtega
poglavja, je ¢ < s — 1. Para vozlis¢ sta torej povezana s potema dolzine ¢ in
zaradi i-lo¢ne tranzitivnosti grafa X obstaja avtomorfizem, ki preslika (u, u’)
v (v,0'). m

Ce je prese¢na tabela enaka za vsa vozlisca v grafu, re¢emo, da je X raz-
daljno regularen.

Vsi razdaljno tranzitivni grafi so tudi razdaljno regularni, obratno pa ni
vedno res.
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