UNIVERZA NA PRIMORSKEM
FAKULTETA ZA MATEMATIKO, NARAVOSLOVJE IN
INFORMACIJSKE TEHNOLOGIJE

Magistrsko delo
Simetrije cirkulantnih grafov
(Symmetry of circulant graphs)

Ime in priimek: Marusa Saksida
Studijski program: Matemati¢ne znanosti, 2. stopnja

Mentor: doc. dr. Primoz Sparl

Koper, december 2014



Saksida M. Simetrije cirkulantnih grafov.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2014

IT

Kljuéna dokumentacijska informacija

Ime in PRIIMEK: Marusa SAKSIDA

Naslov magistrskega dela: Simetrije cirkulantnih grafov

Kraj: Ljubljana

Leto: 2014

stevilo listov: 77 Stevilo slik: 44 Stevilo tabel: 2
stevilo referenc: 23

Mentor: doc. dr. Primoz Sparl

UDK: 519.17(043.2)

Kljucne besede: Cirkulantni graf, tockovna tranzitivnost, povezavna tranzitivnost,
lo¢na tranzitivnost, izomorfizem, grupa avtomorfizmov, cikli¢ni indeks, normalen

cirkulant.

Math. Subj. Class. (2010): 05C25, 20B25

Izvlecek: Magistrsko delo obravnava simetrije cirkulantnih grafov oziroma cirku-
lantov. Cirkulanti, Circ(n;.S), so grafi, katerih mnozico tock predstavlja cikli¢na
grupa Z,, mnozico povezav pa doloc¢a poljubna podmnozica S te grupe, ki je zaprta
za inverze in ne vsebuje nevtralnega elementa. Pri tem velja, da sta dve tocki, a
in b, cirkulanta Circ(n;S) povezani natanko tedaj, ko obstaja tak element s € S,
da je a + s = b. Pogosto se zgodi, da dva na videz popolnoma razli¢na grafa z
matematicnega vidika predstavljata isti graf. Pravimo, da sta pripadajoca grafa
izomorfna. Permutacijam mnozice tock danega grafa, ki ohranjajo sosednost, pra-
vimo avtomorfizmi. Mnozica vseh avtomorfizmov grafa tvori grupo avtomorfizmov.
Ta grupa naravno deluje na razlicne objekte grafa, kot so tocke, povezave ali loki.
Ce na mnozici tock, povezav ali lokov grupa avtomorfizmov deluje tranzitivno,
pravimo, da je graf tockovno, povezavno ali lo¢no tranzitiven. Ravno s temi tremi
lastnostmi grafov, Se posebej cirkulantov, se ukvarjamo v tem magistrskem delu.

Tako najprej dokazemo, da so vsi tockovno tranzitivni grafi prastevilskega reda
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cirkulantni grafi. Prav tako si ogledamo kaj lahko povemo o izomorfnosti taksnih
grafov, o njihovi grupi avtomorfizmov ter dolo¢imo stevilo paroma neizomorfnih
cirkulantov prastevilskega reda za posamezno prastevilsko vrednost. Pri povezavni
in lo¢ni tranzitivnosti ugotovimo, da je cirkulant povezavno tranzitiven natanko
tedaj, ko je lo¢no tranzitiven. Poiscemo vse lo¢no tranzitivne cirkulante do 30 tock
in dobljeni seznam primerjamo s karakterizacijo lo¢no tranzitivnih cirkulantov I.
Kovacsa. Na koncu obravnavamo Se locno tranzitivne cirkulante, ki so normalni.
Natanko dolo¢imo kako izgledajo locno tranzitivni cirkulanti prastevilskega reda

ter kako izgledajo normalni loéno tranzitivni cirkulanti.
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Abstract: In this master’s thesis we investigate symmetries of circulant graphs or
circulants. Circulants Circ(n;.S) are graphs where the set of vertices is represented
by a cyclic group Z,, and the adjacency is determined by a subset S of Z,,, which
is closed under taking inverses and does not contain the identity element. Two
vertices a and b of the circulant Circ(n;S) are adjacent if and only if there exists
an element s € S such that a+s = b. It often happens that two graphs represent the
same graph which at first glance appear to be entirely different from a mathematical
point of view. We say that the corresponding graphs are isomorphic. We call the
premutations of the vertices which preserve adjacency automorphisms. The set of
all automorphisms of a graph forms a group called the group of automorphisms.
This group acts naturally on different objects of the graph, such as vertices, edges
and arcs. If the group of automorphisms acts transitively on the set of vertices,
edges or arcs, we say that the graph is vertex-, edge- or arc-transitive, respectively.
These properties of graphs, mainly of circulants, are the main topics of interest

in this master’s thesis. We first prove that all vertex-transitive graphs of prime
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order are circulants. We then investigate the question of when two such graphs
are isomorphic, we investigate their group of automorphisms and determine the
number of pairwise non-isomorphic circulants of a fixed prime order. Regarding
edge- and arc-transitivity we prove that a circulant is edge-transitive if and only if
it is also arc-transitive. We find all arc-transitive circulants on up to 30 vertices and
compare the obtained list with the characterization of arc-transitive circulants of I.
Kovacs. In the end we take a look at so-called normal arc-transitive circulants. We
determine the structure of arc-transitive circulants of prime order and of normal

arc-transitive circulants.
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1 UVOD

Magistrsko delo, ki je pred vami, sodi na podrocje algebraicne teorije grafov. Teorije
grafov zato, ker so glavni predmet preucevanja grafi, algebraicne pa zaradi pristopa, ki

uporablja Stevilna spoznanja iz (abstraktne) algebre.

Grafe si lahko najpreprosteje predstavljamo kot objekte, sestavljene iz tock in pove-
zav med njimi. Tako kot vecina drugih teorij v matematiki se je tudi ta razvila iz
realnega problema. Leta 1735 se je Svicarski matematik Leonhard Euler (1707 - 1783)
lotil problema Konigsberskih mostov. Skozi tedanje mesto Konigsberg (sedanji Kali-
ningrad v Rusiji) je tekla reka Pregel, ki je mesto razdelila na stiri dele, ti pa so bili
med seboj povezani s sedmimi mostovi. Euler se je lotil vprasanja, ali je mogoce vsa-
kega od mostov preckati natanko enkrat in se vrniti na zacetno mesto. Leta 1736 je v
¢lanku z naslovom “Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis” dokazal, da
to ni mogoce in sicer tako, da je namesto stirih obmocij kopnega in sedem mostov med
njimi narisal stiri tocke in sedem povezav med njimi. Nastal je (multi)graf s pomocjo

katerega zlahka vidimo, da kaj takega res ni mogoce.

Slika 1: Shematicni prikaz mesta Konigsberg.

Kot nakazuje ze slika 1, grafe obicajno upodobimo kot diagrame, pri ¢emer lahko tocke
grafa poljubno razporedimo, pomembno pa je le to, katere tocke so med seboj pove-
zane. Se posebej zanimivi so grafi, v katerih je vsaka tocka vsebovana na istem stevilu

povezav. Gre za tako imenovane regularne grafe. Primer takih grafov so Cayleyjevi
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grafi in tako tudi njihova poddruzina cirkulantnih grafov, s katerimi se stevilni mate-
matiki ukvarjajo ze vrsto let. Ravno ti grafi so predmet preucevanja tega magistrskega
dela. Zanimale nas bodo predvsem simetrije oziroma avtomorfizmi cirkulantnih grafov,
ukvarjali pa se bomo tudi z vprasanjem kdaj sta dva cirkulantna grafa izomorfna in

koliksno je stevilo njihovih izomorfnostnih razredov.

Magistrsko delo je razdeljeno na vec¢ poglavij. V drugem poglavju so opredeljeni in na
primerih razlozeni osnovni pojmi teorije grup in grafov, ki so bistveni za razumevanje
nadaljnjega besedila. V naslednjem poglavju se bomo omejili zgolj na tockovno tran-
zitivne grafe prastevilskega reda. Pogledali si bomo kaj lahko povemo o izomorfnosti
dveh taksnih grafov in o njihovi grupi avtomorfizmov ter dolocili stevilo paroma neizo-
morfnih cirkulantov prastevilskega reda za posamezno prastevilsko vrednost. S sintezo
znanj, pridobljenih skozi prva tri poglavja, se bomo v ¢etrtem poglavju posvetili Se
lastnosti imenovani lo¢na tranzitivnost. Poiskali bomo vse lo¢no tranzitivne cirkulante
do 30 tock in jih klasificirali. Srecali se bomo tudi s pojmom normalen cirkulant in za

celotno druzino lo¢no tranzitivnih grafov dolocili kdaj so normalni.
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2 OSNOVNO O GRUPAH IN
GRAFIH

Za kasnejSe, nekoliko resnejse raziskovanje, se moramo najprej seznaniti z osnovnimi
pojmi, zato si bomo v tem poglavju pogledali najpomembenjse definicije in rezultate

iz teorije grup in teorije grafov.

2.1 Teorija grup

Grupa je v matematiki eden od osnovnih pojmov sodobne algebre. Po [21] je ta izraz
prvi uporabil francoski matematik Evariste Galois (1811 - 1832). Kot pripoveduje le-
genda naj bi se Galois, zaradi neuslisane ljubezni, podal v dvoboj in umrl, no¢ pred
tem pa naj bi zapisal vse, kar ve o teoriji grup. Grupe imajo kljuéno vlogo pred-
vsem pri raziskovanju simetrij drugih abstraktnih in konkretnih struktur, poleg tega
so pomembne tudi v fiziki, Se posebej v kvantni mehaniki. Definicije in rezultati tega
poglavja so povzeti po knjigi [6]. Vecina rezultatov je navedenih brez dokazov, vendar

si jih zainteresirani bralec lahko ogleda v knjigi [6].

2.1.1 Grupe in podgrupe

Definicija 2.1. Grupa (G, *) je mnozica G skupaj z binarno operacijo * na G, ki

zadosca naslednjim aksiomom:

e Za vse g1,92,93 € G velja (g1 * g2) * g3 = g1 * (g2 * g3). Tej lastnosti operacije *

pravimo asociativnost.

e Obstaja tak element e € GG, da za vsak element g € G veljaexg = g*xe = g.

Elementu e pravimo enota oziroma identiteta grupe G.

e Za vsak element g € G obstaja ¢! € G, za katerega velja g*x g~ ! =g 1 *x g = e.

Elementu ¢~! pravimo inverz elementa g.

Ce za binarno operacijo * velja e, da je komutativna, to je, ¢e za poljubna g1, g2 € G

velja g1 % go = g2 * g1, pravimo, da je grupa abelska oziroma komutativna.
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Opomba 2.2. V nadaljevanju bomo namesto o grupi (G, *) govorili kar o grupi G in

namesto g; * go pisali kar g, ¢s.

Primer 2.3. Ena izmed grup, ki jo spoznamo ze v prvih letih osnovne Sole, je mnozica
celih stevil skupaj z operacijo sestevanja, (Z,+). Prav tako so grupe (Q,+), (R, +),
(C,+), (Q*,-), (R*,-), (C*,+), pri cemer z * oznac¢imo multiplikativno grupo vseh obr-
njivih elementov. Pravzaprav so vse omenjene grupe abelske. Pari (Q, ), (R, ) in (C,-)

niso grupe, saj element 0 nima inverza.

Definicija 2.4. Grupa G je konc¢na, ¢e ima pripadajoca mnozica G kon¢no stevilo
elementov. V tem primeru je mo¢ oziroma red grupe kar Stevilo njenih elementov in

ga oznacimo z |G|.

Primer 2.5. Do sedaj smo spoznali zgolj grupe neskon¢nega reda, primer konéne grupe
pa je grupa (Z,,+), kjer je n € N. To je grupa katere elementi so Stevila med 0 in

n— 1, torej Z, = {0,1,2,...,n — 1}, pri tem pa seStevamo po modulu n.

Definicija 2.6. Red elementa g grupe G je najmanjse naravno stevilo n, tako da je
g" = e. Ce tako stevilo ne obstaja, pravimo, da je element g neskonénega reda. Red

elementa ¢ oznacimo z |g|.

Opomba 2.7. Kljub temu, da se termin red uporablja tako za same grupe kot za njene
elemente, ni razloga za dvoumnost, saj je navadno iz konteksta razvidno, na kaj se

nanasa.

Definicija 2.8. Ce je podmnozica H grupe G za podedovano operacijo sama zase

grupa, potem je H podgrupa grupe GG. To oznac¢imo s H < G.

Primer 2.9. Grupa (Z,+) je podgrupa grupe (R, +), grupa (Q*,-) pa ni podgrupa
grupe (R, +), ¢eprav je Q* C R. Vsaka grupa G ima vsaj dve podgrupi, to sta trivialna
podgrupa {e} in neprava podgrupa G.

Naslednja trditev nam poda kriterij, s katerim lazje dolo¢imo ali je dana podmnozica

grupe G tudi njena podgrupa.

Trditev 2.10. PodmnoZica H grupe G je za podedovano operacijo * njena podgrupa

natanko tedaj, ko je:
1. H zaprta za binarno operacijo x grupe G, to je: ¥ g1,9» € H velja g1 x g2 € H,
2. identiteta e grupe G je element H,

3. za vse g € H velja g~* € H.
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Pogosto se zgodi, da dve na videz popolnoma razli¢ni grupi z matematicnega vidika

predstavljata isto grupo. Pravimo, da sta pripadajoc¢i grupi izomorfni.

Definicija 2.11. Naj bosta (G,x*) in (G’,0) grupi. Grupi G in G’ sta izomorfni,
¢e obstaja bijektivna preslikava p : G — G, za katero velja p(g1) o p(g2) = p(g1 *
g2), za poljubna g1,g, € G. V temu primeru pisemo G = G’. Preslikavi p pravimo

izomorfizem grup iz G v G'.

2.1.2 Nekatere druzine grup

V tem podrazdelku si bomo pogledali dve najpomembnejsi druzini grup.

Cikli¢éne grupe
Ena izmed najenostavnejsih druzin grup so ciklicne grupe.

Trditev 2.12. Naj bo G grupa in g € G. Potem je H = {g" | n € Z} podgrupa grupe
G. Pravzaprav je H najmangsa podgrupa grupe G, ki vsebuje g, to pomeni, da vsaka

podgrupa, ki vsebuje g, vsebuje celotno podgrupo H.

Definicija 2.13. Naj bosta G in H kot v trditvi 2.12. Potem podgrupi H pravimo
ciklicna podgrupa grupe G, generirana z elementom g. Elementu g pravimo gene-
rator te podgrupe, le to pa oznacimo z (g). Ce obstaja element g grupe G, za katerega

je (g) = G, pravimo, da je grupa G cikliéna.

Opomba 2.14. V primeru, ko je G = (g), je red elementa g kar red cikli¢ne grupe G,
torej |g| = |G-

Definicija 2.15. Naj bo G grupa in M njena neprazna podmnozica. Tedaj je (M)
podgrupa grupe G, generirana z M, ki je definirana kot najmanjsa podgrupa grupe

G, ki vsebuje podmnozico M.

Opomba 2.16. V primeru, ko je G = (g1, g2), lahko vsak element grupe G zapisemo kot

produkt elementov g1, g2, g; ' in g5 .
Trditev 2.17. Vsaka ciklicna grupa je abelska.

Grupa (Z,+) je cikli¢na grupa generirana z elementoma 1 in —1. Pravzaprav je ta
grupa do izomorfizma grup natancéno edina neskoné¢na ciklicna grupa. Naslednji izrek

pa nam natancno doloé¢i vse konéne ciklicne grupe.

Trditev 2.18. Naj bo G koncna ciklicna grupa reda n. Potem je G izomorfna grupt
(Zy,, +).
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Dokaz. Naj bo G kon¢na ciklicna grupa, generirana z elementom g. Tedaj je seveda
tudi element g reda n in tako je G = (g9) = {¢" | n € Z} = {e,9,9*, 9>, ..., 9" '}
oCitno izomorfna Z,, kjer ustrezni izomorfizem p iz G v Z, definiramo s predpisom

p(g') =1i. 0

Naslednji trditvi govorita o tem, kako izgleda in koliko elementov vsebuje posamezna

podgrupa ciklicne grupe.
Trditev 2.19. Vsaka podgrupa ciklicne grupe je ciklicna.

Trditev 2.20. Naj bo G = (g) ciklicna grupa reda n in naj bo g™ € G poljuben. Potem
je |<9m>| = D(:,m)'

Za vsako ciklicno grupo znamo dolociti tudi natan¢no stevilo vseh njenih podgrup.

Trditev 2.21. Naj bo G ciklicna grupa reda n. Potem za vsak deljitely d stevila n
obstaja natanko ena podgrupa grupe G, ki je reda d.

Primer 2.22. Pois¢imo podgrupe cikli¢ne grupe Z5. Ker je |Z15| = 15, po trditvi 2.21
obstaja natanko po ena podgrupa moci 1, 3,5 in 15. Podgrupa moci 1 je trivialna grupa,
podgrupa moci 15 pa je kar celotna grupa Z;5. Podgrupa Hs moci 3 je sestavljena iz
enote in dveh paroma inverznih elementov reda 3. Edina elementa reda 3 sta 5 in
10, torej je H3 = {0,5,10} = (5). Podgrupa Hs moci 5 je sestavljena iz nevtralnega
elementa in Stirih elementov reda 5, torej je Hs = {0,3,6,9,12} = (3). S tem smo nasli

vse podgrupe ciklicne grupe Zis.

Permutacijske grupe

Navadno za nek ravninski objekt pravimo, da je simetricen, ¢e obstaja premica, ki
objekt razdeli na dva skladna in en drugemu zrcalna dela. Primer taksne simetricnosti
je na primer velika tiskana ¢rka A. Poznamo pa tudi druge vrste simetrij. Spomnimo
se b-krake zvezde pri kateri je o¢itno, da ima vec kot le zrcalno simetrijo, saj vsak njen
vrtez za 72° ne spremeni njene prvotne slike. V vseh doslej opisanih primerih gre za
geometrijsko simetrijo, saj so nas zanimale simetrije nekih konkretnih upodobitev. V
matematiki pa nas zanimajo tudi simetrije abstraktnih objektov in v ta namem so nam

v pomoc¢ simetricne grupe in njihove podgrupe.

Definicija 2.23. Permutacija neprazne mnozice A je bijektivna preslikava mnozice
A nase, to je ¢ : A — A. Naj bo S4 mnozica vseh permutacij mnozice A in naj
bosta 7,0 € S4 poljubna. Potem lahko na S4 definiramo operacijo kompozitum o
permutacij 7 in o kot oo : A 5 A5 A, ki je prav tako bijekcija mnozice A nase in

zato permutacija mnozice A.
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Primer 2.24. Naj bo mnozica A podana kot A = {1,2,3,4,5} in naj bo o permutacija
mnozice A, kislikal— 4,2+ 2 3+ 5,4+ 3,5+ 1. Permutacijo o v bolj standarni
obliki zapisemo kot (1435).

Opomba 2.25. Permutacije komponiramo iz desne proti levi, torej je (12)(123) =
(1)(23) = (23).

Trditev 2.26. Naj bo A neprazna mnoZica in naj bo S4 mnoZica vseh permutacij

mnozice A. Potem je par (Sa,0) grupa.

Definicija 2.27. Naj bo A kon¢éna mnozica {1,2,...,n}. Grupo vseh permutacij na
mnozici A imenujemo simetri¢na grupa na n elementih in jo ozna¢imo s 5,,. Vsako

podgrupo simetri¢ne grupe 5, imenujemo permutacijska grupa stopnje n.
Spomnimo, da je simetri¢na grupa S, moci n!, kjer je n! =n(n —1)(n —2)...(2)(1).

Primer 2.28. Grupa G = {id, (1234), (1432), (13)(24), (12)(34), (14)(23), (13), (24) }
je primer podgrupe simetriéne grupe S;. Ce oglis¢a kvadrata poimenujemo naravno z
1,2,3 in 4 v smeri urinega kazalca, vidimo, da elementi grupe G doloc¢ajo ravno vse
simetrije tega kvadrata. Imamo Stiri rotacije, prva je id, to je rotacija za 0°, potem
(1234), to je rotacija za 90° v smeri urinega kazalca, in (1432), kar je rotacija za 90° v
nasprotni smeri urinega kazalca, ter rotacija za 180°; to je element (13)(24). Poleg tega
kvadrat dopusca Se §tiri zrcaljenja preko osi simetrije in sicer (12)(34), (14)(23), (13) in
(24).

v

Slika 2: Simetrije kvadrata.

Posebne podgrupe simetriénih grup so diedrske grupe. Gre za grupe simetrij pravilnih
veckotnikov. Ker ima pravilni veckotnik z n stranicami 2n razliénih simetrij (n rotacij
in n zrcaljenj), ima pripadajoca diedrska grupa natanko 2n elementov. Ce je stevilo
stranic n pravilnega veckotnika liho, potem vsaka izmed n osi simetrije poteka skozi
sredisce stranice in njeno nasprotno oglisée. Ce pa je §tevilo stranic n sodo, potem
n

5 osi simetrij poteka skozi sredisci nasprotnih stranic, ostalih 7 osi simetrij pa skozi

nasprotni si oglisci.

Definicija 2.29. Diedrska grupa D, je podgrupa simetri¢ne grupe S,, generirana

z dvema elementoma p in 7, to je Dy, = (p,7), kjer je n > 21in p,7 € S,:
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pri—i+1,zaVie{l,2,...,n—1}in p(n) =1,
Tii—n—i,zaVie{l,2,...,n—1}.

Kot smo ze omenili, ima D,., natanko 2n elementov in glede na definicijo so to ravno:

n—1

id,p,p*,...p" T TR T

Torej je vsak element oblike 7/p7; kje je i € {0,1} in j € {0,1,...,n — 1}. Ker velja
7pT = p~ %, v kar se bo bralec zlahka preprical, je vsak element oblike 7p’ reda 2, saj
je it =TT = id.

7, diedrsko grupo smo se pravzaprav ze srecali pri zgledu grupe, ki predstavlja vse si-
metrije kvadrata. To je grupa z osmimi elementi, ki jo v obliki diedrske grupe zapisemo
kot Doy = {id, 7, 7p,7p* 7%, p, p*, p°}. Slika 3 prikazuje Se primer delovanja diedrske

grupe Ds.g na stop znak.

LOODOO0
DOOADOOD

Slika 3: Delovenje elementov diedrske grupe Da.g na stop znak [20].

2.1.3 Odseki

Definicija 2.30. Naj bo H podgrupa grupe G in g € G. Podmnozica, definirana kot
gH = {gh | h € H} grupe G, je levi odsek grupe G po podgrupi H, ki vsebuje element
g. Podmnozica Hg = {hg | h € H} grupe G je desni odsek grupe G po podgrupi H,

ki vsebuje element g.

Primer 2.31. Poisc¢imo vse leve odseke podgrupe 3Z v grupi Z.

0+3Z=1{..,-9,-6,-3,0,3,6,9,...},
1+3Z={...,—8-5-21,4,7,10,...},
2432 =1{...,-7,—-4,-1,2,5,8,11,.. }.

Ocitno je, da zgornji trije levi odseki pokrijejo celotno grupo Z, torej tvorijo particijo

grupe Z.
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Opomba 2.32. Podgrupa H abelske grupe G tvori isto particijo grupe G glede na leve
in desne odseke, saj velja gH = Hg za vsak g € G.

Trditev 2.33. Moc¢ posameznih odsekov grupe G po koncni podgrupi H je enaka moci
podgrupe H, torej velja |gH| = |H| = |Hg| za vsak g € G.

Definicija 2.34. Naj bo H podgrupa grupe G. Stevilo razli¢énih levih oziroma desnih
odsekov grupe G po podgrupi H imenujemo indeks podgrupe H v grupi G in ga

ozna¢imo z [G : H|.

Definicija 2.35. Podgrupa H grupe G je edinka, oznaka H < G, ¢e za poljuben
g € GveljagH = Hg.

Opomba 2.36. Ker so v abelski grupi vsi levi in desni odseki enaki, sledi, da so vse

podgrupe abelske grupe edinke.

Izrek, ki sledi, nam pomaga pri iskanju podgrup dane grupe. Izrek je plod slavnega
matematika Josepha-Louisa Lagrangea (1736 - 1813), katerega dela zasledimo skoraj
na vseh podrocjih matematike. Kot navaja [22], se je Lagrange namre¢ ukvarjal tako
z algebro, analizo in teorijo Stevil kot tudi z analiticno in nebesno mehaniko. Med
njegova pomembna dela sodi knjiga, v kateri je razvil teorijo, ki je danes poznana
pod imenom Lagrangeva mehanika. Ta izjemna knjiga slovi tudi po tem, da v njej ni
nobenih risb. Lagrange je bil namre¢ mnenja, da so njegove formule tako nazorne, da

skice enostavno niso potrebne.

Izrek 2.37. (Lagrangev izrek) Naj bo H podgrupa konéne grupe G. Potem red
podgrupe H deli red grupe G.

Posledica 2.38. Vsaka grupa prastevilske moci je ciklicna.

Dokaz. Naj bo G grupa prastevilske moci p in naj bo g element grupe G, ki ni enak
identiteti. Naj bo sedaj (g) ciklicna podgrupa grupe G, generirana z elementom g.
Podgrupa (g) vsebuje vsaj dva elementa, ¢ in e. Po Lagrangevem izreku mo¢ podgrupe
(g) deli moc grupe G. Torej sta edini moznosti |(g)| = 1, kar ne drzi, in |(g)| = p, torej
(g) = G in tako je grupa G cikli¢na. O

V tem razdelku si poglejmo Se en pomemben izrek, katerega avtor je francoski mate-
matik Avgustin Louis Cauchy (1789-1857). Glede na vir [4] je Cauchy ze kot mladenic
postal profesor na Politehnic¢ni Soli v Parizu. Njegovo glavno podrocje raziskovanja je
bila sicer analiza in teorija permutacijskih grup, a kljub temu je pisal skoraj o vsem.
Bil je tako plodovit pisec, da so uredniki ve¢jih francoskih revij celo postavili omeji-
tev stevila clankov, ki jih je lahko objavil. Kot odgovor na to pa je Cauchy preprical
urednika, s katerim sta bila v sorodu, da je zacel izdajati revijo, ki je vsebovala samo

njegove clanke.
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Izrek 2.39. (Cauchyjev izrek) Naj bo p prastevilo in naj bo G taka konéna grupa,

da p deli |G|. Potem ima G element reda p in posledicno tudi podgrupo te moéi.

2.1.4 Delovanje grupe na mnozici

Do sedaj smo ze videli kako lahko grupa na nek nac¢in deluje na razlicne objekte, na
primer grupa simetrij kvadrata na ta kvadrat. V tem podrazdelku pa bomo spoznali

formalno definicijo delovanja grupe na mnozici.

Definicija 2.40. Naj bo G grupa in X poljubna mnozica. Delovanje grupe G na

mnozici X je preslikava * : G x X — X, za katero velja

e exx=uxzavsak x € X,

o (g192) xx = g1 % (g2 *x) za vse x € X in vse g1, 92 € G.
Opomba 2.41. V nadaljevanju bomo namesto g * x pisali kar gzx.

Definicija 2.42. Delovanje grupe G na mnozici X je tranzitivno, ¢e za poljubna

x1,T9 € X obstaja tak g € G, da je gr; = xs.

Definicija 2.43. (povzeto po [?]) Delovanje grupe G na mnozici X je k-tranzitivno,
¢e za poljubni k-terici (z1, xa, ..., xk), (Y1, Y2, - - -, Yr) razlicnih elementov iz X obstaja

tak g € G, da je gx; = y;, za vse 1 < i < k.

Definicija 2.44. Naj grupa G deluje na mnozici X in naj bo x poljuben element
mnozice X. Mnozici G, = {g € G : gr = x} vseh elementov grupe G, ki element x

fiksirajo, recemo stabilizator elementa x v grupi G.

Trditev 2.45. Naj grupa G deluje na mnozici X. Potem je stabilizator G, podgrupa
grupe G.

Primer 2.46. Poglejmo si grupo vseh simetrij kvadrata, s katero smo se ze srecali, torej
G = {id, (1234), (1432), (13)(24), (12)(34), (14)(23), (13), (24) }, ki deluje na oglisca kva-
drata, katera ozna¢imo z 1,2, 3 in 4. Torej grupa G deluje na mnozici X = {1,2,3,4}.
Izberimo element 1 € X in poglejmo kateri so tisti elementi iz grupe G, ki element 1

fiksirajo. To sta ravno elementa id in (24). Stabilizator elementa 1 v grupi G je torej

G, = {id, (24)}.

Definicija 2.47. Naj grupa G deluje na mnozici X. Elementa x;, 2, sta v relaciji
1 ~ X9, Ce obstaja tak g € GG, da velja gr; = x9. Ekvivalenénim razredom relacije ~,
na katere razpade mnozica X, pravimo orbite delovanja grupe G na mnozici X in jih
oznacimo z Og(z) ={ye X;jz ~y} ={ye X,3g € G 3: gv =y} = {gz; g € G}.
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Opomba 2.48. Da je relacija ~ iz zgornje definicije res ekvivalencna relacija se je lahko

prepricati.

Opomba 2.49. Glede na definicijo je delovanje grupe G na mnozici X tranzitivno na-

tanko tedaj, ko je Og(x) = X za nek in posledi¢no vsak = € X.

Primer 2.50. Naj sedaj grupa H = {id, (12)(34)} deluje na mnozici oglis¢ kvadrata
X ={1,2,3,4}. Mnozica X razpade na dve orbiti in sicer na Oy (1) = {1,2} in na
On(3) = {3,4}.

Nadaljnje pojme in rezultate tega podrazdelka povzemam po [7].

Lema 2.51. Naj permutacijska grupa G deluje na mnozici X in naj bo Og(x) orbita
elementa x pri delovanju grupe G. Ce sta x1, x5 € O¢(x), je podmnoZica permutacij iz
G, ki preslikajo x1 v x4, levi odsek grupe G po podgrupi G,. In obratno, za poljuben

g € G vsi elementi levega odseka gG .., preslikajo x v isto tocko, namrec¢ v gz.

Dokaz. Ker grupa G deluje tranzitivno na mnozici Og(x), vsebuje G tak element g € G,
da velja gr; = x5. Naj bo sedaj h € G spet tak, da velja hzy = z5. Sledi hx; = gy,
oziroma g 'hx; = x;. To pomeni, da je g~'h € G,, in tako je h € gG,,. Posledi¢no

vsi elementi, ki preslikajo x; v x5 lezijo v istem odseku gG,, .

Dokazimo Se obrat. Dokazati moramo, da vsak element mnozice gG, preslika x v isto
tocko. Vsak element mnozice gG, ima obliko gh, kjer je h € G,. Ker je (gh)x =

g(hx) = gz, sledi, da vsi elementi mnozice gG, preslikajo x v gx. O]

Lema 2.52. (Lema o orbiti in stabilizatorju) Naj koncéna permutacijska grupa G

deluje na mnozici X in naj bo x € X poljuben. Potem velja
|G| = |G.[|Oc()].

Dokaz. Glede na lemo 2.51 vemo, da natanko |G| elementov grupe G preslika z v isto
tocko. Ker elementi grupe G preslikajo x v natanko |Og(x)| razliénih tock, res velja
G| = 1G:l|Oc(2)] - O

Definicija 2.53. Delovanje premutacijske grupe G na mnozici X je semiregularno,

¢e zgolj identiteta fiksira kak element mnozice X.
Lema o orbiti in stabilizatorju nas pripelje do naslednje trditve.

Trditev 2.54. Ce je delovanje grupe G na mnozici X semireqularno, potem velja

[Oc(2)] = |Gl

Definicija 2.55. Permutacijska grupa je regularna, e je semiregularna in tranzitivna.
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Ce grupa G deluje tranzitivno na mnozici X, potem je O¢g(z) = X. Ce je delovanje

grupe G Se semiregularno, sledi | X| = |G|. Naslednji rezultat je torej na dlani.

Trditev 2.56. Ce grupa G deluje regularno na mnoZici X, potem je |G| = | X]|.
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2.2 Teorija grafov

V vsakdanjem zivljenju naletimo na Stevilne primere, kjer si lahko za predstavitev situ-
acije pomagamo z grafi. Sociologi na primer uporabljajo grafe za ponazoritev druzbenih
odnosov, kemiki pa za predstavitev modelov molekul. Vsakokrat, ko vidimo zemljevid
relacij avtobusov ali letalskih destinacij, gre v resnici za graf. Za preucevanje taksnih
in podobnih primerov pa se moramo najprej seznaniti z osnovnimi pojmi, ki jih bomo
spoznali v tem razdelku. Vec¢ina definicij in rezultatov je povzeta po [7] in [17]. Kadar

temu ni tako, je ustrezen vir posebej naveden.

2.2.1 Graf in podgraf

Spoznali smo zZe, kako si grafe lahko predstavljamo. Sedaj si poglejmo Se njihovo

formalno definicijo.

Definicija 2.57. Naj bo V neprazna mnozica in E poljubna druzina dvoelementnih
podmnozic mnozice V. Paru I' = (V| E') pravimo graf na mnozici tock V = V(I') in

z mnozico povezav E = E(I).

Grafi so torej abstraktni kombinatori¢ni objekti, katere pa, kadar je to seveda mogoce,
lahko predstavimo tako, da za vsako tocko grafa nariSemo tocko v ravnini, povezave

pa prikazemo s ¢rtami, ki povezujejo povezane tocke.

Slika 4: Primer predstavitve grafa.

Definicija 2.58. Elemente mnozice E obi¢ajno namesto z {u, v} krajse ozna¢imo kar

z wv. Kadar je par tock uv element mnozice E, pravimo da sta tocki u in v sosednji

Na sliki 4 je predstavljen graf I' = (V, E), ki ima devet tock in sicer V(T") = {a, b, ¢, d, e, f,
g, h,i}, ter deset povezav, torej E(I') = {ab, ad, be, ce,de, ef, fg, fi, gh, hi}.
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Opomba 2.59. Nasa definicija grafa ne dopusca, da isti par tock povezuje vec¢ povezav
(vzporedne povezave) in moznosti, da je tocka povezana sama s seboj (zanka). Grafom,
ki tega ne dopuscajo, pravimo enostavni grafi. V nadaljevanju se bomo ukvarjali zgolj

z enostavnimi grafi, ki jim bomo na kratko rekli kar grafi.

Definicija 2.60. Podgraf grafa I' je graf I'y za katerega velja V(I'y) C V(I') in
E(T) C E(I"). Kadar velja V(I'y) = V(I'), pravimo, da je podgraf I'y vpeti podgraf
grafa I'. 'V primeru, ko sta dve tocki grafa I'y povezani natanko tedaj, ko sta povezani

v grafu I', pa podgrafu I'y pravimo inducirani podgraf grafa I'.

Slika 5: Levo vpeti podgraf I'y in desno inducirani podgraf I'y grafa I' iz slike 4.

Obstaja kar nekaj operacij, ki jih lahko delamo na grafih in tako dobimo nove grafe.
Najenostavnejsa operacija je unija grafov, ki jo dobimo tako, da naredimo graf, kate-

rega komponente so posamezni grafi. Pogosta operacija pa je tudi komplement grafa.

Definicija 2.61. Komplement grafa I' je graf ', ki ga dobimo iz grafa I' tako, da
ohranimo vse tocke, dve razliéni tocki pa sta povezani v I' natanko tedaj, ko nista

povezani v I'.

r r

Slika 6: Levo graf I', desno njegov komplement T'.

2.2.2 Stopnja tock

Definicija 2.62. Stopnja tocke u v grafu I je stevilo povezav, ki imajo tocko u za

svoje krajis¢e. Stopnjo tocke oznac¢imo z deg(u) ali d(u).
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Tockam stopnje 0 pravimo izolirane tocke, tockam stopnje 1 pa listi.

Graf na sliki 4 ima tocke a, b, c,d, g, h in 7 stopnje 2, tocki e in f pa sta stopnje 3.

Definicija 2.63. Graf je regularen, ¢e imajo vse njegove tocke isto stopnjo. Ce imajo

vse tocke grafa stopnjo r, pravimo, da je graf regularen stopnje r ali r-regularen.

Grafom, ki so 3-regularni, pravimo kubié¢ni grafi.

r=1 r=2 r=3 r=4

Slika 7: Nekaj primerov regularnih grafov.

2.2.3 Sprehodi

Definicija 2.64. Sprehod dolzine k v grafu I' je zaporedje k povezav grafa I' oblike:
UoU1, U1U2, U2U3, - - -, Up—1U-

Ta sprehod krajse zapisemo kot uguius ... u, in mu recemo sprehod od wug do uy. Ce

so vse tocke sprehoda razliéne, potem ta sprehod imenujemo pot.

Definicija 2.65. Obhod je sklenjen sprehod, kar pomeni, da se sprehod zacne in
konca v isti tocki, torej

UoU, U1U2, U2UZ, - . ., ULUQ-

Ce so v obhodu vse povezave in vse tocke, razen prve in zadnje, razlicne, potem pripa-

dajoci obhod imenujemo cikel v grafu.

Na grafu na sliki 4 je defghifec sprehod dolzine 8 od tocke d do tocke ¢, vendar to ni
pot, saj se tocki e in f ponovita dvakrat. Pot od tocke d do tocke ¢ pa je na primer

dec.

Definicija 2.66. Graf I' je povezan, ce obstaja pot med poljubnima dvema tockama

grafa I'. 'V nasprotnem primeru je graf nepovezan.

Spomnimo se sedaj grafov ['; in I'y s slike 5. Graf 'y je nepovezan, medtem ko je graf

I'y povezan.
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2.2.4 Osnovne druzine grafov

V tem razdelku si bomo ogledali nekatere druzine grafov, s katerimi se bomo v nada-

ljevanju veckrat srecali.

Definicija 2.67. Cikel na n > 3 tockah je graf C,, definiran z mnozico tock V(C,,) =
Zy, in mnozico povezav E(C,) = {u(u+1) | u € Z,}. Graf C, je 2-regularen z n

povezavami.

Cs C, Cs Cs

Slika 8: Cikli 03, 04, 05 in 06-

Definicija 2.68. Pot na n tockah je graf P,, definiran z mnozico tock V(P,) = Z,
in mnozico povezav E(P,) = {u(u+1) | v € {0,1,...,n — 2}}. Graf P, iman — 1

povezav in ga lahko dobimo iz cikla C), z odstranitvijo katerekoli povezave.

° *——o *—eo—o *—eo—0o—o *—o —o —o 9o

P, P, Ps P, Ps

Slika 9: Poti Pl, PQ, Pg, P4 in P5.

Definicija 2.69. Polni graf na n tockah je graf K,,, v katerem so vse tocke paroma
povezane, to je V(K,) = Z, in E(K,) = {w | u,v € Z,,u # v}. Polni graf K, je

(n — 1)-regularen in ima 3 - n- (n — 1) povezav.

Definicija 2.70. Prazni graf je graf brez povezav. Prazni graf na n tockah oznac¢imo

z N, in je O-regularen. N, je torej ravno komplement grafa K,,.

Definicija 2.71. Graf je dvodelen, ¢e lahko mnozico tock V(I') zapisemo kot dis-
junktno unijo dveh nepraznih podmnozic A, B C V(I'), tako da za vsako povezavo
wv € E(T) velja, da je ena od tock u,v vsebovana v mnozici A, druga pa v mnozici B.

Mnozici A in B imenujemo mnozici dvodelnega razbitja grafa I'.
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K, Ky Ky K, Ks

Slika 10: Polni graﬁ Kl, KQ, Kg, K4 in K5.

N1 NQ N3 N4 N5

Slika 11: Prazni grafi Ny, No, N3, Ny in N5.

Slika 12: Ponazoritev dvodelnega grafa.

Definicija 2.72. Polni dvodelni graf je dvodelni graf, kjer je vsaka tocka iz prve
mnozice dvodelnega razbitja povezana z vsemi tockami iz druge mnozice dvodelnega
razbitja. Ce je v prvi mnozici dvodelnega razbitja m tock, v drugi pa n, graf oznacimo
s K,n. Polni dvodelni graf K,,, ima m + n tock in m - n povezav. Grafom K,

pravimo tudi zvezde.

K1,4 K3,3 K2,3

Slika 13: Polni dvodelni grafi K14, K33 in Ka 3.
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2.2.5 Izomorfizem grafa

Podobno kot pri grupah se tudi pri grafih zgodi, da dva na videz popolnoma razlicna

grafa z matematicnega vidika predstavljata isti graf.

Definicija 2.73. Grafa I' in [ sta izomorfna, ¢e obstaja bijektivna preslikava ¢ :
V(') — V(I"), za katero velja uv € E(I") natanko tedaj, ko je p(u)p(v) € E(I'). V

tem primeru piSemo I' 2 I”. Preslikavi ¢ pravimo izomorfizem grafov iz I' v I".

a b'
a b c
f c
f e d e d
r r

Slika 14: Primer izomorfnih grafov.

Slika 15: Primer neizomorfnih grafov.

Grafa na sliki 14 sta izomorfna, saj obstaja bijektivna preslikava ¢ : V/(I') — V/(IV),
ki ohranja sosednost, namre¢ ¢(a) = a’, ¢(b) = ¢, p(c) =€, o(d) = f', p(e) = d' in
o(f) = b'. Pri preprostih grafih, kot sta to grafa s slike 14, iskanje izomorfizma ni tako
zahtevna naloga, v primerih, ko grafi niso tako enostavni, pa potrebujemo bolj izdelane
metode za preverjanje ali sta dva grafa izomorfna. Zato je v sploSnem lazje dokazati,
kdaj dva grafa nista izomorfna. Ker izomorfna grafa pravzaprav predstavljata en in

isti graf, se morata ujemati v vseh grafovskih lastnostih. Tako morata na primer imeti:
e Enako stevilo tock in povezav,
e tocke paroma istih stopenj,
e enako Stevilo ciklov dolocene dolzine,

e cnako Stevilo povezanih komponent.
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Primer neizomorfnih grafov je prikazan na sliki 15. Graf >’ namre¢ vsebuje 5-cikel,

graf ¥ pa ne.

2.2.6 Matrika sosednosti in lastne vrednosti

Matrika sosednosti je eden izmed nacinov podajanja grafa. Ta matrika nam namrec
pove, koliko tock graf vsebuje in katere tocke grafa so med seboj povezane. S tem nam

graf natanc¢no definira.

Definicija 2.74. Matrika sosednosti grafa I' z mnozico tock V(I') = {0,1,2,...,n—
1}, je n x n matrika A(I") = (a;;) z vrsticami in stolpci, ki jih indeksirajo tocke grafa
I' in za katero velja:
) 1, ce sta tocki grafa ¢ in j povezani
i = { 0, sicer

Ker imamo opraviti z enostavnimi grafi brez zank, ima matrika sosednosti na diagonali
same nicle in je simetric¢na.

Opomba 2.75. Ker za mnozico tock grafa vzamemo tocke od 0 do n — 1 je posledi¢no
prvi element matrike sosednosti oznacen kot agg in zato pravimo, da se matrika zacne

z vrstico oziroma stolpcem 0, zadnja vrstica oziroma stolpec matrike pa je n — 1.

Definicija 2.76. Karakteristi¢ni polinom matrike A je polinom ¢(A, ) = det(\ ] —
A). 7 ¢(T',\) oznac¢imo karakteristiéni polinom matrike sosednosti A(T") grafa T.
Stevilo \ je lastna vrednost grafa I' natanko tedaj, ko je A ni¢la karakteristi¢nega po-
linoma ¢(I",; \). Mnozici lastnih vrednosti grafa I' skupaj z njihovo kratnostjo pravimo

spekter grafa in jo oznacimo s Spect(I).

V samo ra¢unanje determinant in razcepljanje pripadajoc¢ih polinomov se na tem mestu

ne bomo spuscali, si pa bralec lahko o tem ve¢ prebere v knjigi [15].

Primer 2.77. Poglejmo si matriko sosednosti in spekter grafa Cy s slike 8.

010 1
1010
ACI=10 1 0 1
1010

-1 X -1 0
Cy, \) = det — A2\ —2)(\+2
sCN=det | "5 0T =X A=A +2)
-1 0 -1 A

Sledi, da je spekter grafa Spect(Cy) = {02,2, —2'}.
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3 TOCKOVNA
TRANZITIVNOST

V tem poglavju pricenjamo s Studijem simetrij grafov, pri ¢emer se bomo omejili pred-
vsem na grafe, ki imajo mmnozico tock prastevilske moci. Ugotovili bomo, da so v
primeru, ko grupa simetrij na tockah grafa deluje tranzitivno, ti grafi precej simetri¢ni
in da jim lahko dolo¢imo marsikatero lastnost. Ugotovitve tega poglavja so povzete po
¢lankih [2] in [13].

3.1 Avtomorfizem grafa

S pojmom izomorfizma grafa smo se ze srecali v 2. poglavju. Kadar izomorfizem slika

dani graf samega vase, izomorfizmu pravimo avtomorfizem grafa.

Definicija 3.1. Permutacijam mnozice tock danega grafa, ki ohranjajo sosednost, torej

izomorfizmom iz danega grafa vase, pravimo avtomorfizmi.

Trditev 3.2. MnoZica vseh avtomorfizmouv grafa I' tvori skupaj z operacijo kompozi-

tuma preslikav grupo.

Dokaz. Naj bosta «, f avtomorfizma grafa I'; to je o, 5 : V(I') — V(I') sta bijektivni
preslikavi, ki ohranjata sosednost. Ker je kompozitum bijektivnih preslikav prav tako
bijektivna preslikava, je kompozitum dveh avtomorfizmov, o 5 : V(I') — V(I),
bijektivna preslikava. Naj bosta u in v poljubni sosedni tocki grafa I'. Ker je
avtomorfizem grafa I', sta sosedni tudi tocki B(u) in 5(v), ker pa je tudi a avtomorfizem
grafa I', sta potem sosedni tudi tocki a(f(u)) = (aof)(u) in a(f(v)) = (aof)(v). Torej
tudi kompozitum « o 5 ohranja sosednost v grafu I'. To pomeni, da je kompozitum
dveh avtomorfizmov ponovno avtomorfizem. Ker je avtomorfizem bijekcija, za vsak
avtomorfizem « obstaja tudi enoli¢no dolocen inverz, to je o= : V(') — V(T), ki je
prav tako bijekcija. Naj bosta u in v poljubni tocki in oznac¢imo z = a~!(u) in y =
a1 (v). Ker je a avtomorfizem, sta x in y sosedni natanko tedaj, ko sta sosedni a(z) =
u in a(y) = v. Torej sta u in v sosedni natanko tedaj, ko sta sosedni a=*(u) in a~!(v)

1

in tako je tudi ™" avtomorfizem grafa I'. Seveda je mnozica avtomorfizmov grafa I’

neprazna, saj vsebuje vsaj identiteto. Od tod sledi, da mnozica vseh avtomorfizmov
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grafa tvori podgrupo simetri¢ne grupe S, kjer je n = |V(I')|. Torej je mnozica vseh

avtomorfizmov grafa I' skupaj z operacijo kompozituma preslikav res grupa. n

Definicija 3.3. Grupo iz zgornje trditve imenujemo grupa avtomorfizmov grafa I’

in jo oznacimo z Aut(I').

Spomnimo se grupe vseh simetrij kvadrata, to je G = {id, (13), (24), (12)(34), (13)(24),
(14)(23), (1234), (1432)}, za katero smo ze ugotovili, da je pravzaprav diedrska grupa
Ds.4. Namesto kvadrata lahko govorimo o grafu Cy in z nekaj razmisleka lahko ugo-
tovimo, da je grupa D4 ravno njegova grupa avtomorfizmov. Oc¢itno je, da imajo
pravzaprav vsi grafi cikli C), za grupo avtomorfizmov diedrsko grupo D,.,. Prav tako
je enostavno dolo¢iti grupo avtomorfizmov polnega grafa K, in praznega grafa N,,.
Ker grafa K, in N, vsebujeta vse oziroma nobene povezave, grupo avtomorfizmov
sestavljajo kar vse permutacije mnozice tock V(K,,) oziroma V(N,,), kar je ravno per-
mutacijska grupa S,. To, da imata grafa K, in N, isto grupo avtomorfizmov pa ni
nakljucje, saj sta si grafa komplementarna. Ker avtomorfizem grafa ohranja sosednost,
namre¢ pare povezanih tock preslika v pare povezanih tock, pare nepovezanih tock pa

v pare nepovezanih toc¢k. Ocitno torej velja naslednja trditev.
Trditev 3.4. Naj bo T graf z grupo avtomorfizmov Aut(T'). Potem velja Aut(T') =Aut(T).

V splosnem iskanje grupe avtomorfizmov grafa ni enostavna naloga in je obi¢ajno ne
znamo resiti kar za celotno obravnavano druzino grafov. Zato se pri iskanju grupe
avtomorfizmov omejimo na prav posebne skupine grafov. Mi se bomo omejili na tako

imenovane tockovno tranzitivne grafe, ki so prastevilskega reda.

3.2 Tockovno tranzitivni grafi

S pojmom tranzitivno delovanje smo se srecali ze v drugem poglavju. Prav tako pa smo
ugotovili, da je mnozica vseh avtomorfizmov grafa za operacijo komponiranja preslikav
grupa. Kadar ta deluje tranzitivno na mnozici tock grafa, pravimo, da je graf tockovno
tranzitiven. V nadaljevanju bomo razmislili kaj lahko povemo o tockovni tranzitivnosti
posameznih druzin grafov, predvsem pa nas bo ta lastnost zanimala pri prav posebni
druzini grafov, ki jo bomo spoznali v tem razdelku in sicer pri Cayleyjevih grafih,

predvsem pri posebni poddruzini Cayleyevih grafov, imenovanih cirkulanti.

Definicija 3.5. Graf I' je tockovno tranzitiven, ce njegova grupa avtomorfizmov
deluje tranzitivno na mnozici tock V(I'), to je, ¢e za vsak par tock u,v € V(I') obstaja

avtomorfizem ¢ grafa I', za katerega velja ¢(u) = v.

Osnovni pogoj za tockovno tranzitivnost grafa je regularnost grafa, o ¢emer govori tudi

naslednja trditev.
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Trditev 3.6. Vsak tockovno tranzitiven graf je reqularen.

Dokaz. Avtomorfizem grafa I' ohranja sosednost in zato lahko preslika tocko u € I' v
tocko v € I le, ¢e imata tocki isto stopnjo. Ker je graf tockovno tranzitiven, lahko
poljubno tocko tega grafa z avtomorfizmi preslikamo v poljubno drugo tocko, torej

imajo vse tocke grafa isto stopnjo, kar pomeni, da je graf res regularen. O

Razmislimo sedaj o tockovni tranzitivnosti posameznih druzin grafov, ki smo jih spo-
znali v 2. poglavju. Za zacetek ponovno vzemimo graf Cy. Ta je tockovno tranzitiven,
saj z uporabo permutacije (0123)%, za 1 < ¢ < 3, poljubno tocko slej ko prej presli-
kamo v katerokoli drugo tocko. Pravzaprav je enostavno videti, da so vsi grafi C,
tockovno tranzitivni, saj za ustrezni avtomorfizem vedno lahko uporabimo kar permu-
tacijo (0123...(n —1))", za 1 < i < n — 1. Prav tako je ocitno, da so vsi polni grafi
K, in prazni grafi N,, tockovno tranzitivni, saj je njihova grupa avtomorfizmov celotna
simetricna grupa S,. Graf P,, razen grafov P, in P, ni tockovno tranzitiven, saj ni
niti regularen. Pri obravnavanju tockovne tranzitivnosti polnih dvodelnih grafov K, ,
moramo te najprej razdeliti na dve mnozici in sicer na polne dvodelne grafe K,, ,,, kjer
je m # n, in na polne dvodelne grafe K, ,,, kjer je m = n, torej na grafe K, ,. Grafi
K, kjer je m # n, niso regularni in tako glede na trditev 3.6 tudi ne tockovno tran-
zitivni. Ravno obratno velja za grafe K, ,, ki so tockovno tranzitivni. Ce tocke prve
mnozice dvodelnega razbitja grafa K, , oznac¢imo naravno od 0 do n — 1, tocke druge
mnozice dvodelnega razbitja pa naravno od 0’ do (n — 1)’, hitro vidimo, da tudi v tem
primeru z uporabo avtomorfizmov (012...n —1)%(0'1'2 ... (n — 1)), za 1 <i<n-—1
in (00/)(11)...((n — 1)(n — 1)’), slej ko prej poljubno tocko preslikamo v katerokoli
drugo tocko.

Spoznajmo sedaj Se eno veliko druzino grafov, ki jo bomo preucevali v nadaljevanju. Ta
druzina je dobila ime po angleskem odvetniku in matematiku Arthurju Cayleyju (1821
- 1895). Kot navaja [18] je Cayley kar 14 let prezivel kot odvetnik, a je bil ves ta cas
dejaven tudi v matematiki. Se v ¢asu, ko je opravljal odvetniski poklic, je objavil okoli
250 matematic¢nih ¢lankov. Po njem se imenujejo tudi Cayleyjeva stevila in Cayleyjevi

oktonioni.

Definicija 3.7. Naj bo G kon¢na grupa in S C G \ {e} poljubna podmnozica grupe
G, ki je zaprta za inverze. Cayleyev graf I' = Cay(G; S) je graf, definiran z mnozico
tock V(I') = G in mnozico povezav E(T') = {uv | u='v € S}.

Definicija 3.8. Vzemimo cikli¢no grupo Z,. Naj bo S C Z, \ {0} poljubna pod-
mnozica, zaprta za (aditivne) inverze. Tedaj Cayleyev graf Cay(Z,;S) oznacimo s

Circ(n; S) in ga imenujemo cirkulant. Mnozici S pravimo povezavna mnozica.
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(14)(23)

(13) ‘ (24)

(12)(34)

Slika 16: Cayleyev graf Cay(S4; {(12), (1234), (1432)}).

Poglejmo si, ¢e lahko grafe, ki smo jih spoznali doslej, predstavimo kot cirkulante. Ci-
kel C,, je cirkulant reda n s povezavno mnozico S = {1,n—1}, C,, = Circ(n; {1,n—1})
(primer je graf Circ(6;{1,5}) na sliki 17). Prav tako sta polni graf K, in prazni graf
N,, cirkulanta na n tockah, ki imata povezavni mnozici oblike S = {1,2,...,n — 1}
oziroma S = (), torej K,, = Circ(n; {1,2,...,n—1}) in N,, = Circ(n; }) (primer je graf
Circ(4;{1,2,3}) na sliki 17). V druzino cirkulantnih grafov spadajo tudi polni dvo-
delni grafi, katerih mnozici dvodelnega razbitja imata enako moc, torej polni dvodelni
grafi oblike K, ,,. S pravilnim poimenovanjem tock ugotovimo, da so K, , cirkulan-
tni grafi reda 2n s povezavno mnozico oblike S = {1,3,5,...,2n — 1}, torej K,,,, =
Circ(2n;{1,3,5,...,2n — 1}) (primer je graf Circ(8;{1,3,5,7}) na sliki 17).

o1
0o 1 0 1 0
7 2 6 1
5 2
6 3 5 2
4 3 3 2 5 4 4 3
Circ(6; {1, 5}) Circ(4; {1, 2, 3}) Circ(8; {1, 3,5, 7}) Circ(7; {2, 3, 4, 5})

Slika 17: Primeri cirkulantov.

Zgolj kot zanimivost omenimo Se Mobiusov graf M,, =Circ(2n; {1,n,2n—1}), ki je prav

tako primer cirkulantnega grafa (primer je prikazan na sliki 18). Mdbiusov graf izhaja
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iz posebne ploskve imenovane Mobiusov trak (slika 19). Kot navaja [11] ima ta ploskev
nenavadne topoloske lastnosti, saj ima na primer le eno “stran” in en rob. Mobiusov
trak preprosto naredimo tako, da iz lista papirja izrezemo dolg trak. Vzamemo oba
konca, enega od njiju zavrtimo za 180°, nato ju zlepimo skupaj. Ce gremo s prstom
vzdolz traku bomo ugotovili, da prepotujemo ves trak in se ponovno vrnemo na zacetno

mesto. Ce sledimo robu, se nam zgodi enako.

Slika 18: Dve predstavitvi Mobiusovega grafa Mg.

Slika 19: Mébiusov trak [23].

Za vse te osnovne druzine grafov je bilo precej lahko videti, da so oziroma niso tockovno
tranzitivni. Nekoliko manj trivialen, a Se vedno dokaj preprost, je dokaz, da so prav-

zaprav tudi vsi Cayleyevi grafi, posledi¢no pa tudi cirkulanti, tockovno tranzitivni.
Izrek 3.9. Vsak Cayleyev graf Cay(G;S) je tockovno tranzitiven.

Dokaz. Za vsak g € G je preslikava oy : u — gu avtomorfizem grafa Cay(G;95), saj
velja

u~v & dseS:v=us & Is€S:gv=gus & gu~ gu.

Avtomorfizmi «, ze zadoscajo za tockovno tranzitivnost grafa Cay(G;.S), saj za kate-

rikoli tocki u,v € G avtomorfizem «,,—1 € G preslika u v v. O

Da so grafi C,,, K,,, N,, in K,,,, tockovno tranzitivni, torej sledi tudi iz dejstva, da so

to pravzaprav cirkulantni grafi.

V dokazu izreka 3.9 smo v resnici dokazali ve¢ kot trdi sam izrek. Mnozica vseh

preslikav «, tvori grupo G, ki je podgrupa grupe Aut(Cay(G; S)). Iz dejstva, da grupa
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G deluje tranzitivno na mnozico tock grafa Cay(G; S) in, da le element e € G fiksira

kaksno tocko, sledi naslednja lema.

Lema 3.10. Ce jeT' = Cay(G; S) Cayleyev graf, potem grupa Aut(Cay(G; S)) vsebuje

podgrupo, ki deluje reqularno na tocke grafa I in je izomorfna grupi G.

Velja tudi obrat leme 3.10. Avstrijski matematik Gert Sabidussi (1929 - ) je bil s
¢lankom [12] prvi, ki je opozoril na dejstvo, da je v primeru, ko grupa G deluje regularno

na tocke grafa I', graf I' Cayleyjev graf Cay(G; S) za primerno mnozico S.

Izrek 3.11. Ce grupa G deluje reqularno na tocke grafa T, potem je T' izomorfen

Cayleyjevemu grafu grupe G za primerno povezavno mnozico S.

Dokaz. Naj Aut(I') vsebuje regularno podgrupo G in izberimo poljubno tocko u €
V(T'). Ker grupa G na V(I') deluje regularno, za katerokoli tocko v € V(I') obstaja
enolicno dolocen element g, € G, tako da je v = g,u. Tocke grafa I' lahko brez skode
za splosnost preimenujemo tako, da vsako tocko v preimenujemo v g, kjer je v = g,u.
Naj bo S mnozica vseh tock grafa I', ki so povezane s tocko e. Ker je graf I" enostaven,
je ocitno, da e ¢ S. Dokazati moramo Se, da je mnozica S zaprta za inverze in da je
I' = Cay(G; S).

Naj bo s € S tak, da veljae ~ s. Kerje G < Aut(T'), je s™! € G, in zato je s te ~ 5715,

1 ~ e, od tod sledi, da je tudi s7! € S, in tako je S res zaprta za inverze. Naj

torej s~
bo sedaj g, ~ g,. Ker je g, € G in s tem tudi g;' € G, sledi, da je e ~ g;'g, in zato
99y € S. Obratno, naj bo s € S in naj bo g, poljubna tocka v I'. Ker je e ~ s, je

Juw ~ gus in tako je I' res Cayleyjev graf Cay(G; S). ]

V tem razdelku smo spoznali nekatere druzine tockovno tranzitivnih grafov, ki pa
predstavljajo le majhen delez v celotni druzini tockovno tranzitivnih grafov, saj je le ta
zelo obsirna. Spoznali smo, da so vsi Cayleyevi grafi tockovno tranzitivni, a Se zdalec¢
ne drzi obrat te trditve, torej, da je vsak tockovno tranzitiven graf Cayleyjev. Primer
taksnega grafa je Petersenov graf P, ki je prikazan na sliki 20. Pravzaprav se izkaze,
da je to najmanjsi tockovno tranzitiven graf, ki ni Cayleyjev. Tocke Petersenovega
grafa P; 5 lahko oznacimo z 2-podmnozicami {i, j} mnozice {1, 2, 3,4, 5}, pri ¢emer sta
dve tocki povezani, ¢e sta pripadajoci 2-podmnozici disjunktni. Za poljubni tocki {4, j }
in {k,l} obstaja premutacija (ik)(jl) € S5, ki tocko {3, j} preslika v tocko {k,l}, ¢e
i,j ¢ {k,l}. Na ta nac¢in lahko slej ko prej poljubno tocko preslikamo v katerokoli

drugo, kar pomeni, da je Petersenov graf P; o res tockovno tranzitiven.

Prepricajmo se Se, da Petersenov graf ni Cayleyev. Dokazimo to s protislovjem. Torej

naj bo Petersenov graf Cayleyev graf Cay(G;S). Ker ima Petersenov graf 10 tock in
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(1.2}

e e Ty
‘»‘«'

{2,3} {1,5}

Slika 20: Petersenov graf Ps o.

je 3-regularen, sledi, da je |G| = 10 in |S| = 3. Edini grupi reda 10 sta cikli¢na grupa
Zyp in diedrska grupa Ds.s.

1. Naj bo najprej G = Zyy. Ker je |[S| =3 in velja —S = 5, je S = {£s,5} za nek
s € {1,2,3,4}. Sledi, daje 0 ~ s,8 ~ s+5,5s+5 ~ 5,5 ~ 0 in tako dobimo 4-cikel
v tem Cayleyjevem grafu. Najmanjsi cikel Petersenovega grafa pa je 5-cikel, kar
pomeni, da G % Zjp.

2. Naj bo torej G = Ds.5. Podobno kot prej ugotovimo, da S vsebuje ali en element
reda 2 in dva, en drugemu inverzna, elementa reda 5, torej S = {7p%, p/, p7},
za 1 € {0,1,2,3,4} in j € {1,2}, ali pa S vsebuje 3 elemente reda 2, to je
S = {rp', 7p’, 7p"}, kjer so i, 7,k € {0,1,2,3,4} paroma razli¢ni.

2.1 Ceje S = {rp', pl,p77}, sledi, da je id ~ p, p/ ~ 7p' 3, 7p" 7 ~ 7p!, T ~
td, torej tudi v tem primeru dobimo 4-cikel, kar pomeni, da ta Cayleyjev

graf ni Petersenov.

2.2 Edina moznost, ki Se ostane je, da je S = {Tpi,ij,T,Ok}. V tem primeru
lahko naredimo razbitje elementov iz Do5 na slede¢ nacin {id, p, p?, p3, p*}
in {7, 7p, 7p* 7p3 7p*}. Hitro se lahko prepricamo, da je dobljeni graf dvo-

delen, vendar Petersenov graf ni dvodelen, saj vsebuje cikel dolzine 5.

Od tod sledi, da tudi G 2 D5, kar pomeni, da Petersenov graf res ni Cayleyev.

Opomba 3.12. Grupa avtomorfizmov grafa I' lahko deluje tudi 2-tranzitivno na mnozico
tock V(I'). To pomeni, da lahko katerikoli urejen par razliénih tock preslikamo v
katerikoli drug urejen par razlicnih tock. To je mogoce zgolj v primeru, ko ima graf ali
vse mozne povezave ali nobene, torej je graf poln ali prazen. To ugotovitev strnimo v
trditev, ki sledi.

Trditev 3.13. Naj bo T' graf reda n. Njegova grupa avtomorfizmov Aut(I') je 2-

tranzitivna natanko tedaj, ko je I' = K,, ali I' = N,,.
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3.3 Tockovno tranzitivni grafi prastevilskega reda

V prejsnjem razdelku smo spoznali, da je vsak Cayleyjev graf tockovno tranzitiven in
da ne velja, da je vsak tockovno tranzitiven graf Cayleyjev. To dejstvo se spremeni, ¢e

mnozico tock omejimo na prastevilsko moc.

Opomba 3.14. V nadaljevanju nas bo veCinoma zanimalo delovanje grupe avtomor-
fizmov Aut(I') grafa I" na mnozici tock V(I'). V tem primeru bomo zaradi lazjega

poimenovanja orbite O 4.1y (v) oznacevali zgolj z O.

Izrek 3.15. Povezan graf I' = (V, E) z mnoZico tock prastevilske moci p je tockovno

tranzitiven natanko tedaj, ko je I' cirkulant.

Dokaz.

(<) Ce je graf I cirkulant je po izreku 3.9 tockovno tranzitiven.

(=) Ce je graf T' = (V, E) tockovno tranzitiven, grupa avtomorfizmov Aut(I') na
mnozici tock V(') deluje tranzitivno in zato je dolzina edine orbite O enaka |V (I')| = p.
Po lemi o orbiti in stabilizatorju velja, da je |Aut(I")| = [Aut(I)o||O| = |[Aut(I")o] - p,
torej p deli |[Aut(T")|. Po Cauchyjevem izreku grupa Aut(I") premore podgrupo moci p,
ki pa je vedno ciklicna. Torej obstaja nek a € Aut(I') reda p, to je (a) = Z,. Ker a ni
identiteta in ker je prastevilskega reda, ima na mnozici moci p le eno orbito, ki je reda
p. Torej grupa (a) deluje tranzitivno na mnozici tock grafa I" in ker zgolj enota 0 € Z,
fiksira tocke grafa T', grupa (a) deluje regularno na tocke grafa I". Od tod sledi, da je

graf I' Cayleyjev graf z mnozico tock Z,, torej cirkulant. O

Opomba 3.16. V nadaljevanju bomo tockovno tranzitivnim grafom prastevilskega reda
na kratko rekli kar TTP grafi.

3.3.1 Izomorfnost TTP grafov

O izomorfizmu grafov smo nekaj spregovorili ze v drugem poglavju, ko smo spoznali
osnovne pojme teorije grafov. Ugotavljanje izomorfnosti grafov sicer ni enostavna na-
loga, a obstajajo druzine grafov, kjer je to vpraSanje precej preprosto. Sem spadajo
tudi TTP grafi.

Poglejmo si dva cirkulanta in sicer Circ(11;{£1,+2}) in Circ(11;{%1,£5}), prika-
zana na sliki 21. Sprva se zdi, da gre za dva bistveno razli¢cna grafa, a hitro ugoto-
vimo, da sta omenjena grafa izomorfna. Naj bodo i € {0,1,2,...,10} tocke grafa
Circ(11; {£1, £5}). Ce te preimenujemo tako, da vsako tocko i preslikamo v 2i, torej
i — 2i, dobimo ravno graf Circ(11;{£1, +2}).
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Slika 21: Izomorfna cirkulanta Circ(11;{+£1, £2}) in Circ(11; {£1, £5}).

O tem ali sta dva grafa izomorfna, veliko pove tudi matrika sosednosti in njene lastne
vrednosti. Lahko je videti, da dva grafa, ki imata razli¢cne lastne vrednosti, nista
izomorfma. Obrat pa v sploSnem ne velja. To pomeni, da obstajajo grafi, ki niso
izomorfni, vendar imajo iste lastne vrednosti, tak primer grafov je prikazan na sliki 22.

V primeru TTP grafov pa bomo ugotovili, da drzi tudi obrat.

Slika 22: Neizomorfna grafa z istim spektrom {03, —2, 2}.

V skladu s ¢lankom [13] matriko sosednosti cirkulantnih grafov imenujemo kar cirku-
lantna matrika. V tej matriki je vsaka vrstica po prvi zgolj cikliéna rotacija vrstice

nad njo. TakSna matrika ima obliko

Qoo ao1 ap2 ... Qo(n-—1)

ap(n—1) Qoo aopr ... Qo(n—2)

A= ap(n—2) Qao(n-1) @oo --- Go(n-3)
Qo1 ap2 Qo3 - .. Qoo

Ce tocke cirkulanta uredimo kar naravno od 0 do n— 1, je cirkulant natanko dolocen ze
s povezavami, ki gredo iz tocke 0 (povezave iz ostalih tock pa dobimo zgolj s cikli¢no ro-
tacijo povezav iz tocke 0). Torej je o¢itno res, da imajo cirkulanti za matriko sosednosti

kar cirkulantno matriko. Podajmo definicijo cirkulantne matrike se formalno.
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Definicija 3.17. (povzeto po [19]) Matrika A je cirkulantna matrika, ce velja a;; =

ao(j—i), za vse i, j, pri cemer indekse racunamo po modulu n.

Taksne matrike sta v ¢lanku [1] preucevala Ablow in Brenner in dokazala, da so lastne

vrednosti cirkulantnih matrik natanko

Ak = ago + agw® + ... + agp_ 1wt Y,
kjer je w primitivni n-ti koren enote, kar pomeni, da je w™ = 1, pri éemer je w’ # 1 za
i={1,2,3,...,n—1}.
[zomorfnost grafov in njihove matrike sosednosti povezuje lema, ki sledi. Za razume-

vanje le te si poglejmo Se definicijo prav posebne matrike.

Definicija 3.18. Naj bo m € S, poljubna permutacija. Permutacijska matrika P,
je nxn matrika, ki jo iz identitete dimenzije n xn dobimo tako, da stolpce permutiramo
v skladu s permutacijo w. Gre torej za matriko, katere element v i-ti vrstici in j-tem

stolpcu ima vrednost d.(;);, kjer je d Kroneckerjeva funkcija.

Spomnimo, da za Kroneckerjev § velja
1, i=j
Oij = -
0, i#]

Tako je na primer za permutacijo 7 = (032) € S, ustrezna permutacijska matrika enaka

Ploszz) =

S = O O
o O = O
= o O O
o O O

Vidimo, da so se stolpci enotske matrike v permutacijski matriki Fg32) zamenjali tako,
da je stolpec 0 enotske matrike postal stolpec 3 v matriki P3z), stolpec 2 je postal
stolpec 3, stolpec 3 je postal 0, stolpec 1 pa se je ohranil.

Premislimo, da oba opisa v zgornji definiciji res sovpadata. Edina enica v i-ti vrstici
enotske matrike je v i-tem stolpcu. Ce je P, matrika, ki jo iz identitete dobimo s
permutiranjem stolpcev glede na 7, potem je edina enica v ¢-ti vrstici matrike P, po
definiciji v 7(¢)-tem stolpcu, torej je (Pr);; = 1 natanko tedaj, ko je j = m(i). Torej

res velja

(P):; = { 1, ¢enm(i)=17

0, sicer
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Primer 3.19. Permutacijske matrike velikosti 3 x 3 so

Ker o¢itno velja P,PT = I, je P-' = P, 1z tega sledi, da je:

) 1, cem(j) =i
(Prhij = (P1)ij = (Pr)ji = { .
0, sicer
Poglejmo si sedaj lemo, ki povezuje izomorfnost grafov z doloceno lastnostjo pripa-

dajoc¢ih sosednostnih matrik.

Lema 3.20. Naj bosta T in TV izomorfna grafa. Tedaj obstaja taka permutacijska
matrika Py, da velja A(T) = P,A(T")P !,

Dokaz. Oznacimo tako tocke grafa I" kot tocke grafa IV z elementi mnozice Z,, kjer je n
red obeh grafov. Ker sta grafa I' in I izomorfna, obstaja nek izomorfizem 7 : I' — I",
ki ga lahko zapiSemo kot permutacijsko matriko Pr. Naj bo A = (a;;) matrika sosedno-

sti grafa I' in A" = (aj;) matrika sosednosti grafa I'". Dokazimo, da velja P A'P ' = A.

Iz zgornjih razmislekov sledi, da je P,A'P-1 = (a;(i)ﬂ(j)). Naprej za poljubna i in j

velja, da je
Un(iyr(s) = 1 =
7(i) ~7(j) v grafu IV <
1~ jvgrafu ' <—
a;; = 1.
Torej res velja P,A P! = A. O

Nekoliko bolj posploseno zvezo, kot v lemi 3.20, srecamo tudi v naslednji definiciji.

Definicija 3.21. Dve n x n matriki A in B sta si podobni, ¢e obstaja taka obrnljiva
matrika P, da velja A = PBP™!.

Opomba 3.22. Po lemi 3.20 sledi, da sta si matriki sosednosti dveh izomorfnih grafov

podobni.

Trditev 3.23. Ce sta si matriki A in B podobni, potem imata enaka karakteristicna

polinoma.
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Dokaz. S P ozna¢imo obrnljivo matriko, za katero je A = PBP~!. Od tod z uporabo
lastnosti determinante sledi
H(A,N) = det(M\ — A) = det(\] — PBP™)
= det(P(\ — B)P~ ') = det Pdet(\] — B)det(P™1)
= det(\ — B) = ¢(B, \).
O

Opomba 3.24. Po trditvi 3.23 imata izomorfna grafa enaka karakteristi¢na polinoma.

Direktno iz trditve 3.23 sledi posledica, katero bomo nekoliko kasneje uporabili pri

dokazovanju.

Posledica 3.25. Ce sta matriki A in B podobni, potem imata iste lastne vrednosti, pri

cemer 1majo posamezne lastne vrednosti v obeh matrikah tudi isto kratnost.

Opomba 3.26. Glede na posledico 3.25 imata izomorfna grafa iste lastne vrednosti.

Izreka, ki sledita, nam natanko dolocita, kdaj sta dva cirkulanta prastevilske moci

izomorina.

Izrek 3.27. Dva TTP grafal' = (V, E) in I" = (V' E') sta izomorfna natanko tedaj,

ko imata isti spekter.

Dokaz.

(=) Ce sta grafa I' in I izomorfna, po posledici 3.25 sledi, da imata njuni pripadajoci
matriki sosednosti A in A’ iste lastne vrednosti, pri ¢emer se ujemajo tudi kratnosti
posameznih lastnih vrednosti.

(<) Predpostavimo sedaj, da imata matriki sosednosti A in A" TTP grafov I" in T
iste lastne vrednosti z ujemajocimi se kratnostmi. Radi bi dokazali, da sta grafa '
in IV izomorfna. Po izreku 3.15 sta grafa I' in [ cirkulanta. Torej sta njuni matriki
sosednosti pravzaprav cirkulantni matriki z lastnimi vrednostmi A\, = agy + agiw® +
o Ag WY in N = aby + ahwt 4 ap, w22 0 < k < n. V nasem

primeru je n = |[V(I')| = p, ina; =02za 0 <i <p—1. V splosnem torej velja
)\0:a01+a02+...+(10p_1

2 -1
)\1 = Qg1W + QAW + ...+ Cbgp_lwp

)\p—l = aglwp_l + aong(p_l) + ...+ aop_lw(p_l)(p_l).

Ker je \; = agiw + agew? + . . . + ag,_1wP ™! lastna vrednost tako matrike A kot matrike
A’ obstaja nek k, 1 < k < p— 1, tako da velja

/ 1k 1, 2k k(p—1
A = Qorw” + apow™ + ...+ agp_ 1w =1 — \,.
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Zapisimo lastno vrednost A\; kot A\; = Z?;} agjw’ in lastno vrednost A, kot \, =

j
poljem racionalnih stevil, za koeficiente enacb velja ag; = ag(jx), kjer indekse racunamo

-1 . e . . . .
Z?Zl ap:w’*. Ker so, glede na [16], primitivni p-ti koreni enote linearno neodvisni nad

po modulu p. Radi bi videli, da je bijektivna preslikava ¢ : V' — V', podana kot
©(j") = jk, izomorfizem grafov IV in I". Ker sta grafa I" in I cirkulanta, je za dokaz, da
je ¢ izomorfizem, dovolj preveriti, da je (0/,j’) € E' natanko tedaj, ko je (0, jk) € E.
Velja, da je (0, j') € £’ natanko tedaj, ko je ag; = 1, kar pa je po zgornjem res natanko

tedaj, ko je ag(jr) = 1, torej natanko tedaj, ko je (0, jk) € E. O]

Na tem mestu vpeljimo Se definicijo ekvivalence povezavnih mnozic cirkulantov, ki nam

bo pomagala pri naslednjih ugotovitvah.

Definicija 3.28. Naj bosta I' in I cirkulanta reda n, S in S’ pa naj bosta njuni
pripadajo¢i povezavni mnozici. Pravimo, da je povezavna mnozica S ekvivalenta

povezavni mnozici S’, oznaka S ~ S’ ¢e obstaja tak element g € Z, da je ¢S = 5.

Naslednji izrek velja za celotno druzino cirkulantnih grafov. Pove nam, da sta cirku-
lanta, ki imata ekvivalentni povezavni mnozici, izomorfna. Kot bomo kmalu videli,

obrat izreka v splosnem ne velja.

Izrek 3.29. Naj bosta T in I cirkulanta istega reda. Ce sta njuni povezavni mnoZici

S in S" ekvivalentni, sta cirkulanta T' in T izomorfna.

Dokaz. Naj velja S ~ S'. Potem obstaja tak element g € Z, da je ¢S = S’. Oznacimo
tocke cirkulantov z 0 do p—1 na obic¢ajen nac¢in in pokazimo, da je preslikava ¢ : 7 — ¢z
izomorfizem grafa I' v graf I''. Preslikava ¢ je bijekcija iz Z,, sama vase, saj je ¢ € Z
obrnljiv. Naj bo (u,v) € E(I'). Po definiciji cirkulantnega grafa sledi, da je v —u € S.
Preslikava ¢ preslika tocki w in v v qu in qu in res velja (qu,qu) € E(IV), saj je

qu —qu = q(v —u) € ¢S = 5. Torej res velja I' = T". ]

Pokazimo sedaj, da v primeru, ko se omejimo na cirkulante prastevilskega reda, velja
tudi obrat izreka 3.29.

Izrek 3.30. Naj bosta T in IV cirkulanta istega prastevilskega reda. Cirkulanta T' in T

sta izomorfna natanko tedaj, ko sta pripadajoci povezavni mnozici S in S’ ekvivalentni.

Dokaz.

(<) Ta implikacija sledi po izreku 3.29.

(=) Dokazimo sedaj, da v primeru, ko mnozici S in S” nista ekvivalentni, tudi grafa
[ in I” nista izomorfna. Po izreku 3.27 je dovolj dokazati, da so lastne vrednosti

pripadajoc¢ih matrik sosednosti A(I") in A(I") razlicne. Naj bo ag = (0, ao1, - . ., Go(p-1))
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prva vrstica matrike A(I') in naj bo ay = (0, apy, - - . , ag(,_;)) prva vrstica matrike A(I").
Naj bo

)\1 = Ao1W + a02w2 + ...+ Cbgp_lwp_l
lastna vrednost matrike A(I"). Lastne vrednosti matrike A(I") so
Ap = apw® + agw®™ + .+ af, WP a0 <k <p-1.

Ker so w* primitivni p-ti koreni enote, ki pa so linearno neodvisni nad poljem racional-
nih Stevil, je, kot v dokazu izreka 3.27, lastna vrednost ) matrike A(I"”) enaka lastni

vrednosti A; matrike A(I") samo, ¢e je
ag; = aogry za vse 0 < j <p—1.

Ker je S ={j € Zn apj =1} in S"={j € Z, : ay; = 1} sledi, da je A}, = \; natanko
tedaj, ko je S’ = kS. Ker pa smo predpostavili, da S in S’ nista ekvivalentni, pomeni

da je Ay # A, za vsak k. Torej I' in I res nista izomorfna. ]

Problem izomorfizma cirkulantov je leta 1967 sprozil madzarski matematik Andras
Adém, ki je domneval, da izrek 3.30 drzi kar za celotno druzino cirkulantnih grafov.
Dokazali smo, da sta v splosnem dva cirkulanta I' in I, ki imata pripadajoci povezavni
mnozici S in S’ ekvivalentni, izomorfna, vendar obrat te trditve ne velja. Na sliki 23
je primer dveh cirkulantov Circ(16; {£1,£2,4+7}) in Circ(16;{£2,+3, £5}), katerih

povezavni mnozici nista ekvivalentni, vendar med njima obstaja izomorfizem ¢ : Z5 —

ZIG, ki slika
) 1, ¢e 1 sod
p(i) =9 o
1+4, ceq lih
S tako imenovano Addmovo domnevo se je ve¢ desetletij ukvarjalo mnogo matematikov.
Danes vemo, da domneva drzi le za cirkulante to¢no doloc¢enih redov. Tako na primer

izrek 3.30 velja celo za cirkulante, katerih red ni deljiv s kvadratom nobenega prastevila.

Vendar pa je dokaz tega dejstva precej zapleten in presega okvire tega magistrskega

dela.

3.3.2 Prestevanje TTP grafov

V prejsnjem razdelku smo ugotovili, da si lahko pri stetju izomorfnostnih razredov
TTP grafov pomagamo s stetjem povezavnih mnozic, ki niso ekvivalentne. S tako ime-
novanim prestevanjem se je kar nekaj casa ukvarjal tudi Arthur Cayley. Kot pravi [17]
je Cayley leta 1875 Britanski zvezi predstavil ¢lanek, v katerem je opisal metodo, s
katero lahko, vsaj naceloma, dolo¢imo stevilo alkanov z danim stevilom ogljikovih ato-

mov. Cayleyjeve metode pa so bile precej okorne in neprakticne, in skoraj 50 let je
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Slika 23: Izomorfna cirkulanta Circ(16;{£1, £2,£7}) levo in Circ(16; {£2,+3,45}) desno.

minilo, preden je prislo do pomembnih novih dosezkov, ko je madzarski matematik
George Polya (1887 - 1985) podal ucinkovit postopek, ki ga lahko uporabimo za naloge
prestevanja, pri katerih je potrebno upostevati kaksne simetrije. Ta pristop je bil Se
posebno uspesen pri nalogah v zvezi s prestevanjem grafov in molekul. Definicije in

rezultati tega poglavja so povzeti po [13] in [14].

Najprej si poglejmo definicijo tako imenovanega ciklicnega indeksa, s pomocjo kate-
rega bomo kasneje ugotovili natanéno stevilo neizomorfnostnih razredov cirkulantov

dolocenega reda.

Definicija 3.31. Naj grupa G deluje na mnozici N moci n. Vzemimo poljuben element
g€ Ginski(g),i € {1,...n}, oznacimo stevilo orbit grupe (g) dolzine i. Ce je § permu-
tacija mnozice N, porojena z delovanjem elementa g, tedaj k;(g) ustreza Stevilu ciklov
dolzine i v ciklicnem zapisu permutacije g. Zato n-terici (k1(g), k2(g), - - ., ka(g)) recemo
cikli¢na struktura elementa g. Elementu g € G s cikli¢no strukturo (ky, ko, ..., k)
lahko priredimo element z,(z, . .., z,) = x§' 25 - - - 2% ki mu pravimo cikliéni indeks

permutacije ali monom z,. Polinomu

1
Zg(xl,...,xn):@z:zg

geG

pa pravimo cikli¢ni indeks delovanja grupe G.

Trditev 3.32. Ciklicni indeks, ciklicne grupe G reda n, je polinom

Zolor, - ea) = = 3 old) wa)"
din

kjer je p(d) Eulerjeva ¢ funkcija, ki nam pove Stevilo generatorjev grupe Zg.

Dokaz. Ciklicna grupa G reda n je generirana s permutacijo (01...n —1). Po trditvi

2.21 za vsak deljitelj d stevila n obstaja natanko ena pogrupa grupe G, ki je reda d,
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ta je po trditvi 2.19 prav tako ciklicna in zato generirana z elementom reda d, katerih
je ravno ¢(d). To pomeni, da vsota ciklicnega indeksa ciklicne grupe tece ravno cez
vse deljitelje d stevila n. Element reda d ciklicne grupe reda n v obliki permutacije
zapiSemo kot kompozitum n/d disjunktnih ciklov dolzine d. Od tod sledi, da imamo
v grupi reda n toéno ¢(d) elementov sestavljenih iz n/d ciklov dolzine d, kar torej k

ciklicnemu indeksu prispeva ravno o(d)(zq)™/®. O

Naslednji izrek nam poda zvezo med ciklicnim indeksom in Stevilom neekvivalentnih
barvanj s predpisanim Stevilom objektov dane barve. Pri tem so z izrazom neekvi-

valentna barvanja misljena bistveno razlicna barvanja glede na delovanje pripadajoce

grupe.

Izrek 3.33. (izrek Redfielda in Pdlya) Naj grupa G deluje na mnozici N mocin

in naj bo B = {cy,...,c} poljubna mnoZica moéi b. Definirajmo polinom

Plty, ... ty) = Za(So0_ t, S0 12, 30 1),

Tedaj je koeficient v polinomu P pri monomu t77t5% - - - ;" enak Stevilu paroma neek-
viwalentnih barvany mnoZice N z barvami iz B, pri katerih je ay; elementov barve ¢; za
vse 1 < i <b.

Ce v polinomu P(ty,...,t) vsak t1, ..., t, zamenjamo z vrednostjo 1, dobimo spodnjo
posledico izreka Redfielda in Pélya. Ta nam poda tocno stevilo izomorfnostnih razredov

barvanj mnozice N z b barvami.

Posledica 3.34. Stevilo barvanj mnozice N z b barvami, do ekvivalence glede na delova-

nje grupe G, je enako vrednosti ciklicnega indeksa Zg(xq,...,2,) prizy = ... =z, = b.

Ugotovitve tega razdelka prenesimo sedaj na naso nalogo o prestevanju neizomorfno-

stnih razredov cirkulantov prastevilskega reda.

Graf na n tockah dobimo na tak nacin, da pobarvamo povezave grafa K, z dvema bar-
vama, recimo ¢rno in belo. Pri tem to barvanje interpretiramo tako, da je dobljeni graf
doloGen s ¢rnimi povezavami. Stevilo vseh barvanj, brez upostevanja izomorfizmov, je
torej enako Stevilu 2". Na sliki 24 so prikazana vsa mozna barvanja povezav za grafe
reda 3. Vendar vidimo, da nam vsa barvanja, ki vsebujejo natanko eno belo povezavo,
dajo paroma izomorfne grafe, saj vse dobimo zgolj z rotacijo enega. Prav tako so pa-
roma izomorfni vsi grafi, ki jih dobimo iz barvanj z natanko eno ¢rno povezavo. To
pomeni, da z upostevanjem izomorfizmov, dobimo natanko stiri bistveno razli¢na bar-
vanja polnega grafa K3, prikazana na sliki 25, in zato lahko govorimo o stirih razlicnih
izomorfnostnih razredih grafov reda 3. Kot smo ze ugotovili, stevilo izomorfnostnih ra-

zredov dobimo s pomocjo ciklicnega indeksa in posledice izreka Redfielda in Pdlya. Ker
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je tokrat dovolj upostevati zgolj rotacijske simetrije, moramo dolociti cikli¢ni indeks

ciklicne grupe Zs. Ta je po trditvi 3.32 enak

()0 p(3) - a8) = 5o + 22,

Wl =

1 3
Zz4(21, 29, 3) = 3 Z@(d)@d)d =
dj3
Po posledici izreka Redfielda in Pdlya moramo v cikliéni indeks namesto vrednosti
X1, T9, 3 vstaviti Stevilo barv, kar je v nasem primeru 2. Dobljena vrednost nam pri
tem pove tocno stevilo izomorfnostnih razredov. Ker je torej Zz,(2,2,2) = 4, imamo

res ravno Stiri razli¢ne izomorfnostne razrede grafov reda 3.

Slika 24: Vsa mozna barvanja povezav polnega grafa K3 z dvema barvama.

ANYA T

Slika 25: Vsa mozna barvanja povezav grafa K3 z upoStevanjem izomorfizmov.

Ker nas zanima stevilo izomorfnostnih razredov cirkulantov prastevilskega reda p, je
pri tem potrebno upostevati tudi to, da je povezavna mnozica S zaprta za inverze,
torej za vsak s € 9, sledi, da je tudi —s € S. To pomeni, da je graf natanko doloc¢en
ze s p%l elementi mnozice S. Iz slike 25 vidimo, da sta edini mozni barvanji povezav
cirkulantov reda 3 prvo in zadnje barvanje, kateri predstavljata ravno polni oziroma
prazni graf. Pri dolo¢anju cikli¢nega indeksa cirkulantov reda p je torej treba dolociti
Stevilo ekvivalencnih razredov za podmnozice S C Zj, za katere je S = —S. V resnici
nas torej zanimajo podmnozice kvocientne grupe Z:/{—1} reda £}, katero oznacimo
s H,. Grupo simetrij nam v tem primeru doloc¢a kar grupa H, sama, saj sta dve
taksni podmnozici ekvivalentni ravno, ko je S = hS, za nek h € H,. Cikli¢ni indeks
cirkulantov reda p je torej enak

-1

1 o
Zu,(T1,...,Tm) = EZg&(d)(md)m/d, kjer je m:pT.
dlm
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V primeru doloc¢anja izomorfnostnih razredov cirkulantov prastevilskega reda p, je torej

polinom iz izreka Redfielda in Pélya definiran kot

P(t17t2):ZG(Zz lt“Zz 1 z?"'vzzg 1 1) ZG(t1+t27t2+t "'7t71n+tgl>7

pri ¢emer so s ¢; misljene bele povezave (ki pomeni, da pripadajoce povezave ni), s to
pa ¢rne povezave (oziroma povezava je). Kot pravi izrek, nam koeficient v polinomu
P pri monomu t7't5* pove stevilo neekvivalenih barvanj mnozice povezav z dvema
barvama, pri ¢emer nam stopnja «; poda polovico Stevila povezav bele barve, as pa
polovico Stevila povezav ¢rne barve iz posamezne tocke danega cirkulanta reda p. To
pomeni, da je cirkulant reda p ravno stopnje 2y oziroma, da povezavna mnozica S
vsebuje 2ay razlicnih elementov. Torej nam koeficient pri monomu ¢7"t5* pove stevilo
izomorfnostnih razredov cirkulantov reda p, ki so stopnje 2ais. Pa si napisano poglejmo
kar na konkretnem primeru. Ker je cikliéni indeks cirkulantov reda 3 enak Zpy,(x1) =
x1, je polinom iz izreka Redfielda in Pélya enak P(ty,t) = Zy,(t1 +t2) = t1 + 1 =
1-t1-49+1-49-¢5. Clen 1-£}-t) nam pove, da imamo en izomorfnostni razred cirkulantov le
s povezavami bele barve oziroma brez povezav, to je ravno prazen graf N, ¢len 1-¢9 -t
pa nam pove, da imamo en izomorfnosti razred cirkulantov le s povezavami ¢rne barve,
katerih je iz posamezne tocke ravno 2 - 1 = 2, kar pomeni, da v tem primeru dobimo
ravno polni graf K3. Ker t; predstavlja “nepovezave”, nas torej v resnici zanima le
potenca pri ts, torej lahko v polinomu P(t1,t2) namesto ¢; piSemo 1, namesto ¢, pa x in
tako nam bo koeficient pred * podal ravno stevilo izomorfnostnih razredov cirkulantov
reda p in stopnje 2k. Za cirkulante reda 3 tako dobimo, da je P(1,z) = 14z in na tak
nacin lazje razberemo Stevilo izomorfnostnih razredov za posamezno stopnjo. Tudi s
slike 25 je oc¢itno, da sta mozni barvanji povezav cirkulantov reda 3 le prvo in zadnje
barvanje in, da pri tem dobimo ravno prazni oziroma polni graf. V splosnem nas torej

za cirkulantne grafe reda p zanima polinom

P(l,z) =Zpg,(1+z,1+2% ..., 1+2™).
Opomba 3.35. Polinom P(1, z) imenujemo rodovna funkcija za stevilo izomorfnostnih
razredov cirkulantov reda p.
Dolocimo sedaj ciklicni indeks, Stevilo izomorfnostnih razredov cirkulantov in pripa-
dajoco rodovno funkcijo za prvih nekaj prastevilskih redov p. Ker smo za prastevilsko
vrednost 3 ze razmislili, bomo zgled zaceli s prastevilsko vrednostjo 5. Na koncu po-

drazdelka bomo podali Se tabelo, v kateri je zapisano stevilo izomorfnostnih razredov

cirkulantov Se za nekaj nadaljnjih prastevilskih redov.

Za cirkulante praétevilskega reda p = 5, Circ(5; 5), je pripadajoci cikli¢ni indeks enak

2
Z(oa,w) = 5 30 p(@) ()t = - (p(1) -+ p(2) - 2d) =
d|2

1
5@% + z3).

l\DI»—t



Saksida M. Simetrije cirkulantnih grafov.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2014 38

Ker je Zy,(2,2) = %(22 +2) = 3, imamo tri razli¢ne izomorfnostne razrede cirkulantov

reda 5. Kako je s posameznimi izomorfnostnimi razredi, nam poda rodovna funkcija
2 1 2 2 2
ZH5(1+.9:,1—|—.93):§((1—|—$) +(1+2%)=1+z+2"

Ta pravi, da imamo en izomorfnostni razred cirkulantov stopnje 0, torej S = ) (to je
prazen graf Nj), en izomorfnostni razred cirkulantov stopnje 2 - 1, torej |S| = 2, in en

izomorfnostni razred cirkulantov stopnje 2 - 2, torej |S| = 4 (to je polni graf K3).

Cirkulant reda 5 in stopnje 2 je cikel Cs, ki se lahko predstavi kot Circ(5; {£1}) ali kot
Circ(5; {£2}) (slika 26). Povezavni mnozici teh dveh cirkulantov sta po izreku 3.30
ekvivalentni in od tod sledi, da sta Circ(5;{£1}) in Circ(5; {£2}) izomorfna, kar se

ujema z dejstvom, da je v rodovni funkciji koeficient pred x enak 1.

Circ(5; {+/-1}) Circ(5; {+/-2})

Slika 26: Izomorfnostni razred cirkulantov reda 5 in stopnje 2.

Podobno imamo za cirkulante prastevilskega reda p = 7, Circ(7;.5), pripadajoéi ci-

kli¢éni indeks enak

1 3
(21,02, 73) = 3 Z‘P(d)(xd)g =
d|3

(1) 2t + 0(3) ) = 5 (o + 22

Wl

Ker je Zp,(2,2,2) = 5(2° +4) = 4, imamo §tiri razlitne izomorfnostne razrede cirku-

lantov reda 7. Funkcija
1
Zm(1+z, 1+ 2% 1+ 2% = §((1+ac)3+2(1+ac2)) =1+z+a2°+2°

nam pove, da imamo en izomorfnostni razred cirkulantov stopnje 0, torej S =0 (to je
prazen graf N;), en izomorfnostni razred cirkulantov stopnje 2 - 1, torej |S| = 2 (to je
cikel C7, ki se ga lahko predstavi kot Cire(7; {£1}) ali Cire(7; {£2}) ali Cire(7;{£3}),
glej sliko 27), en izomorfnostni razred cirkulantov stopnje 2 - 2, torej |S| = 4, in en

izomorfnostni razred cirkulantov stopnje 2 - 3, torej |S| = 6 (to je polni graf K7).

Cirkulant reda 7 in stopnje 4 dobimo tako, da pois¢emo vse mozne povezavne mnozice

modi 4. Stevilo razliénih povezavnih mnozic moci 4 je (g): 3. Brez skode za splosnost
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Circ(7; {+/-1}) Circ(7; {+/-2}) Circ(7; {+/-3})

Slika 27: Izomorfnostni razred cirkulantov reda 7 in stopnje 2.

si za zacetek izberimo cirkulant Cire(7; {£1, £2}). Po izreku 3.30 bo ta izomorfen tudi
cirkulantoma s povezavno mnozico 2-{+1, £2} = {£2,+3} in 3-{£1, £2} = {£3, +1}.
S tem dobimo natanko tri razlicne moznosti cirkulantov reda 7 in stopnje 4, ti pa so

paroma izomorfni. Torej imamo do izomorfizma natancno res le en cirkulant reda 7 in
stopnje 4 (slika 28).

Circ(7; {+/-2, +/-3}) Cire(7; {+/-1, +/-3}) Circ(7; {+/-1, +/-2})

Slika 28: Izomorfnostni razred cirkulantov reda 7 in stopnje 4.

Preden nadaljujemo razmislimo o posameznih izomorfnostnih razredih cirkulantov pra-
stevilskega reda. Vedno imamo prazen in poln graf, in ta dva grafa sta med seboj kom-
plementarna. Cirkulant s stopnjo tock 2 je vedno cikel (spomnimo, da tu obravnavamo
le cirkulante prastevilskega reda), ne glede na izbrano povezavno mnozico, torej tudi
cirkulanti s stopnjo tock 2 spadajo v en izomorfnostni razred. Komplementi cirku-
lantov s stopnjo tock 2 so cirkulanti s stopnjo tock p — 3, kar pomeni, da prav tako
ti cirkulanti spadajo v en izomorfnostni razred. Ce pogledamo izomorfnostne razrede

cirkulantov reda 7, res vidimo, da se komplementno dopolnjujejo (slika 29).

komplementa
—~

Zy=m 1+ x+ 52+ %3
v
komplementa

Slika 29: Komplementno dopolnjevanje izomorfnostnih razredov.

Preverimo ugotovitve Se za cirkulante reda p = 11, Circ(11;S). Tu je pripadajoci
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cikliéni indeks enak

1 5 1 1
Zugn(rar . 25) = 5 32 Q) () = £ - (o) 0]+ (5) 1) = +(a] + 4,
dls
torej imamo Zg,,(2,...,2) = £(2°+8) = 8 razli¢nih izomorfnostnih razredov. Funkcija

1
Za, (W42, 1422 1425 :g((1+x)5+4(1—|—x5)) =1+x+22% +22% +2* +2°

pravi, da imamo en izomorfnostni razred cirkulantov stopnje 0, torej prazen graf Ny,
in en izomorfnostni razred cirkulantov stopnje 10, kar je komplement praznega grafa,
torej poln graf K. Kot smo Ze ugotovili imamo vedno tudi en izomorfnostni razred
cirkulantov stopnje 2, to je cikel C}q, prikazan na sliki 30, njegov komplement pa je
cirkulant stopnje 8. Vsi cirkulanti stopnje 8 prav tako spadajo v en izomorfnostni

razred, prikazan na sliki 31.

Circ(11; {+/-1}) Circ(11; {+/-2})

Circ(11; {+/-3}) Circ(11; {+/-4}) Circ(11; {+/-5})

Slika 30: Izomorfnostni razred cirkulantov reda 11 in stopnje 2.

Za cirkulante stopnje 4 imamo dva izomorfnostna razreda, prav tako za cirkulante sto-
pnje 6, saj so ti cirkulanti zgolj komplementi cirkulantov stopnje 4. Pois¢imo torej
le dva izomorfnostna razreda cirkulantov stopnje 4. Ti cirkulanti imajo torej pove-

zavno mnozico moci 4. Stevilo razliénih kombinacij za povezavno mnozico je (g): 10.



Saksida M. Simetrije cirkulantnih grafov.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2014 41

XY <

\
‘.7‘ »‘-‘q “.’/
ps Eeszl
V.rp".wvvv

DNIZNZg

Circ(11; {+/-2, +/-3, +/-4, +/-5}) Circ(11; {#/-1, +/-3, +/-4, +/-5})

AN

S—)

RS
P TN
ANV

‘.‘"‘:"'l:'}‘—
VR
<URAZ

>

N

Circ(11; {+/-1, +/-2, +/-4, +/-5}) Circ(11; {+/-1, +/-2, +/-3, +/-5}) Circ(11; {+/-1, +/-2, +/-3, +/-4})

Slika 31: Izomorfnostni razred cirkulantov reda 11 in stopnje 8.

Izberimo najprej cirkulant Circ(11; {#1, +2}). Ta je po izreku 3.30 izomorfen cirkulan-
tom Circ(11; {£2, £4}), Circ(11;{£3, £5}), Circ(11; {£3, £4}) in Circ(11; {£1, £5}).
Torej teh pet cirkulantov spada v en izomorfnostni razred. Ostane nam Se pet cir-
kulanov iz drugega izomorfnostnega razreda. Brez skode za splosnost vzemimo polju-
ben cirkulant, ki ga ni v prvem razredu, na primer Circ(11; {2, £3}). Ta cirkulant
je izomorfen cirkulantom Circ(11; {#4, £5}), Circ(11;{+£2, £5}), Circ(11; {£1,£3})
in Circ(11;{£1, £4}) in teh pet cirkulantov spada v drug izomorfnostni razred. Na
sliki 32 je prikazan po en cirkulant iz vsakega izomorfnostnega razreda. Zlahka se
prepricamo, da cirkulanta na sliki 32 nista izomorfna. Cirkulant Circ(11;{£1, +2})
namre¢ vsebuje 3-cikel, cirkulant Circ(11; {42, £3}) pa ne.

S komplementom teh dveh izomorfnostnih razredov dobimo ravno dva izomorfnostna

razreda cirkulanov stopnje 6 (slika 33).

Na slikah 34 in 35 imamo predstavljene izomorfnostne razrede cirkulantov reda p =
13, za posamezno stopnjo (ustrezna rodovna funkcija je zapisana v spodnji tabeli 1).
Poleg prikazanih razredov imamo Se razred s polnim grafom K3, razred s praznim
grafom N3, razred s cikli Ci3, ter razred s komplementi ciklov C3 in tri razrede s

komplementi cirkulantov prikazanih na sliki 34.
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Circ(11; {+/-1, +/-2})= Circ(11; {+/-2, +/-3})=
Circ(11; {+/-2, +/-4})= Circ(11; {+/-4, +/-5})=
Circ(11; {+/-3, +/-5})= Circ(11; {+/-2, +/-5})=
Circ(11; {+/-3, +/-4})= Circ(11; {+/-1, +/-3})=
Circ(11; {+/-1, +/-5}) Circ(11; {+/-1, +/-4})

Slika 32: Dva izomorfnostna razreda cirkulantov reda 11 in stopnje 4.

Circ(11; {+/-3, +/-4, +/-5))= Circ(11; {#/-1, +/-4, +/-5))=
Circ(11; {+/-1, +/-3, +/-5})= Circ(11; {+/-1, +/-2, +/-3})=
Circ(11; {+/-1, +/-2, +/-4})= Circ(11; {#/-1, +/-2, +/-4})=
Circ(11; {+/-1, +/-2, +/-5})= Circ(11; {+/-2, +/-3, +/-5})=
Circ(11; {+/-2, +/-3, +/-4}) Circ(11; {+/-2, +/-3, +/-5})

Slika 33: Dva izomorfnostna razreda cirkulantov reda 11 in stopnje 6.

Circ(13; {+/-1,+/-2}
Circ(13; {+/-2,+/-4}
Circ(13; {+/-3,+/-6}
Circ(13; {+/-4,+/-5}
Circ(13; {+/-3,+/-5}
Circ(13; {+/-1,+/-6}

sRusBusRuSS N

Circ(13; {+/-1,+/-3})
Circ(13; {+/-2,+/-6})
Circ(13; {+/-3,+/-4})
Circ(13; {+/-1,+/-4})
Circ(13; {+/-2,+/-5})
Circ(13; {+/-5,+/-6})

Circ(13; {+/-2,+/-3})
Circ(13; {+/-4,+/-6})
Circ(13; {+/-1,+/-5})

Slika 34: Trije izomorfnostni razredi cirkulantov reda 13 in stopnje 4.
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Circ(13; {+/-1,+/-2, +/-3}) Circ(13; {+/-1,+/-2, +/-4}) Circ(13; {+/-1,+/-2, +/-5}) Circ(13; {+/-1,+/-3, +/-4})
Circ(13; {+/-1,+/-4, +/-5}) Circ(13; {+/-1,+/-2, +/-6}) Circ(13; {+/-1,+/-3, +/-5}) Circ(13; {+/-2,+/-5, +/-6})
Circ(13; {+/-1,+/-5, +/-6}) Circ(13; {+/-1,+/-3, +/-6}) Circ(13; {+/-1,+/-4, +/-6})
Circ(13; {+/-2,+/-4, +/-6}) Circ(13; {+/-2,+/-4, +/-5}) Circ(13; {+/-2,+/-3, +/-4})
Circ(13; {+/-2,+/-3, +/-5}) Circ(13; {+/-3,+/-4, +/-5}) Circ(13; {+/-2,+/-3, +/-6})
Circ(13; {+/-3,+/-4, +/-6}) Circ(13; {+/-3,+/-5, +/-6}) Circ(13; {+/-4,+/-5, +/-6})

Slika 35: Stirje izomorfnostni razredi cirkulantov reda 13 in stopnje 6.

Kot smo ugotovili, iskanje izomorfnostnih razredov cirkulantov prastevilskega reda ni
zahtevna naloga. Cim najdemo rodovno funkcijo, nam ta pravzaprav pove vse o obliki
in Stevilu posameznih izomorfnostnih razredov. Z izrekom 3.30 pa najdemo vse cirku-
lante v posameznem razredu. V tabeli 1 je povzeto Stevilo izomorfnostnih razredov,

zapisane pa so tudi pripadajoce rodovne funkcije, za prvih nekaj prastevilskih redov.

Tabela 1: Stevilo izomorfnostnih razredov cirkulantov in pripadajoce rodovne funkcije za

prvih nekaj prastevilskih redov.

Prastevilo St. izomorinostnih Rodovna funkcija
razredov
2 1+2x
3 142422
4 142 +22+23
11 8 1424222+ 223 + 2 + 25
13 14 14+ 322 + 423 4+ 32* + 25 + 2
17 36 14z 4 42 + 72% + 102* + 72° 4 425 + 27 + 28
19 60 1+ 2+ 422 + 1023 + 142* + 142° + 1025 + 427 + 28 + 2°
23 188 1+ + 522 + 1523 + 302* + 4225 + 422° + 3027 + 152% +
529 4 210 4+ 211
29 1182 14z + 722 +2623 + 732* + 14325 + 21725 + 24627 + 21728 +
1432° 4+ 73210 + 262 4 72'2 + 213 4 214
31 2192 142+ 722 + 3123 + 912 4 20125 + 33525 4 42927 + 4292° +
33529 + 201210 4+ 912! + 31212 + 7213 4 214 + 210
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3.3.3 Grupa avtomorfizmov TTP grafov

Poleg tega, da znamo za cirkulante prastevilskega reda natanc¢no poiskati njihove ra-
zrede izomorfnosti, znamo natanéno dolociti tudi njihovo grupo avtomorfizmov. V tem
podrazdelku si bomo pogledali pomemben izrek in njegovi dve posledici. Dejstva so

povzeta po clanku [2].
Definirajmo najprej preslikave, ki jih bomo v nadaljevanju veckrat omenjali.

Naj bosta a € Z; in b € Z,. Tedaj je preslikava T;,; : Z,, — Z,, definirana s predpisom
x +— ar + b, za vsak x € Z,,.
Definicija 3.36. Preslikavi T, pravimo afina linearna transformacija.

Z AGL(1,p) pa ozna¢imo mnozico vseh afinih linearnih transformacij na Z,, to je
AGL(1L,p)={Tup : a € Z;, b € Z,}. Pokazimo, da je mnozica AGL(1,p) grupa za

operacijo komponiranja preslikav.
Trditev 3.37. Mnozica AGL(1,p) je za operacijo komponiranja preslikav grupa.

Dokaz. Najprej preverimo zaprtost operacije. Vzemimo dve preslikavi 15,5 :  — ax+0b
in Teq @ @+ cx +d, kjer sta a,c € Zy in b,d € Z,. Kompozitum preslikav slika po
predpisu (Tpp0 T a)(x) = Top(Tea(z)) = a(Tpa(x)) + b = a(cx +d) + b = acx + ad + b,
torej Tpp 0 Teg : @ +— acx + (ad +b). Ker je ac € Zy in ad + b € Zy, sledi Typ0 T g =
Tucadrs € AGL(1,p), torej je operacija res notranja. Asociativnost sledi iz dejstva, da
je komponiranje preslikav asociativna operacija. Identiteta je ocitno T}y, kar pa nas
po zgornjem racunu pripelje do tega, da je inverz T;bl =T,-1 _q-1, € AGL(1,p). Torej
je AGL(1,p) res grupa. ]

Definicija 3.38. Grupi AGL(1,p) pravimo afina linearna grupa.

Izrek 3.39. (Burnside-ov izrek, povzeto po [5]) Ce grupa G deluje tranzitivno na
mnoZzici prastevilskega reda p, potem je G 2-tranzitivna ali pa obstaja podgrupa H < Z,
da je

G={T,p:a€ HbeZ,} <AGL(1,p).

Zaradi obseznosti in kompleksnosti dokaza Burnside-ovega izreka dokaza tu ne bomo
navajali. Vseeno pa preverimo, da je K = {T,; : a € H < Z;,b € Z,} res podgrupa
grupe AGL(1,p). Po izreku 2.10 je dovolj preveriti sledece:

1. Zaprtost: T, 0Teq = Theadry € K, saj zaradi a,c € H, velja tudi ac € H.

2. Ker je 1 € H, je nevtralni element grupe AGL(1,p), torej 1 o, vsebovan v K.
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3. Ker za vsak T,;, € AGL(1,p) velja Ta’b1 = T,-1_4-15 in ker za vsak a € H velja,
da je tudi ™' € H, sledi, da za vsak T,; € K velja, da je tudi T(;bl e K.

Izrek 3.40. Naj bo I' cirkulant reda p s povezavno mnozico S.

1. Ceje S=10 ali S =7, potem je Aut(T) = S,.

2. Sicer je Aut(T') = {T,p : a € H,b € Zy,}, kjer je H najvecja podgrupa grupe 7,
tako da je S unija odsekov grupe Z, po podgrupi H.

Dokaz. Ce je S = ( ali S = Zy, potem je I' prazni oziroma polni graf in je grupa
avtomorfizmov Aut(I') res kar S,. Naj bo torej § C S C Z;. Ker I' ni polni oziroma
prazni graf, grupa avtomorfizmov Aut(I") ni 2-tranzitivna in zato je po Burnside-ovem
izreku izomorfna grupi {7, : @ € H,b € Z,} za ustrezno podgrupo H < Z,. Po
definiciji velja, da je 0 ~ s za vse s € S. Stabilizator tocke 0 je Aut(I')g = {T,0:0a €
H}, kar pomeni, da za vsak s € S velja, da je Aut(I')o(s) = Hs C S in tako je S unija
seg Hs. Naj bo sedaj K < Zj poljubna
taka podgrupa, da velja S = (J,.4 K's. Radi bi dokazali, da je za vsak k € K res T}, €
Aut(T). Ker je S = (J,cq Ks in ker je k € K, sledi, da je ks € S za vse s € S. Ker je
r~x+sVse Ssledi, daje tudi kz ~ kx + ks, torej je res Ty o € Aut(I'). Od tod
sledi, da je K < H in izrek je dokazan. O

odsekov grupe Z; po podgrupi H, torej S = U

Posledica 3.41. Naj bo T cirkulant reda p s povezavno mnozico S. Ce je D(p—1,|S|) =
2, potem je Aut(I') diedrska grupa Ds., reda 2p.

Dokaz. Ker velja D(p — 1,|S]) = 2 mora biti ) C S C Zj (razen v primeru, ko je
p = 3 in S = {£1}, takrat je Aut(l') = S5 = Dsy3). Po izreku 3.40 sledi, da je
Aut(l') = {Top : a € H,b € Zp}, kjer je H najvecja podgrupa grupe Z;, tako da
je S unija odsekov po H. Ker je D(p — 1,|S|) = 2 in ker je S unija odsekov po
H, pomeni, da je |H| = 2. Podgrupa reda 2 grupe Z; je H = {1,—1} in od tod
sledi, da je Aut(I') = {7, : @ € {1,-1},b € Z,}. Ocitno gre v tem primeru ravno
za diedrsko grupo Ds.,, pri cemer elementi oblike 77, predstavljajo rotacije, elementi

T, pa zrcaljenja. [l

Primer 3.42. Naj bo I' = Cire(13;{£1,£5}). Ker velja D(12,4) = 4, ne moremo
uporabiti posledice 3.41, ampak moramo po izreku 3.40 poiskati tako najvecjo podgrupo
H grupe Zj,, da lahko povezavno mnozico zapisemo kot unijo odsekov po podgrupi H.
Ker je grupa Zj; = (2) ciklicna in ker je |Z},| = 12, po trditvi 2.21 obstaja natanko po
ena podgrupa vsakega izmed redov 1,2, 3,4,6 in 12. Ker je |S| = 4 so edine moznosti
moci podgrupe H 2 ali 4. Podgrupa reda 2 je {1, 12}, podgrupa reda 4 je {1,5,8,12}.
Vidimo, da se mnozico S da zapisati kar kot podgrupo reda 4. Torej je nasa iskana
podgrupa H enaka {1,5,8,12}, grupa avtomorfizmov pa je enaka Aut(I') = {T,, : a €
{1,5,8,12},b € Zy3}.
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Primer 3.43. Naj bo sedaj I' = Clirc(13; {£1, £2, 43, +4, £5}. Ker je D(12,10) = 2,

sledi, da je grupa avtomorfizmov tega cirkulanta kar diedrska grupa Ds.13.

Doloc¢imo sedaj grupe avtomorfizmov cirkulantov majhnega prastevilskega reda za vsak
izomorfnostni razred. Ker imajo vsi izomorfni grafi isto grupo avtomorfizmov, bomo za
vsak razred vzeli po enega predstavnika. Ker pa ima po trditvi 3.4 komplement grafa

p—1

isto grupo avtomorfizmov kot dani graf, je dovolj pogledati le grafe stopnje najvec &

Za prastevilsko vrednost p = 3 obstajata zgolj prazni in polni graf in oba imata za
grupo avtomorfizmov kar simetricno grupo S3. V nadaljevanju bomo spustili primere,

kjer je |S| =0 ali |S| = p — 1, saj je grupa avtomorfizmov vedno S,,.

Pri p =5 je za |\S| = 2 po posledici 3.41 grupa avtomorfizmov Ds.5 (kar je sicer precej
o¢itno, saj gre za cikel C5). Prav tako bomo v nadaljevanju spustili primere, kjer je
|S| = 2 oziroma |S| = p — 3 (cirkulanta s povezavno mnozico 2 in p — 3 sta med seboj

komplementarna), saj je v tem primeru grupa avtomorfizmov vedno Ds.,,.
Za prastevilsko vrednost p = 7 imamo zgolj primere, ki smo jih navedli zgoraj.

Za p = 11 je v primeru, ko je |S| = 4, oziroma za komplemente pri |S| = 6, grupa

avtomorfizmov, zaradi posledice 3.41, enaka Ds.q;.

Na nekoliko bolj zanimive primere prvi¢ naletimo pri prastevilski vrednosti p = 13.
Pri |S| = 4 je D(12,4) = 4 in ne moremo kar privzeti, da je grupa avtomorfizmov
diedrska grupa. Kot smo pokazali v prejsSnjem podrazdelku, imamo v tem primeru
tri izomorfnostne razrede cirkulantov. Iz vsakega od razredov vzemimo po enega
predstavnika in preverimo kaksna je grupa avtomorfizmov. Glede na to, da smo
v zgornjem primeru ze dolocili vse podgrupe grupe Zj,, po izreku 3.39 sledi, da je
Aut(Cire(13; {£1,£2})) = Aut(Circ(13; {£1,4+3})) = {TLp : a € {1,12},b € Zy3} =
Dy in Aut(Cire(13;{£1,+5})) = {Tup : a € {1,5,8,12},b € Zy3}. V primeru, ko
je |S| = 8, gre zgolj za komplemente grafov z |S| = 4, zato imajo isto grupo avto-
morfizmov. Preverimo Se grupo avtomorfizmov cirkulantov s povezavno mnozico moci
6. Ker imamo v tem primeru 4 izomorfnostne razrede, ponovno iz vsakega razreda
vzemimo zgolj po enega predstavnika in dobimo, da je Aut(Circ(13;{£1,£2,4+3})) =
Aut(Circ(13; {£1, £2,+4})) = Aut(Cire(13; {£1,£2,£5})) = {1, : a € {1,12},b €
Zy3} = Doqs in Aut(Cire(13; {£1,£3,+4})) = {T,p : a € {1,3,4,9,10,12},b € Zy3}.

V tem poglavju smo se natancneje spoznali s cirkulanti prastevilskega reda. Ugotovili

smo kdaj sta dva taka grafa izomorfna in kaksna je njihova grupa avtomorfizmov. Prav
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tako smo dokazali, da so vsi cirkulanti tockovno tranzitivni. V naslednjem poglavju se

bomo posvetili Se vprasanju tako imenovane lo¢ne tranzitivnosti cirkulantov.
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4 LOCNA IN POVEZAVNA
TRANZITIVNOST

V prejsnjem poglavju smo se srecali s tockovno tranzitivnostjo. Spoznali smo, da je
graf tockovno tranzitiven, ¢e grupa avtomorfizmov deluje tranzitivno na mnozici tock
grafa. Mnozica tock grafa pa ni edini objekt na katerem lahko opazujemo delovanje
grupe avtomorfizmov. Le ta lahko deluje tudi na mnozici povezav in na mnozici lokov,
pri cemer lok predstavlja urejeni par povezanih tock. Kadar je katero od teh dveh
delovanj grupe avtomorfizmov tranzitivno pravimo, da je graf povezavno oziroma lo¢no
tranzitiven. Vprasanje tovrstne tranzitivnosti pri cirkulantnih grafih bo glavna tema
tega poglavja. Definicije in rezultati tega poglavja so povzeti po [7], zadnji podrazdelek

pa po ¢lanku [9].

4.1 Povezavno tranzitivni grafi

Podajmo najprej formalno definicijo povezavne tranzitivnosti.

Definicija 4.1. Graf ' je povezavno tranzitiven, ¢e njegova grupa avtomorfizmov
deluje tranzitivno na povezave grafa E(I'). To pomeni, da za katerikoli dve povezavi

e1, 69 € E(I) grafa I obstaja avtomorfizem grafa I', ki preslika e; v es.

Slika 36: Primeri razliénih vrst tranzitivnosti.

Za cikle C), smo ze ugotovili, da so tockovno tranzitivni, zlahka pa se tudi prepri¢amo,
da so povezavno tranzitivni, saj z avtomorfizmom (01...(n — 1)) poljubno povezavo
slej, ko prej preslikamo v poljubno drugo povezavo. Sicer pa v splosnem ne drzi, da

so kar vsi tockovno tranzitivni grafi tudi povezavno tranzitivni. Graf je namre¢ lahko
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le tockovno tranzitiven ali le povezavno tranzitiven, lahko je oboje ali pa ni ne eno ne

drugo.
Na sliki 36 imamo primere treh grafov z razlicnimi vrstami tranzitivnosti.

Prvi graf je tockovno tranzitiven. Ce tocke, ki lezijo na zunanjem ciklu grafa, na-
ravno oznac¢imo od 0 do 5, tocke, ki lezijo na notranjem ciklu grafa, pa naravno od
0’ do ', vidimo, da lahko z avtomorfizmoma (012345)"(0'1'2'3'4'5')!, za 1 < i < 5, in
(00")(117)(22")(33")(44")(55"), slej, ko prej poljubno tocko preslikamo v katerokoli drugo
tocko. Omenjeni graf pa ni povezavno tranzitiven, saj zunanja in notranja povezava
6-cikla lezita na enem 4-ciklu, prec¢na povezava pa na dveh 4-ciklih. To pomeni, da ne

moremo zamenjati zunanje oziroma notranje povezave s precno.

Drugi graf je primer grafa, ki ni tockovno tranzitiven, je pa povezavno tranzitiven. Graf
K53 ni regularen, kar Ze takoj pomeni, da ni tockovno tranzitiven. Je pa povezavno
tranzitiven. Vsaka povezava ima eno tocko v prvi mnozici dvodelnega razbitja, drugo
pa v drugi. Vsaka premutacija, ki ohranja ti dve mnozici toc¢k in s tem tudi mnozico
povezav, je simetrija grafa K, 3. Pravzaprav so vsi polni dvodelni grafi K, ,, za katere
je m # n, povezavno tranzitivni in niso tockovno tranzitivni. Grupa avtomorfizmov
ima na mnozici tock natanko dve orbiti, ki sovpadata z mnozicama dvodelnega razbitja.
Iz tega primera tudi vidimo, da regularnost ni potreben pogoj za povezavno tranzitiv-
nost, kot je to za tockovno. Je pa veliko tezje najti regularne grafe, ki so povezavno
tranzitivni in niso tockovno tranzitivni. Takim grafom pravimo semisimetri¢ni grafi.

Glede na [10] je najmanjsi tak graf reda 20 in se imenuje Folkmanov graf (slika 37).

Slika 37: Folkmanov graf.

Tretji graf s slike 36 je primer grafa, ki ni niti toc¢kovno niti povezavno tranzitiven. Graf
ni regularen, torej ni tockovno tranzitiven. Povezave tega grafa, ki imajo za krajisce

sredinsko tocko se razlikujejo od povezav, ki za krajisce te tocke nimajo, saj prve lezijo
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na dveh 3-ciklih, druge pa le na enem 3-ciklu. To pomeni, da ta graf ni niti povezavno

tranzitiven.

Ugotovili smo, da sta tockovna in povezavna tranzitivnost na nek nacin neodvisni
ena od druge. Nekoliko drugace je z naslednjo vrsto tranzitivnosti imenovano lo¢na

tranzitivnost.

4.2 Loc¢no tranzitivni grafi

Ponovno najprej podajmo kar formalno definicijo lo¢ne tranzitivnosti.

Definicija 4.2. Graf I' je lo¢no tranzitiven, ce njegova grupa avtomorfizmov deluje
tranzitivno na loke grafa. To pomeni, da za katerakoli para povezanih tock wu; ~
V1, Uy ~ Uy, Za Ui, Ug, U1, vy € V(I'), obstaja avtomorfizem o € Aut(I'), za katerega
velja a(uy) = ug in a(vy) = v9, in obstaja avtomorfizem S € Aut(T'), za katerega velja

B(ur) = vy in B(vy) = us.

Primer lo¢no tranzitivnega grafa je cikel Cy, saj lahko z avtomorfizmoma (0123) in
(01)(24) slej ko prej poljuben lok preslikamo v katerikoli drug lok. Pravzaprav so vsi ci-
kli C), lo¢no tranzitivni. Grupa avtomorfizmov ciklov C,, je diedrska grupa Ds., = (p, T)
in ravno avtomorfizma p in 7 nam poljuben lok preslikata v katerikoli drug lok. Avto-
morfizem p poljubno povezavo preslika v poljubno drugo povezavo, avtomorfizem 7 pa
poljubno povezavo obrne. Ocitno je tudi, da so vsi polni grafi K,, in prazni grafi N,

lo¢no tranzitivni, saj je njihova grupa avtomorfizmov simetri¢na grupa S,,.

Izkaze se, da je locna tranzitivnost strozja lastnost od tockovne in povezavne tranzitiv-
nosti, saj pri povezanih grafih ta ostali dve vrsti tranzitivnosti implicira. To pomeni,
da graf, ki ni tockovno ali povezavno tranzitiven, ni niti loé¢no tranzitiven. To dejstvo

nam pove, da pravzaprav nobeden izmed grafov na sliki 36 ni lo¢no tranzitiven.

Trditev 4.3. Vsak povezan locno tranzitiven graf je tudi tockovno in tudi povezavno

tranzitiven.

Dokaz. Naj bo povezan graf I' lo¢no tranzitiven. Da iz loéne tranzitivnosti sledi po-
vezavha tranzitivnost je o¢itno, zato dokazimo le, da iz loéne tranzitivnosti sledi tudi
tockovna tranzitivnost. Naj bosta u,v poljubni tocki grafa I', to je u,v € V(I'). Naj
bo sedaj (u, z), za z € V(I'), poljuben lok s krajis¢em v tocki u in (v, w), za w € V(I),
poljuben lok s krajiscem v tocki v. Ker je graf I" lotno tranzitiven, obstaja a € Aut(T),
ki preslika lok (u, z) v lok (v,w). Od tod sledi, da « preslika tudi tocko u v tocko v in

ker sta bili » in v poljubni tocki grafa I, je le ta res tockovno tranzitiven. O]
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Obrat trditve 4.3 v splosnem ne velja. Obstajajo namre¢ povezani grafi, ki so tockovno
in povezavno tranzitivni, a niso lo¢no tranzitivni. Takim grafom pravimo poltran-
zitivni grafi. Glede na [8] je najmanjsi primer poltranzitivnega grafa Doyle-Holtov
graf, ki je reda 27 (slika 38).

Slika 38: Doyle-Holtov graf.

Za grafe, ki jim znamo dolociti njihovo grupo avtomorfizmov, znamo seveda dolociti
tudi ali so lo¢no tranzitivni. V splosnem pa je dolocitev grupe avtomorfizmov danega
grafa in dolocitev ali je graf loéno tranzitiven izjemno zahtevna naloga. Lema, ki
sledi, v primeru tockovno tranzitivnih grafov povezuje locno tranzitivnost in delovanje

stabilizatorja tocke na njene sosede.

Lema 4.4. Tockovno tranzitiven graf I' je locno tranzitiven natanko tedaj, ko stabili-

zator Aut(I'), poljubne tocke v € T' deluje tranzitivno na mnoZico sosedov tocke v.

Dokaz.

(=) Naj bo graf I" lo¢no tranzitiven. To med drugim pomeni, da za katerakoli dva
soseda vy in vy tocke v obstaja avtomorfizem o € Aut(I'), ki preslika lok (v,v;) v lok
(v,v9). Ker a tocko v fiksira je a € Aut(I'),. Ker sta vy in vy poljubni sosedi tocke v,
Aut(T"), res deluje tranzitivno na mnozico sosedov tocke v.

(<) Naj sedaj Aut(I'), deluje tranzitivno na mnozici sosedov tocke v in naj bosta
(ug,v1) in (ug,v2) poljubna loka grafa I'. Ker je graf I tockovno tranzitiven obstaja
nek oy € Aut(T), ki preslika uy v v, torej a;(u;) = v in nek as € Aut(T), ki preslika us
v v, torej as(ug) = v. To pa pomeni, da sta tocki aq(v1) in as(ve) sosedi tocke v. Ker po
predpostavki Aut(I"), deluje tranzitivno na mnozici sosedov tocke v, obstaja nek o’ €
Aut(T),, ki preslika tocko aq(v1) v tocko as(vs), tocko v pa fiksira, torej o/(a;(vy)) =
as(vz) in o' (v) = v. Od tod sledi, da je a;'a/ar(ur,v1) = ay'(o/(ay(u,v1))) =
ay (! (v, a1(v1))) = oy (v, (ay(v1))) = ay (v, aa(v2)) = (ug,vs), kar pomeni, da je

I res lo¢no tranzitiven graf. O
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Pri lo¢ni tranzitivnosti nas zanima tranzitivnost delovanja grupe avtomorfizmov na
mnozico urejenih parov povezanih tock, ta pojem pa zlahka posplosimo na tranzitiv-
nost delovanja grupe avtomorfizmov na zaporedja zaporedno povezanih tock. Tako

tranzitivnost imenujemo s-lo¢na tranzitivnost.

Definicija 4.5. Graf I' je s-loéno tranzitiven, kjer je s > 0, Ce njegova grupa
avtomorfizmov deluje tranzitivno na mnozici vseh s-lokov grafa I'. Pri tem je s-lok
zaporedje tock (vg, vy, . .., vs), kjer sta poljubni zaporedni tocki povezani in v;_1 # v;,1,

za 0 <1 < s.

Opomba 4.6. Bralec bo opazil, da so 0-lo¢no tranzitivni grafi ravno tockovno tranzitivni,

1-lo¢no tranzitivni pa lo¢no tranzitivni.

Cikli C), so s-lo¢no tranzitivni grafi za vse s > 0. Polni grafi K,,, za n > 4, so 2-
lotno tranzitivni, niso pa 3-lo¢no tranzitivni. Ti grafi vsebujejo vse mozne povezave
med tockami, zato lahko poljuben 2-lok preslikamo v katerikoli drug 2-lok, graf pa se
pri tem ohrani. Ker polni graf vsebuje 3-cikle, ne moremo preslikati poljuben 3-lok v

katerikoli drug 3-lok, kot je to razvidno iz slike 39.

Slika 39: Polni grafi K,, so 2-lo¢no tranzitivni in niso 3-lo¢no tranzitivni.

Podoben razmislek nas pripelje do tega, da so polni dvodelni grafi K, ,, 3-lo¢no tran-
zitivni, niso pa 4-lo¢no tranzitivni. Ti grafi namre¢ vsebujejo 4-cikle in zato ne morejo

biti 4-lo¢no tranzitivni (razen seveda v trivialnih primerih K in Kj5).

4.2.1 Loc¢no tranzitivni cirkulanti

Kot smo ze omenili, v sploSnem povezavna in tockovna tranzitivnost ne zadoscata za
lo¢no tranzitivnost, tu pa bomo dokazali, da v primeru cirkulantnih grafov vendarle

zadoscata.
Izrek 4.7. Cirkulant je lo¢no tranzitiven natanko tedaj, ko je povezavno tranzitiven.

Dokaz. Ce je graf loéno tranzitiven, smo ze v trditvi 4.3 dokazali, da je tudi povezavno
tranzitiven. Torej moramo za cirkulante dokazati le obrat te trditve. Naj bo Circ(n; S)
povezavno tranzitiven cirkulant, kar pomeni, da lahko z grupo avtomorfizmov presli-

kamo katerokoli povezavo v katerokoli drugo povezavo. Cirkulant bo tako o¢itno loéno
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tranzitiven, ¢e lahko nek lok (u,v) preslikamo v lok (v,u). Kot Ze vemo je preslikava
« : Zy — Ly, podana s predpisom «(g) = g + s, avtomorfizem cirkulantnega grafa.
Prav tako je tudi preslikava § : Z, — Z,, podana s predpisom [(g) = —g, avto-
morfizma cirkulantnega grafa, saju ~v & dse S:v=u+s & IJse€S:—v =
—(u+s) = —u+(—s) & —u~ —v. Oglejmo si kaj avtomorfizem «o § naredi s parom
povezanih tock 0 in s. Torej a(8(0)) = a(0) = s in a(f(s)) = a(—s) = —s+ s = 0.
Tako smo nasli avtomorfizem, ki lok (0, s) preslika v lok (s,0), kar pomeni, da je res

vsak povezavno tranzitiven cirkulant tudi lo¢no tranzitiven. ]

Prav tako je pri obravnavi lo¢ne tranzitivnosti cirkulantov smiselno obravnavati le
povezane cirkulante, saj tisti, ki to niso, razpadejo na vec¢ izomorfnih komponent po-
vezanosti, ki so ze same po sebi cirkulanti. Na sliki 40 je prikazan nepovezan cirkulant
Circ(8; {£2}) in res vidimo, da je sestavljen iz dveh komponent povezanosti, natancneje
dveh 4-ciklov Cy, ki sta sama po sebi cirkulanta. Ker je graf Cy lo¢no tranzitiven in
ker je Circ(8;{£2}) unija dveh kopij grafa Cy, je tudi cirkulant Circ(8;{£2}) loéno

tranzitiven.

Slika 40: Nepovezan cirkulant Circ(8; {£2}).

Na sliki 41 je primer cirkulanta Circ(8;{£1,£2}), ki ni loéno tranzitiven. Lok (0, 7)
lezi na dveh 3-ciklih, medtem ko lok (0,6) lezi zgolj na enem 3-ciklu, kar pomeni, da
loka (0,7) ne moremo preslikati v lok (0,6). Cirkulant Circ(8;{%£1,£2 £ 3}) s slike
42 pa je loéno tranzitiven, saj lahko z avtomorfizmi p, 7, (13)(26)(57), (12)(56), kjer sta
p, T € Dyg, poljuben lok preslikamo v poljuben drugi lok.

Slika 41: Cirkulant Circ(8;{+£1, £2}), ki ni lo¢no tranzitiven.
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Slika 42: Lo¢no tranzitiven cirkulant Cire(8; {1, £2, £3}).

Madzarski matematik Istvan Kovécs je v ¢lanku [9] klasificiral loéno tranzitivne cirku-
lante. Zaradi kompleksnosti dokaza njegovega izreka ne bomo dokazovali, bomo pa z
njegovo pomocjo klasificirali locno tranzitivne cirkulante do 30 tock. Za razumevanje
izreka Se prej definirajmo prav posebno druzino cirkulantov, imenovano normalni cirku-
lanti in dve operaciji na grafih, to sta leksikografski produkt in izbrisani leksikografski

produkt.

Definicija 4.8. Cirkulant ['=Circ(n; S) je normalen cirkulant natanko tedaj, ko je
naravna regularna podgrupa grupe avtomorfizmov, izomorfna cikli¢ni grupi Z,,, edinka

v grupi Aut(T).

Opomba 4.9. Permutacijska grupa, izomorfna cikli¢ni grupi Z,, je generirana z elemen-

tom g = (01...(n —1)). Véasih jo oznacimo kar z (g).

S pomocjo trditve, ki sledi, dokazemo, da v primeru, ko stabilizator Aut(I")y normalizira

grupo (g), je {g) edinka v grupi Aut(T").

Trditev 4.10. Naj bo I'=Clirc(n; S) cirkulant reda n in naj bo (g) naravna reqularna
podgrupa grupe Aut(T"), izomorfna ciklicni grupi Z,,. Potem velja Aut(T') =Aut(T)o-(g).

Dokaz. Poizreku 3.9 je graf I' tockovno tranzitiven. Zato njegova grupa avtomorfizmov
Aut(T") deluje tranzitivno na tocke grafa I', kar pomeni, da je orbita O ena sama in
ta je velikosti n. Po izreku o orbiti in stabilizatorju velja |Aut(I")| = |Aut([)ol| - |O| =
|Aut(I")o| - n. Ker je [(g)| = n, v primeru, ko pri produktu elementov iz (g) in Aut(I'),
dobimo same razli¢ne elemente, pokrijemo celotno grupo Aut(I'). Vprasanje je torej,
ali je lahko gio; = gaay za neke paroma razlicne gi, g0 € (g) in ag,as € Aut(D),.
Privzemimo, da to drzi, kar pomeni, da je g5 'g1 = asa; . Ker elementi stabilizatorja
Aut(T')o tocko 0 fiksirajo, jo mora fiksirati tudi produkt asa;*. Od tod sledi, da tocko
0 fiksira tudi produkt g, 'g;, kar je mozno le v primeru, ko je g, g1 =id, torej g, = go
in s tem tudi a; = ay, to pa je v protislovju z naso predpostavko. Ugotovili smo, da
je produkt grup (g) in Aut(I')y velikosti |Autg| - n in ker (g) < Aut(I') in Aut(')y <
Aut(T), je produkt res kar grupa Aut(I'). O
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Dve operaciji na grafih smo spoznali ze v 2. poglavju, to sta unija in komplement.
Spoznajmo sedaj Se operacijo produkta dveh grafov. Produkt dveh grafov je obi¢ajno
graf, katerega mmnozica tock je kartezi¢ni produkt mnozice tock posameznih grafov.
Pravilo, ki doloca povezave v produktnem grafu, je mogoce izbrati na ve¢ nacinov.
Mi si bomo pogledali dva produkta grafov in sicer leksikografski produkt in izbrisani

leksikografski produkt.

Definicija 4.11. Leksikografski produkt grafov I' in ¥ je graf I'[¥], ki je definiran
na mnozici tock V(I'[X]) = V(') x V(X), dve razliéni tocki (uy,vi) in (ug,vs), za
uy, uy € V(I') in vy, vy € V(X), pa sta povezani, kadar velja

o ujuy € E(T) ali
® Ul = U in M € E(Z)

Leksikogrfaski produkt grafov I' in 3 pravzaprav dobimo tako, da vzamemo graf I' in
vsako njegovo tocko razSirimo v graf . Sedaj vsaki dve “povezani” kopiji grafa

povezemo Se z vsemi moznimi vmesnimi povezavami.

Uy

.
Us Uz \7)

= N, GIN,]

Slika 43: Leksikografski produkt grafov C3 in Ns.

Definicija 4.12. Izbrisani leksikografski produkt grafov I' in X je graf ['[Y] — nl,
kjer je n = [V (X)], ki je definiran na mnozici tock V(I'[X]) = V(I') x V(X2), dve razli¢ni

tocki (ug,v1) in (ug, va), za uy,uz € V(I') in vy, v9 € V(X), pa sta povezani, kadar velja
o uuy € E(I') in vy # vy ali
o u; = up in vivy € E(X).

Izbrisani leksikografski produkt grafov I' in ¥ torej dobimo iz leksikografskega produkta
['[X] tako, da iz grafa I'[¥] odstranimo |V (X)| kopij grafa I'.

Navedimo sedaj Kovacsev izrek.
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(U1,V1)

; (uz,v4) (uz,vy)

(uz,v7) (uz,V2)

G[N,] - 2C

Slika 44: Leksikografski produkt C5[Ns] in izbrisani leksikografski produkt C3[Ny] — 2Cs5.

Izrek 4.13. Ce je povezan graf I' locno tranzitiven cirkulant reda n, potem spada v
eno izmed nasledngih druzin grafov:

(i) T = K,;

(1) T' je normalen cirkulant;

(111) T' = X[Ny|, kjer je n = md in je ¥ povezan loéno tranzitiven cirkulant reda m;
() T' = X[Ng| — dX, kjer je n = md, d > 3, D(d,m) = 1 in je ¥ povezan loc¢no

tranzitiven cirkulant reda m.

S pomocjo programa MAGMA smo poiskali povezane locno tranzitivne cirkulante do
30 tock ter jih predstavili v tabeli, ki sledi. Tabela 2 je razdeljena na 3 stolpce. Prvi
stolpec predstavlja red cirkulanta Circ(n;S), drugi stolpec povezavno mnozico S, v
tretjem pa je napisana druzina v katero spada dani cirkulant. Ce v tem stolpcu pise
N-Circ pomeni, da gre za normalen cirkulant. V primeru izomorfnih cirkulantov je v

stolpcu S predstavljena zgolj povezavna mnozica enega predstavnika tega izomorfno-

*

v, za katere

stnega razreda, zraven povezavne mnozice pa je dodan nabor vseh q € Z

povezavna mnozica ¢S da izomorfen cirkulant.

Tabela 2: Povezani loéno tranzitivni cirkulanti.

‘ n | S Druzina

3 | {£1} K

4 {£1} N-Circ
{£1,2} Ky

5 {£1}, ¢ {2} N-Circ
{£1,+2} Ky
{£1} N-Circ

6 {+1,3} K5[Ns]
{£1,£2} C3[Ns]
{£1, 42,3} Ks

- {£1}, ¢€{2,3} N-Circ
{1, £2, +3} Ky
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n|S Druzina
{£1}, qe {3} N-Circ

. {+1, 43} C4[No]
{£1,42, +3} K4[No]
{+1,+2, 43,4} Kg
{1}, ¢e{2,4} N-Circ

9 | {£1,42,4+4} C3[ N3]
{£1,42,+3, +4} Ky
{£1},{£3} N-Circ
{+1,43} K5[N5] — 5K,

10 {+1,+4}, ¢ {3} Cs[No]
{£1,+3,5} K5[N5]
{41, 42, +£3, +4} K5[No]
{£1,42,4+3,+4,5} Kio

1 {£1}, g€{2,3,4,5} N-Circ
{£1, 42,43, +4, +5} K
{£1}, g€ {5} N-Circ
{#1,+5} Cs[No]
{41, +3, +5} Ca[N3]

L | 1L E2,45) C3[Na] — 4C3
{£1,42, 44, +5} C3[Ny4]
{#1, 42,43, 45,6} K4[N3]
{1, 42, £3, +4, +5} Kg[No]
{41, 42,43, +4, 45,6} Ky
{£1}, ¢€{2,3,4,5,6} N-Circ

13 {£1,45}, qe{2,4} N-Circ
{£1,43,+4}, qg€ {2} N-Circ
{41, 42, +£3, +4, +5, 46} K3
{£1}, q€{3,5} N-Circ
{+1,46}, ¢ < {3,5} C7[N2]

Ly | 1L £ 45} K5[N7] — TK>
{+1,43, 45,7} K5[N7]
{#1, 42,43, +4, 5,46} K7[No]
{+1,42,+3, +4, +5, 46, 7} Ky
{£1}, ¢€1{2,4,7} N-Circ
{£1,+4}, q € {2} N-Circ
{+1,44, 46}, qe {2} C5[N3]

15 | {£1,+2 +4,+7} C3[Ns] — 5C3
{1, 42,44, +5,+7} Cs3[Ns]
{1, 42,43, +4, £6, +7} K5[N3]
{41, 42,43, +4, 45 +6, £7} Kis
{£1}, ¢€{3,5,7} N-Circ
{+1,£7}, qe {3} Cs[No]

16
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n | S Druzina
{£1, 43,45, +7} K[ Ns]
{1, 42,43, +5, +6, 7} K4[N4]
{1, 42,43, +4, £5, 46, £7} Kg[No]
{1, 42,43, +4, +£5, 46, +£7,8} K6
{£1}, ¢€{2,3,4,5,6,7,8} N-Circ
17 {£1,4+4}, g€ {2,3,6} N-Circ
{+1,+2,+4, 48}, g€ {3} N-Circ
{+1,42, 43, +4, +5, +6, £7, +8} K7
{£1}, ¢ {5,7} N-Circ
{+1,48} g€ {5,7} Cy[No]
{£1,45,+7} Cs[N3]
{£1,43,45,+7} K5[Ng] — 9K,
18 | {#£1,+£3,+5,£7,9} K[ Ny
{1, 42,44, +5, +7, 48} Circ(9, {£1, £2, +4})[No]
{1, 42,43, +4, 45,47, £8,9} Kg[N3]
{1, 42,43, +4, +£5, 46, +7, £8} Ko[N,]
{#1, 42, 43, +4, £5, +6, £7, £8,9} Kig
{£1}, ¢€{2,3,4,5,6,7,8,9} N-Circ
19 | {£1,47, 48}, g€ {2,4} N-Circ
{1, 42,43, +4, £5, 46, +7, £8, £9} Ko
{£1}, ¢€{3,7,9} N-Circ
{+1,49}, qe {3} Cio[N2]
{£1,46,49}, ¢e {3} C5[N4] — 5C,4
{+£1,43,47,+9} Circ(10, {1, £3})[V,]
{#1,+4,46,+9}, q< {3} Circ(10, {1, £4})[No]
20 | {#1,43,45,47,49} K3 [N
{£1,+2,43,46,+7, 49} K4[Ns5] — 5Ky
{#1, 42,43, +5, 46, +7, £9,10} K4[Ns)
{+1,4+2, 43, +4, +6, +7, £8, +9} Ks5[Ny]
{1, 42,43, +4, £5, +6, +7, £8, £9} K10[N]
{1, 42,43, +4, 45,46, +7, £8, 49,10} Ko
{£1}, q€{2,4,5,8,10} N-Circ
{£1,48}, ¢e{2,4} N-Circ
{£1,+4,£5}, q € {2} N-Circ
o1 {#1,+6,48}, qe{2,4} C+[ N3]
{1, 42,44, +5, £8, +10} C3[N7] — 7C3
{1, 42,44, +5 +7,48,+10} C3[N+]
{#1, 42,43, +4, 5, +6, £8, £9, £10} K7[N3]
{1, 42,43, +4, £5, 46, 7, £8, 49, +10} Ko
{£1}, ¢€{3,5,7,9} N-Circ
{#1,£10}, ¢ € {3,5,7,9} C11[ V]
0 {£1,43,45, 47,49} Kj3[Ny1) — 11K,
{£1,43,45,47,49,11} K3[Ny1]
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n | S Druzina
(1,42, £3, 44, £5, 46, +7 + 8, +£9, £10} K11[ Vo]
{£1,£2,£3, £4,+5,4+6,+7, +8, +9, £10, 11} Koo

ys | (L) 0€{2.3,4,5.6,7.8,9,10.11) N-Circ
{£1,£2,£3, £4,+5,4+6,+7, +8, +9, £10, £11} Kog
{£1}, qe {5,711} N-Circ
{£1,£5}, q € {7} N-Circ
{£1,£7}, g€ {5} N-Circ
[(EL11}, g€ (5} Craly)

{1, 47,49}, q€ {5} Cs[V3]
{1, 45, £7, £11} Cs[N4]
{1, 43, £5, £7, £9, +11} KN

94 | {1, +2,+5,£7, £10, £11} Circ(12, {1, £2, £5})[ V]
(1, £2, +4, +£5, £7, +10, £11} K3[Ns] — 8K
{21, +2, +£4, £5, £7, £8, £10, +11} K3[Ng]
{(£1,£2, £3, £5, £6, 7, £9, £10, £11} K4[Ng]

(1, £2, £3, 4, £5, +7, £8, £9, £10, £11} Ko[Na]
(1,42, £3, +£4, £5, £6, £7, £9, £10, £11, 12} Ks[N3]
(1,42, +3, £4, £5, 46, £7, £8, £9, £10, 11} K1[Ns)]
(1,42, +3, 44, £5, +£6, £7, +8,£9, £10, £11, 12} Kou
{£1}, q€1{2,3,4,6,7,8,9,11,12} N-Circ
(£1,£7}, g€ {2,3,6,9) N-Circ

95 | {£1,+4,+6,+9, 11}, g {2} Cs[Ns]
(£1,£2, £3, +£4, £6, £7, £8, £9, £11, £12} K5[N5]
(1,42, £3, +£4, £5, £6, £7, +8,£9, £10, £11, £12} Kos
{£1}, ¢€{3,5,7,9,11} N-Circ
{£1,45}, ¢ € {3,7} N-Circ
{£1,+£12}, g€ {3,5,7,9,11} C13[Ne]
{£1,43,£9}, ¢ € {5} N-Circ

oo | ELED EB.£12}), g€ {3.7) Circ(13, {&1, £5})[V2]
(%1, 43, £5, £7, £9, +11} K13[Ns] — 2K
{£1,+3,+4, £9, £10, £12}, q € {5} Circ(13, {1, £3, £4})[No]
{1, 43, £5, +7, £9, £11, +13} K[ N3]

{1, £2, £3, +4, £5, £6, £7, £8, £, £10 & 11, +12} K13[No]
(1,42, £3, +£4, £5, +6, £7, £8, £0, £10, £11, £12, 13} Kog
{+1}, q€{2.4,5,7,8,10,11,13} N-Circ
(1,48, £10}, q € {2,4} Co[N3]

97 | {1, 42, 44, £5, £7, £8, £10, 11, £13} Circ(13, {1, £3, 4})[N,]
{1, £2, £3, £4, £5, £6, £7, £8, £10 + 11, £12, £13} Ko[N3]
(1,42, £3,+£4, £5, 46, £7, £8,£0, £10, £11, £12, £13} | Koy
{£1}, q€{3,5,9,11,13} N-Circ
{£1,£13}, g€ {3,5} Cra[No]

{1, 43,49}, g€ {5} N-Circ
{£1,46,£13}, g€ {3,5} C7[N4] — 4Cr

28
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n | S Druzina
{+1,46,48,+13}, ¢ < {3,5} C7[Ny]
{#1,+3, 45,49, £11, +13} Circ(14, {£1, £3, £5})[ Vo]
{1, 43,45, +£7,+£9,+11, £13} K5[N14]
{1, 42,43, 45, +6, +9, £10, £11, £13} K4[N7] — 7K,
{#1, 42,43, 45, 46, +7, £9, £10, +11, +13, 14} K4[N7]
{+1, 42,43, +4, 45,46, £8, +9, +£10 4+ 11, +12, £13} K7[Ny]
{1, 42,43, +4, 5,46, ..., 413,14} Kos
{+1}, ¢€{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14} N-Circ
20 {£1,£12}, ¢€{2,3,4,6,8,11} N-Circ
{1, 44, 45,46, £7,49, +13}, ¢ e {2} N-Circ
{#1, 42,43, +4, 5, 46, ..., +14} Ko
{£1}, qe{7,11,13} N-Circ
{£1,£11}, q € {7} N-Circ
{#1,414}, ¢ € {7,11,13} C15[N2]
{£1,49,£11}, ¢ € {7} C10[N3]
{1, 47,411, +£13} Cs[Ns5] — 5C5
{+1,+4, +11,+£14}, g€ {7} Circ(15, {£1, £4})[No]
{#1,45,47,+11,+13} Cs[Ns]
{1, 44,49, +11, 414}, q € {7} C5[Ng] — 6Cs
{41, 43,47, 49, £11, +13} Circ(10, {1, £3})[ N3]
{+1,+4, 46,49, +11,£14}, ¢ € {7} C5[Ng)
30 | {#1,£3, 45,47, +£9,+£11, +£13} K3[Ny5) — 15K,
{41, 43,45, 47,49, +11,+£13, 15} K5[Nis]
{41, 42, +4, +7, 48, +11, +13, +14} Circ(15, {1, £2, +4, £7})[No]
{41, 42, +4, 45, 47, 48, +11,+13, +14} C3[N1o] — 10C3
{1, 42,44, +5, +£7, 48,410, £11, £13, £14} C3[N1g]
{1, 42,43, +4, £7, 48, 49, £11, £13, +14} Kg[Ns] — 5K¢
{#1, 42,43, +4, +6, £7, £8, £9, £11, 412, +13, +14} Ks5[Ng]
{1, 42,43, +4, £5, 47, 48, +9, +10, £11, £13, +14, 15} Kg[Ns)
{1, 42,43, +4, 5,46, +7, £8, +9, +11, £12, £13, £14, 15} | K 0[Ns]
{£1,42,43,+4,45,46,...,+14} K15[Ns]
{#1, 42,43, +4, £5, 46, ..., +14,15} K3

Glede na tabelo 2 res vidimo, da vsi lotno tranzitivni cirkulanti spadajo v eno izmed

druzin, ki jih navaja Kovacs v izreku 4.13. Razmislimo sedaj ali lahko o lo¢no tranzi-

tivnih cirkulantih in druzini, v katero spadajo, sklepamo Se kaj vec.

Najprej si poglejmo kaj lahko povemo o lo¢ni tranzitivnosti grafov, ki spadajo v druzino

leksikografski produkt grafov oziroma izbrisani leksikografski produkt grafov. Naj bo-

sta I'; in I'y grafa in naj bo I' leksikografski produkt grafov I'y in I'y, IV pa naj bo

izbrisani leksikografski produkt grafov I'; in I'y, torej I' = I'1[I'y] in IV = I'y[['y] — nI'y,

za n = |V (I'y)|. Iz definicije leksikografskega produkta in izbrisanega leksikografskega
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produkta vidimo, da je za poljuben o € Sy (r,) preslikava (u;,v;) — (us, a(v;)) avto-
morfizem grafa I', prav tako pa je za vsak § € Aut(I';) preslikava (u;, v;) — (5(w;),v;))
tudi avtomorfizem grafa I'. To pomeni, da je v primeru, ko je I'; lo¢no tranzitiven graf,
I'; pa prazen graf, tudi graf I, loéno tranzitiven. Brez vecjih tezav se prepricamo, da
je v tem primeru lo¢no tranzitiven tudi graf I'; saj lahko zgoraj opisani avtomorfizem,
ki izhaja iz o spremenimo do te mere, da a deluje samo na vozliséih (u;,v;) za nek
fiksen 7, na vseh ostalih pa ne. Se ve¢, ko je I'; = Circ(m; S) in je I'y prazen graf N,
je I' cirkulant in sicer I' = I'1[Ny] = Circ(md; {km +s:s € S,k € {0,1,...,d —1}}.
Ce velja se D(m,d) = 1, je cirkulant tudi graf I, saj je avtomorfizem, ki ga dobimo
kot kompozitum zgoraj opisanega avtomorfizma z 5 = (01...(m — 1)) in zgoraj opi-
sanega avtomorfizma z o« = (01...(d — 1)) o¢itno reda md, torej generira regularno
ciklicno podgrupo grupe avtomorfizimov grafa I/, ki je zato po izreku 3.11 cirkulant,
torej IV = I'1[Ny] — nl'y = Circ(md; {km+s:s e S,k e {1,2,...,d—1}}. Od tod
sledita spodnji dve trditvi.

Trditev 4.14. Naj bo T leksikografski produkt T' = X[Ny|, kjer je ¥ povezan loéno

tranzitiven cirkulant. Potem je ' loc¢no tranzitiven cirkulant.

Trditev 4.15. Naj bo I izbrisani leksikografski produkt T' = [Ny — d%, kjer je X
povezan loéno tranzitiven cirkulant reda m in velja d > 3 ter D(m,d) = 1. Potem je I’

loéno tranzitiven cirkulant.

Osredotoc¢imo se sedaj na loéno tranzitivne cirkulante prastevilskega reda. S pomocjo
tabele 2 opazimo, da imajo vsi taki cirkulanti povezavno mnozico S oblike Hgq, kjer je

H < Zj in q € Z;,. Dokazimo to ugotovitev Se teoreticno.

Trditev 4.16. Cirkulant Circ(p;S) prastevilskega reda p je loéno tranzitiven natanko
tedaj, ko obstaja q € Z, in H < Zy, da je S = Hg.

Dokaz.

V primeru, ko je Circ(p; S) poln graf K, je Circ(p;S) lotno tranzitiven in S je grupa
Zx. Torej naj bo I' = Cire(p; S), za [S] < p— 1. Po izreku 3.40 je Aut(I') = {Top : a €
K,b € Z,}, kjer je K najvec¢ja podgrupa grupe Z, tako da je S unija odsekov grupe
Z.,, po podgrupi K.

(=) Naj bo graf I' loéno tranzitiven. Po lemi 4.4 stabilizator tocke 0, to je Aut(I")o,
deluje tranzitivno na sosedih tocke 0, kar je ravno povezavna mnozica S. Naj bo g € S
poljuben. Potem je S =Our),(q) = {Tu0(q) :a € K} = {aq : a € K} = Kq, tore]
lahko vzamemo kar H = K.

(«=) Naj bosedaj S = Kqzanek K <Z;in q € Z;. Ker je K < Z3 najvecja podgrupa,
da je S unija odsekov grupe Z; po podgrupi K in je S = Hq, sledi H = K. Po lemi 4.4

je dovolj videti, da Aut(I')y deluje tranzitivno na mnozici sosedov tocke 0, torej na S.
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Ker je ¢ € S in za vsak s € S velja, da je s = hg = Th(q) za nek h € H, stabilizator

Aut(T)g res deluje tranzitivno na S in zato je graf I' res loéno tranzitiven. O

Ugotovili smo natanko kako izgledajo lotno tranzitivni cirkulanti Circ(p; S) prastevil-
skega reda p. Spomnimo se sedaj izreka 4.13 in razmislimo v katero druzino spadajo. V
primeru, ko je |S| = p —1, je Circ(p; S) kar poln graf K,. Ker je grupa avtomorfizmov
polnih grafov K, simetri¢na grupa S, in ker ((01...(p —1))) ni edinka v grupi S,, saj
p—2 p—1)(01...(p—1))(p—2 p—1) ¢ ((01...(p—1))), polni grafi K, niso nor-
malni cikulanti (z izjemo polnega grafa K3). Isti razmislek velja za vse polne grafe K,
poljubnega reda n > 3. Vsi ostali lo¢no tranzitivni cirkulanti Circe(p; S) prastevilskega
reda p, za |S| < p — 1, pa spadajo med normalne cirkulante, saj prastevilo p nima
pravih deljiteljev, kar pomeni, da graf Circ(p; S) ne moremo sestaviti kot leksikografski

produkt dveh grafov. Ta razmislek nas pripelje do naslednjega izreka.

Izrek 4.17. Vsak loc¢no tranzitiven cirkulant Circ(p;S) prastevilskega reda p > 5, ki

ni poln graf K,, je normalen cirkulant.

Razmislimo sedaj o lo¢ni tranzitivnosti cirkulantov poljubnega reda. Trditve 4.16 ne
moremo kar posplositi na vse cirkulante, saj implikacija v = smer v splosnem ne drzi.
Na primer, cirkulant Circ(6;{+£1,3}) je loéno tranzitiven, ¢eprav mnozica {£1,3} ni
podgrupa grupe Zg. V splosnem pa velja implikacija trditve 4.16 v <= smer, dokaz le
te ostaja enak. Torej velja, da so vsi cirkulanti s povezavno mnozico S oblike Hgq, kjer

je H <Z} in q € Z;,, lo¢no tranzitivni.

Trditev 4.18. Naj bo Circ(n;S) tak cirkulant, da je S = Hq, za H < Z* in q € Z%.

Potem je cirkulant Circ(n;S) loc¢no tranzitiven.

Sedaj se nam zastavi vprasanje ali je vsak lo¢no tranzitiven cirkulant Circ(n; S), kjer je
S =Hqgzanek g € Z in H <Z} in |S| < n — 1, normalen cirkulant. A temu ni tako.
S pomocjo MAGME smo ugotovili, da lo¢no tranzitiven cirkulant Circ(8;{£1, £3}) ni

normalen, ¢eprav je {1, £3} < Z§. Velja pa obrat zastavljenega vprasanja.

Trditev 4.19. Naj bo locno tranzitiven cirkulant Circ(n; S) normalen. Potem je S =
Hq, kjer je H < Z; in q € Z,.

Dokaz. Naj bo loéno tranzitiven cirkulant I' = Clirc(n; S) normalen. Potem velja
aKa™ = K zaVa € Aut()y, kjer je K = {(g), za g = (01...(n — 1)). Ker je grupa
(g) ciklicna, velja ¢' € (g) za i € {0,1,...,n — 1}. To pomeni, da je za normalnost

dovolj preveriti le, da velja
aga~t € {g) za Va € Aut(I),

saj v tem primeru velja tudi ag'a™! € (g), saj je
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agia™l = agataga! .. .aga”!, {g) pa je grupa.
S~ S——
€l €l €lg)
ilz;at

Naprej velja
a(01...(n—1))a ' = (a(0)a(l)...a(n —1)).

Ker je o € Aut(I)g, sledi, da je a(0) = 0, torej je
(@(0)a(1)...an—1)) = (0 a(l)...a(n — 1)).
Ker je (0 a(1)...a(n—1)) € (01...n — 1)) sledi, da je
a(j) =j-a(l) (mod n) zavse j€{l,...,n—1}.

Vsak o € Aut(I')g je torej oblike

o1 2 ... -1
o= (n=1) , zanek z € Z7.
0 z 22 ... (n—1)z

Najbo H = {z, : a € Aut(')o} < Z7, pri cemer je a(q) = z4q. Po lemi 4.4 stabilizator
tocke 0, torej Aut(I')g, deluje tranzitivno na sosedih tocke 0, kar je ravno povezavna
mnozica S. Torej je S =0 aurr),(q) = {2aq : @ € Aut(I')o} = Hq. O

Opomba 4.20. Paziti moramo, da v trditvi 4.19 govorimo le o normalnih cirkulan-
tih, ki so hkrati tudi loéno tranzitivni in da trditve 4.19 ne moremo posplositi kar
na celotno druzino normalnih cirkulantov. Na primer, ne-lo¢no tranzitiven cirkulant
Cire(7; {£1, £2}) je normalen, vendar {£1,+2}) £ Zz .

Rezultati tega razdelka nas pripeljejo do ugotovitve, da pri iskanju lo¢no tranzitiv-
nih cirkulantov programa MAGMA pravzaprav sploh ne potrebujemo. Ce zdruzimo
Kovacsev izrek, trditvi 4.14 in 4.15 ter izreka 4.18 in 4.19, znamo med vsemi cirkulanti
poljubnega reda ugotoviti kateri so loc¢no tranzitivni. To storimo na slede¢ nacin. Med

cirkulanti poljubnega reda n najprej poiséemo take, ki imajo za povezavno mnozico

*

», med njimi pa izberemo vse

S < Z;. Torej najprej poistemo vse podgrupe grupe Z
take, ki so zaprte tudi za aditivne inverze. Vsem tako najdenim cirkulantom dolo¢imo
Se njihove izomorfne grafe, ki so, po izreku 3.29, ravno cirkulanti s povezavno mnozico
oblike ¢S, kjer je ¢ € Z;. Nato poiscemo cirkulante reda n, ki jih lahko zapiSemo kot
leksikografski produkt oziroma izbrisani leksikografski produkt manjsega lo¢no tranzi-
tivnega cirkulanta in praznega grafa. Ce dodamo $e polni graf reda n, res dobimo vse

loéno tranzitivne cirkulante reda n.
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5 ZAKLJUCEK

V tem magistrskem delu smo obravnavali simetrije cirkulantnih grafov. Najprej smo
se omejili na tockovno tranzitivne grafe prastevilskega reda in ugotovili, da so to prav-
zaprav cirkulantni grafi. Dolo¢ili smo jim grupo avtomorfizmov, natanko dolocili, kdaj
sta dva cirkulanta prastevilskega reda izomorfna, ter za posamezno prastevilsko vre-
dnost dolocili stevilo paroma neizomorfnih cirkulantov tega reda. Tockovno tranzitivni
grafi prastevilskega reda pa seveda predstavljajo le majhno mnozico med tockovno
tranzitivnimi grafi. Kot nadaljevanje studije o tockovno tranzitivnih grafih bi se tako

lahko lotili preucevanja tockovno tranzitivnih grafov reda 2p, p* ali pq.

V zadnjem poglavju smo se lotili Se vprasanja o povezavni in lo¢ni tranzitivnosti cir-
kulantov. Ugotovili smo, da je cirkulant povezavno tranzitiven natanko tedaj, ko je
lo¢no tranzitiven. S pomocjo programa MAGMA smo poiskali vse lo¢no tranzitivne
cirkulante reda najvec¢ 30 in jih predstavili v tabeli. Preko tabele smo nato ugotovili in
kasneje tudi dokazali, da so cirkulanti Circ(p; S) prastevilskega reda p lotno tranzitivni
natanko tedaj, ko je S = Hgq, za nek ¢ € Z; in H < Z;. Ugotovili smo tudi, da
vsi loéno tranzitivni cirkulanti prastevilskega reda p, ki imajo |S| < p — 1, spadajo
v druzino normalnih cirkulantov. Na koncu smo se osredotocili Se na normalne locno
tranzitivne cirkulante poljubnega reda. Prisli smo do zakljucka, da za vsak normalen

lo¢éno tranzitiven cirkulant Circ(n;.S), velja, da je S = Hq, za nek ¢ € Z in H < Z.
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