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Glavni in najpomembnejsi cilj zakljuéne naloge je izracunati razred nilpotentnosti po-
splosene kvaternionske grupe (Qo». Soocili se bomo tudi z razli¢nimi koncepti s podrocja
teorije koncnih grup in p-grup. Zakljuc¢na naloga je sestavljena iz stirih poglavij. Prvo
poglavje je namenjeno uvodu zakljucne naloge. V drugem preucujemo temeljne pojme
teorije grup. V tretjem bomo analizirali posebne podgrupe grupe on, tako da bomo
poiskali center, komutatorsko in Frattinijevo podgrupo. Cetrto poglavie bo namenjeno

glavnemu rezultatu, dolocitvi razreda nilpotentnosti grupe Qon.
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Abstract:

The main and most imporatant goal of this thesis is to compute the nilpotency class of
the generalized quaternion group (2. Different concepts of group and p-group theory
will also be of fundamental importance. The thesis is divided into four chapters.
The first one contains a short introduction. In the second chapter we review all the
basic concepts of group theory which will be used later. In the third chapter we will
analyze special subgroups of (o» such as its center, commutator subgroup and Frattini

subgroup. The fourth chapter is devoted to the main result, the determination of the

nilpotency class of QQan.
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1 Uvod

Leta 1843 je William Rowan Hamilton odkril algebro H dimenzije 4, katere elementi se
imenujejo kvaternioni [3]. Zanimive podrobnosti o zgodbi tega odkritja in motivaciji

Hamiltona bo bralec nasel v predavanju [4]. Algebra H je definirana kot
H= {a—l—bi+cj+dk | a,b,c,d € ]R},

kjer so vsi simboli 4, j in k£ koren Stevila —1, in mnozenje * med njimi je definirano po
pravilih: ixj =k = —jx*1, jxk=1= —kxjin k*xi=j = —ix k. To implicira takoj,
da osem kvaternionov 41, 4%, £j in £k tvori grupo glede na operacijo *. Ta grupa,
ki jo oznacimo z @, je znana kot kvaternionska grupa [1,2,7]. Cela Cayleyjeva tabela

grupe () zgleda takole:

Tabela 0: Cayleyjeva tabela kvaternionske grupe Q.

Poznejsa posplositev grupe @ je peljala v pomemben razred posplosenih kvaterni-
onskih grup, in sicer za naravno Stevilo n > 3 posplosena kvaternionska grupa Qo je

definirana preko sledece prezentacije (glej [8]):

n—1 n—2 _ —
=1, =btab=a 1>,

QQ" = <CL,b | a

veljav ¢e je a = 7 in b = j za n = 3 potem je Qon = (). Te grupe igrajo pomembno
vlogo v teoriji kon¢énih grup saj imajo nekatere izredne lastnosti. Na primer, vsaka
grupa Qo» ima ciklicno podgrupo indeksa 2 (glej tudi [2, Theorem 12.5.1]); ali Qo» ima

najvecji mozen razred nilpotentnosti, in sicer n — 1 .
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V zakljuéni nalogi bomo obravnavali posplosene kvaternionske grupe. Nas glavni
cilj bo dokazati dejstvo, da ima grupa (Qo» razred nilpotentnosti n — 1 za vsak n.

Temu dokazu bomo posvetili celo ¢etrto poglavije, kjer si bomo najprej pogledali
center diederske grupe, ki bo pripomogel k lazjemu izracunu razreda nilpotentnosti.
Glavni izrek v tem poglavju in hkrati tudi v zakljucni nalogi, je Izrek 4.6.

Za lazjo pot do dokaza bomo potrebovali znanje nekaterih posebnih podgrup grupe
Qon. Te bomo dolocili v tretjem poglavju. Najprej bomo pokazali, kateri elementi
pripadajo centru. Poiskali bomo komutatorsko podgrupo in pokazali, kaksna je Fratti-
nijeva podgrupa posplosene kvaternionske grupe.

V drugem poglavju bomo obrazlozili osnovne pojme. Najprej bomo v prvem pod-
poglavju predstavili, kaj sploh je grupa in kaj podgrupa, kakSne grupe poznamo in
kaj je to edinka. Predstavili bomo, kaj je to homomorfizem in izomorfizem ter na-
vedli dva primera za lazje razumevanje. Spoznali bomo tudi kvocientne grupe, ki jih
bomo v nadaljevanju veckrat uporabili. Posebne podgrupe, kot so center, komuta-
torska podgrupa, Fratinijeva podgrupa in razne njihove lastnosti bomo obrazlozili v
tretjem podpoglavju. V zadnjem, cetrtem podpoglavju pa bomo definirali kaj je to
nilpotentnost in kaj razred nilpotentnosti. Preucili bomo tudi, kaj so to p-grupe in

njihove razne lastnosti.

Pri izracunih o grupah v tretjem in cetrtem poglavju smo sledili navodilom mentorja

I. Kovéacsa. Literatura, ki smo jo uporabili pri drugem poglavju, je [1,2,5,6].



2 Osnovni pojmi

Da bi razumeli vsebino zakljucne naloge, je nujno potrebno poznavanje grup in njihovih
lastnosti. V tem poglavju se bomo seznanili z grupami in delovanji na grupah. Vedno
bomo imeli opravka s kon¢nimi grupami. V pomoc¢ so mi prisli stari zapiski s predavanj
[5,6] knjigi [1,2].

2.1 Grupe, podgrupe, edinke

V prvem podpoglavju bomo najprej definirali najosnovnejse pojme. Pokazali bomo,
kaksne lasnosti mora imeti grupa. Pogledali bomo, kaksne podgrupe poznamo in kaj

je to edinka.

Definicija 2.1. Grupa je par (G, *), kjer je G mnozica , * pa zaprta binarna operacija

na mnozici G, za katero veljajo naslednji aksiomi:

e Asociativnost
(axb)xc=ax(bxc)zaVa,b,ceQG.

e Identiteta (nevtralni element)

Obstaja tak element e € GG, za katerega velja, ex x =z xe = x za vsak x € G.

e Inverz

Za vsak a € G obstaja tak element ' € GG, da velja axa =d xa =e.

Definicija 2.2. Naj bo G grupa. Podmnozica H C G je podgrupa grupe G, ce je
zaprta za binarno operacijo grupe G in je sama zase tudi grupa za to isto % binarno
operacijo. Oznaka H < G, H je podgrupa grupe G in H < G oznaka pomeni, da
H < G, ampak H # G .

Definicija 2.3. Naj bo G grupa in a € G. Podgrupi {a" |n € Z} grupe G pravimo

ciklicna podgrupa, ki je generirana z elementom a.
Definicija 2.4. Grupa G je abelska, ¢e je v grupi GG operacija * komutativna.

Definicija 2.5. Elementarno abelova grupa je abelova grupa, v kateri je vsak

netrivialni element reda p, kjer je p prastevilo neodvisno od elementa.
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Definicija 2.6. Naj bo G grupa in N < G. N je edinka v grupi G (oznaka N < G),

1

¢e velja gNg= = N za vsak g € G. N je edinka tedaj in le tedaj, ¢e se vsak levi odsek

ujema z desnim odsekom, ¢e je torej aN = Na za vsak a € G.

Definicija 2.7. Naj bo GG grupa in a € G. Red elementa a je najmanjse nenic¢elno

naravno Stevilo n € N, tako da velja: «" =1, (a" =g-a-a...qa.)
—

Ce tak n ne obstaja, potem je red elementa a = co. Oznaka: o(a).

Definicija 2.8. Naj bo G grupa in M < G. Podgrupi M pravimo maksimalna
podgrupa, ¢e za vsako podgrupo H grupe G velja: ce je M < H < G, je M = H ali
H=aG.

2.2 Homomorfizmi in kvocientne grupe

Tukaj bomo definirali in prikazali razne preslikave med grupami. Pokazali bomo, kako

dobimo kvocientno grupo ter kaj sta homomorfizem in izomorfizem.

Definicija 2.9. Bijektivna preslikava ali bijekcija je preslikava f : A — B, ki je
injektivna in surjektivna hkrati. Pri bijektivni preslikavi je poljuben element mnozice
B slika tocno enega elementa mnozice A, zato v tem primeru obstaja tudi inverzna
prelikava f~1 : B — A.

Definicija 2.10. Naj bosta G in H grupi. Preslikavi
f:G— H,

za katero velja f(ab) = f(a)f(b) pravimo homomorfizem. To pomeni, da se produkt

poljubnih elementov a,b € G preslika v produkt ustreznih elementov f(a), f(b) € H.

Definicija 2.11. Naj bo f homomorfizem iz grupe G v grupo H. Jedro preslikave f

je definiran kot mnozica :

Ker(f) ={9 € G: f(g9) = 1u}.

Definicija 2.12. Naj bo ¢ : G — H homomorfizem in naj bo ¢ bijektivna preslikava,

potem ¢ imenujemo izomorfizem iz grupe G v grupo H, ter pisemo G = H.

Izrek 2.13. Naj bo f homomorfizem iz grupe G v grupo H. Potem je Ker(f) edinka
v G.

Dokaz. Izberimo si poljuben a € G in pokazimo, da je (Ker(f))* C Ker(f).
Naj bo ¢ poljuben element iz Ker(f). To pomeni, da lahko zapisemo a~'ga € (Ker(f))®.
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fla™'ga) = f

Torej je a~'ga € Ker(f). Zato je (Ker(f))* C Ker(f), kar pomeni da je Ker(f) edinka
v G. [l

Primer 2.14. Naj bo G = GL(n,R), splosna linearna grupa dimenzije n nad R,
torej grupa vseh obrnljivih matrik reda n nad poljem R; in naj bo H = (R \ {0},),

multiplikativna grupa nenicelnih realnih stevil.

Izrek v linearni algebri pravi:
1. det(A) # 0 za vsak A € G = GL(n,R).
2. det(AB) = det(A) det(B) za vsaka A, B € G = GL(n,R).

Tako lahko vidimo da je preslikava f : G — H homomorfizem, kjer je f definirana
kot f(A) :=det(A) za YA € G. preslikava f je homomorfizem ni pa izomorfizem, saj
preslikava f ni injektivna (ve¢ matrik se preslika v 1). Jedro tega homomorfizma so
matrike z determinanto 1, ki tvorijo podgrupo SL(n,R), posebna linearna grupa

dimenzije n nad R. O
Naslednji primer smo izbrali iz [5, strani 7-8.].

Primer 2.15. Naj bo G = Sy, grupa vseh permutacij konéne mnozice X, H = {1, —1},

in naj bo f: Sx — {1,—1}, da je f(g) = 1 natanko tedaj, ko je g soda permutacija.

Spomnimo se, permutacija ¢ mnozice X je soda (liha), ¢e je stevilo sodih ciklov v
cikliéni dekompoziciji permutacije g sodo (liho). Da pokazemo, da je f res homomor-

fizem, potrebujemo sledeco lemo:

Lema 2.16. Za vsako permutacijo g in transpozicijo t v Sx je produkt gt soda permu-

tacija natanko tedaj, ko je g liha permutacija.
Dokaz. Naj bo t = (z1,z3) in naj ima g ciklitcno dekompozicijo g = ¢192 - - gn, kjer
ima cikel g; dolzino k; za vsak i € {1,...,n}. Sedaj imamo dve moznosti:

- x1 in x5 pripadata istemu ciklu g;;

- x1 in z, pripadata razlicnima cikloma g; in g;.
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V prvem primeru je permutacija g;t enaka produktu dveh disjunktnih ciklov dolzine
[y in lo, ki imata vsoto [y + lo = k;. Iz tega sledi, da je razlika med Steviloma sodih
ciklov med permutacijami ¢g1,...,9;,..., 9, ter g1,...,qt, ..., g, enaka +1.

V drugem primeru je permutacija g;g;t enaka enemu ciklu dolzine k; + ko. To-
rej dobimo, da je razlika med Steviloma sodih ciklov med permutacijami gy, ..., g;,

s Gjy -5 Gn teT g1, ..., 0i95t, ..., gn enaka £1. Lema 2.16 je s tem dokazana. [

Lema 2.16 implicira, da je preslikava f res homomorfizem. Jedro tega homomor-
fizma f sestoji iz sodih permutacij in je edinka v Sx. Podgrupa vseh sodih permutacij
grupe Sx se imenuje alternirajoca grupa mnozice X, ki jo oznac¢imo z Ay. Koncajmo

primer z dokazom tega dejstva.
Izrek 2.17. Sode permutacije mnoZice X tvorijo podgrupo grupe Sx.
Dokaz. Pokazati moramo, da drzijo naslednje lastnosti:
1. identiteta ¢d je soda permutacija;
2. ¢e je permutacija g soda, potem je tudi obrat g~! soda permutacija;
3. Ce sta permutaciji g in gs sodi, potem je tudi produkt ¢;g> soda permutacija.

Trivialno drzita 1. in 2. lastnost.
Ker je permutacija g, soda, lahko pisemo go = tity---19, za neke transpozicije
ti,i € {1,...,2n}. Torej velja

9192 = gitila - - toy.

Z uporabo prejsnje leme dobimo, da je permutacija g;¢; liha. Sledi, da je permutacija
git1ts soda. Ce nadaljujemo na ta nacin, dobimo, da je permutacija gitits . . . to, soda

in zato drzi tudi 3. lastnost. Izrek 2.17. je dokazan. O

Definicija 2.18. Naj bo GG grupa in naj bo N < G edinka. Mnozici levih odsekov,
oznaka G/N, pravimo kvocientna (faktorska) grupa G kvocientno N, kjer je defi-

nirano mnozenje

(aN)(bN) = abN za vsaka,b € G.

Definicija 2.19. Naj bo G grupa in N edinka v G. Funkciji
f:G—=G/N, g— Ng

pravimo kanoni¢na preslikava iz grupe G v faktorsko grupo G//N.
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Lema 2.20. Naj bosta H, K < G. Potem velja:

H| - |K]

HE|= 2012
A = T K]

Dokaz. Spomnimo se da je HK = {hk|h € H,k € K}. Naj bo |H| =r,|K| = s in
|HNK| = t. Tedaj ima H K kvec¢jemu rs elementov. Vendar je mozno, da je hqk; enako
hoks, za hy, hy € H in kiks € K. Ce je hiky = hoks, potem je z = (ho)™thy = ko(ky)™L.
Razberemo lahko, da je z = (hy) 'hy in x = ko(ky)~!. Torej jex € HN K in

hg = h1I_1 in k?g = l‘k?l.

Po drugi strani, ¢e za y € H N K definiramo hs := hyy~ ! in k3 := yk;, potem velja
hsks = hiky za hs € H in k3 € K. To nam pokaze, da vsak element v  HK lahko
zapisemo v obliki h;k;, h; € H in k; € K, za natancno t parov (h;, k;) € H x K. Sledi,

da stevilo elementov v HK je = O]
Dokaz nase zadnje leme v tem podpoglavju lahko najdemo na primer v [1].

Lema 2.21. Naj bosta H, K < G.

(i) Ce je N < G, potem je NK podgrupa grupe G.
(i1) Ceje N<Gin K <G, potem je NNK <G.
(111) Ceje N QG in K 1 G, potem je NK < G.

2.3 Posebne podgrupe

V tretjem podpoglavju bomo definirali center. Seznanili se bomo tudi z nekaj novimi
pojmi, kot so komutator, negeneratorski element in komutatorska podgrupa. Spoznali
bomo Frattinijevo podgrupo in nekatere njene lastnosti, ki nam bodo prisle prav v

tretjem poglavju.

Definicija 2.22. Naj bo G grupa. Center grupe G je mnozica vseh tistih elementov

grupe G, ki komutirajo z vsakim elementom grupe G.
Z(G)={2€G | zg =gz zaVg € G}.
Takoj lahko opazimo, da ¢e je G abelova grupa, je ocitno Z(G) = G.

Primer 2.23. Center splosne linearne grupe GL(n,R).

V tem primeru bomo pokazali, da je

Z(GL(n,R)) = {\I, | A € R, XA # 0}, (2.1)
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kjer I,, oznaci identi¢no matriko reda n. V nasem dokazu bomo uporabili resitve 10.,

15. ter 16. naloge v zapisku [6, Algebra 1].
Najprej se spomnimo, da je permutacijska matrika P(g) podane permutacije

g € S, enaka kvadratni matriki reda n, za katero velja:

Plo) 1 ce 5 =19,
9)ij =
0 sicer.

Nasa prva trditev je 10. naloga v [6, Algebral.
Lema 2.24. P(g)" = P(g)™! za vsako permutacijsko matriko P(g).

Dokaz. Pisimo P za P(g). Po definicijah lahko izracunamo (7, 7)-ti element produkta

PPT kot .
(PPT),; Z Pi(PT); = Z Py Py

Ocitno je, da bo vsak produkt BkP i enak 0 ali 1; in je enak Stevilu 1 natanko takrat,
ko velja

k=19 =49. (2.2)

g je permutacija mnozice {1,...,n}. Lahko je videti, da pri i # j pogoj (2.2) ne

drzi za nobeno stevilo k, pri ¢ = 5 drzi natancno enkrat in sicer za k = 7. S tem smo

dokazali, da je PPT = I,,, in zato PT = P~!. ]

Naslednja trditev je 15. naloga v [6, Algebra].

Lema 2.25. Za vsako matriko A velikosti n X n in za vsako permutacijo g € S,,,

(P(9)AP(g)™")ij = Assjo 2a vsaki,j € {1,...,n}.

T

Dokaz. Zopet pisimo zopet P za P(g). Po prejsnji lemi P~! = PT in zato (i, j)-ti

element produkta PAP~! dobimo kot:
(PAP™Y);; = (PAPT),; Z P Au(P Z Py APy
k=1 k=1

Po definiciji matrike P = P(g) velja, da je element Py, = 1 samo ¢e k = i9 in je
enak 0 za vsako drugo vrednost od k; in podobno, Pj = 1 samo ¢e [ = j9 in je enak 0

za vsako drugo vrednost od [. S tem je lema dokazana. [
Zadnja trditev je 16. naloga v [6, Algebra 1].

Lema 2.26. Ce je n > 2, potem obstaja A € GL(n,R), za katero velja AJ, # J,A,

kjer J, oznaci matriko velikosti n X n, kjer so vst elementi enaki 1.
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Dokaz. Ena od moznih izbir je

2 0
1 0
A= 0 0
0O 00 ... 1
Potem (AJ,)11 = 3, podrugi strani pa (J,A)1; = 1, zato je AJ, # J,A. O

Zdaj se lotimo dokazati (2.1). Ocitno je, da vsaka matrika oblike AI,,A € R
komutira z vsako matriko v grupi GL(n,R). Zaradi tega je dovolj dokazati, da ce
je X € Z(GL(n,R)) poljubna matrika, potem je X = AI,, za neko realno stevilo A.

Pigsimo A = Xj; in p = X9, in naj bosta 4, j poljubni razliéni stevili iz {1,...,n}.
Obstaja taka permutacija g € S, da velja 19 = ¢ in 29 = j. Pisimo P za P(g). Potem
je XP = PX, saj X pripada centru, in torej je PXP~! = X. 7 uporabo tega in
Leme 2.25. lahko pisemo, da je

A=X = (PXP—1)11 = X919 = Xij;
n
n = X12 = (PXP_1)12 = Xlggg = Xz

Tako smo dobili, da je X = (A — p)I,, + pJ,.
Naj bo A matrika predpisana v Lemi 2.26. Ker je XA = AX, dobimo da je

(A=) I + pdn) A = A((X = )1 + pdy).

Iz tega pa sledi, da je u(AJ, — J,A) = 0. Ker AJ,, — J, A # 0, glej lemo 2.3.5, je p = 0,
in torej X = A\[,. U

1

Definicija 2.27. Elementu 'y 'xy grupe G pravimo komutator elementov z in y

in ga oznacimo takole :
[,y = 27y ay.

Definicija 2.28. Podgrupi G’ < G, ki je generirana z vsemi komutatorji =1y lzy,

pravimo komutatorska podgrupa.

Izrek 2.29. Faktorska grupa G/G' je abelova grupa. Ce je N edinka v G in G/N, je
abelova, potem G' < N.

Dokaz. Naj f : G — G /G’ oznaci kanoni¢no preslikavo iz G' v grupo G/G’, glej defi-
nicijo 2.19. Naj bosta u,v € G/G’. Predpostavimo, da f(z) = u in f(y) = v za neka
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elementa z,y € G. Potem velja f(z 'y tzy) = v o luw. Ker 27y loy € G/, tudi

1 1

velja f(z7ly~lzy) = 1, in zato je 1 = v v~ uw, iz tega sledi, da je uv = vu in G/G’

je abelska.

Sedaj predpostavimo, da je G/N abelska za neko edinko N. Za elemente =,y € G
velja
N(z™'y'ay) = (Na™)(Ny~")(Na)(Ny) = N.

Tako komutator 2z~ 'y~ txy pripada grupi N in zato G’ < N. [

Definicija 2.30. Frattinijeva podgrupa ®(G) od poljubne grupe G, je definirana
kot presek vseh maksimalnih podgrup v grupi GG, ¢e maksimalna grupa obstaja, in
®(G) = G, sicer.

Definicija 2.31. Elementu x pravimo negeneratorski element grupe G, kadarkoli

je G = (T, x) za neko podmnozico T" grupe G, potem je grupa G = (T').
Naslednja lastnost je [2, Theorem 10.4.1].

Izrek 2.32. Ce grupa G ni trivialna, potem je Frattinijeva podgrupa O(G) sestavljena

1z negeneratorskih elementov grupe G.

Dokaz. Najbo z € G. Naj bo M maksimalna podgrupa , ki ne vsebuje x. Potem velja
(M,z) = G, ker M je maksimalna. Po drugi strani (M) = M # G, in to pokaze, da x
ni negeneratorski element in zato M vsebuje vse negeneratorske elemente. Tako lahko
vidimo, da negeneratorski elementi grupe GG spadajo v vse maksimalne podgrupe in

vsak negeneratorski element je element v grupi ®(G).

Pokazati moramo tudi obratno smer, torej da e je u € ®(G), potem je u negenera-
torski element grupe G. Po definiciji G # 1, torej 1 spada med negeneratorske elemente.
Predpostavimo, da je G = (T, u), kjer je T C G. Pokazati zelimo, da (T) = G. Pred-
postavimo s protislovjem, da je (T) = H # G. Sedaj u ¢ H, ker (H,u) = G # H.
Vemo, da obstaja maksimalna podgrupa K, tako da H < K < G. Potem u ¢ K,
ker sicer K = (K,u) > (T,u) = G in K = @. Sledi, da je K maksimalna podgrupa,
ki ne vsebuje u, kjer pridemo v protislovje, saj u € ®(G). Dobimo (T) = G in vsak
u € (@) je negeneratorski element grupe G. ]

2.4 Nilpotentnost in p-grupe

V cetrtem podpoglavju bomo spoznali, kdaj je grupa nilpotentna in jo bomo bomo tudi
natancneje preucili. Seznanili se bomo Se s pomenom ¢-ti center, p-grupe in spoznali

njihove lastnosti.
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Definicija 2.33. Naj bo ¢ € N in G konéna grupa. Edinko Z;(G) <G, ki jo imenujemo

i-ti center, definiramo rekurzivno takole:

o 71(G)=Z(G).

e Ce i > 1, potem

Zi(G) =TI (Z(G/Z-1(G))),
kjer II je kanoni¢na preslikava iz G v G/Z;_1(G).

Definicija 2.34. Grupa G je nilpotentna, ce G = Z,,(G) za neko n € N. Najmanjse
tako stevilo n imenujemo razred nilpotentnosti.
Primer 2.35. Alternirajoc¢a grupa A4 ni nilpotentna.

Ta grupa je sestavljena iz vseh sodih permutacij mnozice {1, 2, 3,4}, in sicer

id, (12)(34), (13)(24), (14)(23), (123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243).
)

Lahko pokazemo, da vsak element od A, oblike (7 j)(k ) komutira samo z elementi
id, (12)(34), (13)(24) in (14)(23); in vsak element v obliki (i j k) komutira samo z ele-
menti id, (i j k) in (i k 7). Tako smo dobili, da je Z;(A4) = Z(A,) = {id}.

Zaradi tega Ay/Z(A4) = Ay, in kanoni¢na preslikava I1: Ay — A4/Z(A4) bo v tem

primeru le enaka identiteti grupe A4. Torej, po definiciji 2.4.1 lahko piSemo
Z(A4)Z,(Ay)) = Z(Ay) = {id}, in zato je Zy(A4) = I ({id}) = {id}.

Lahko nadaljujemo na isti nac¢in in dobimo, da je Z,(A4) = {id} # A4 za vsak n € N,

in zato grupa A, res ni nilpotentna. 0
Izrek 2.36. Frattinijeva podgrupa ®(G) od konéne grupe G je nilpotentna.

Dokaz. Dovolj je pokazati, da je vsaka Sylowa p-podgrupa od ®(G) edinka. Naj bo P
Sylowa p-podgrupa od ®(G). Potem velja G = ®(G)N(P), kjer je N(P) normalizator
podgrupe P v grupi G. Ce N(P) # G, potem vsaka maksimalna podgrupa grupe G,
ki vsebuje N(P), ne more vsebovati Frattinijeve podgrupe ®(G). To pa je v nasprotju
z definicijo ®(G). O

Definicija 2.37. Za dano prastevilo p pravimo, da je grupa P p-grupa, ¢e ima vsak

netrivialen element grupe P red,ki je potenca Stevila p.
Izrek 2.38. Vsaka netrivialna p-grupa G ima netrivialen center.

Dokaz. Center vsake grupe je unija 1-elementov konjugiranih razredov v grupi. Za p-
grupo je velikost vsakega konjugiranega razreda p™ za neko nenegativno celo Stevilo n.
Netrivialna p-grupa ima tako zmeraj najmanj p — 1 netrivialnih konjugiranih razredov
(razen 1, ki je zmeraj singleton konjugiranih razredov). Tako lahko vidimo, da je center

netrivialen. O
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Izrek 2.39. Ce je G p-grupa reda p", potem je vsaka maksimalna podgrupa M grupe

n—1

G reda p

Izrek 2.40. Ce je G p-grupa reda p*, ki je generirana s k elementi, potem je G /®(QG)

elementarna abelova grupa reda p*.
Izrek 2.41. Vsaka p-grupa je nilpotentna.

Dokaz. Naj bo G p-grupa. Za ¢ € N, predpostavimo da je Z;(G) < G. G je kon¢na
grupa in obstaja nek n, tako da je Z,(G) = Z,4+1(G). Predpostavimo tudi Z,(G) #
G. Potem je kvocientna grupa G/Z,(G) netrivialna p-grupa in po izreku 2.38 nima
trivialnega centra. Sledi Z,.1(G) > Z,(G) in tako pridemo v protislovje. Dobimo
Z,(G) = G in G je nilpotentna po Definiciji 2.34. O



3 Posebne podgrupe grupe (o

V tem poglavju se bomo osredotocili na cilj zakljuéne naloge in preucili nekaj znacilnih
podgrup posplosene kvaternionske grupe.
Spomnimo se, da je posplosena kvaternionska grupa Qan, kjer je n > 3, defi-

nirana takole (glej Uvod):

an _ <a’b | a2n71 _ 1’a2’ﬂ72 — b27b_1ab — a—1>.

Lahko opazimo, da je grupa Qg izomorfna obicajni kvaternionski grupi @, ki je
definirana v Uvodu. To sledi tako iz Tabele 1 in Tabele 2 . Primerjaj obe tabeli. Ker

kvaternionska grupa ni komutativna, smo si v tabeli pomagali z izpeljavo:

blab = a7 !

ab = ba!

Tako smo dobili ba = a3b, ba? = a?b in ba® = ab.

Q| | ¥
Y [ S y—

Q
)

Q
)

Q
w

b | b |a®b|a®|ab| 1 | a® | a® | a
ab | ab | b |a®b|a*b| a | 1 | a® | a®
a*b |a*b | ab | b |a®b| a® | a | 1 | a®
a*b | a®b | a’b| ab | b | a® | a® | a 1

Tabela 1: Cayleyjeva tabela grupe Q.

V tem poglavju bomo dolocili tri posebne podgrupe grupe (Jo» in sicer center

Z(Q2an), komutatorsko podgrupo Q. ter Frattinejevo podgrupo ®(Qan).

13
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3.1 Center Z(Q2n)

Najprej bomo preuéili center (glej definicijo 2.22.). V naslednji lemi bomo preuéili in

spoznali elemente (Qon, ki nam bodo v pomo¢ pri iskanju centra.
Lema 3.1. Grupa Qo je reda 2™, njene elemente lahko zapisemo kot:
La,a,...a ' bab,a®,...a>" "' (3.1)

Dokaz. Naj bo A ciklicna podgrupa grupe (Qon, ki je generirana z elementom a, in naj
bo B ciklicna podgrupa grupe Qan, ki je generirana z elementom b. Torej A = (a) in
B = (b). Ker je A edinka, velja Qo = (A, B) = AB. Pokazimo, da veljajo:

|A|=2"""|B|=4,|ANB|=2,|AB| = 2"

1. | A |=2""" sledi iz Definicije 2.4.10

—1

2. | B |= 4. Najprej velja, b* = (b?)2 = (a*" )2 =a®" =1.
Ce je b* =1 potem red elementa b deli k. Red elementa b je lahko 1,2 ali 4.
Ker b2 = a2"* # 1 dobimo, da je o(b) = 4 in tako | B |= 4.

3. | AN B |= 2 sledi takole, ker je AN B = {1,0%> = a®" "}

4. |AB| = 2. Po Lemi 1.2 vemo da

AllB| 2" -4

AB| = =
4B |AN B 2

=2".

]

Elementi v (3.1) so paroma razliéni saj tvorijo unijo A U Ab. Mnozica A je generi-
rana z elementom a, mnozica Ab pa je desni odsek grupe A glede na element b. Vidimo

lahko, da je AN Ab = (. Torej |AU Ab| = 2" = |Qan| in tako vidimo, da Qan = AU Ab.

Izrek 3.2. Center Z(Qqn) = {1,a®" ).

Dokaz. Nek element x € Z(Qan) < ax = xa,br = xb. 1z prejsnjega dokaza vidimo, da
je ba = a~'b. To dobimo tako, da

blab = a7t
ab = ba™!
aba = b
ba = a 'b.

Sklepamo lahko da je ba® = a~%b. Naslednje enacbe moramo preveriti tako, da namesto

x vstavimo x = a' ali x = a'b, saj bomo tako preverili za vse elemente v Qan.
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1. Najprej bomo v prvo enacbo ax = xa vstavili z = a’.
ad' = da'a.
To vemo, da velja saj je mnozenje v A komutativno.
2. V drugo enacbo br = xb vstavimo x = a'.
ba' = a'b
b = a'b
at = d
aQi — 1
(@ = 1
n—2 n—2
1=0,2=2 = m1=1Lzy=a .
3. V prvo enacbo ax = za vstavimo x = a’b.
aa’b = a'ba
aa'b = a‘a"'b
aa’ = a'a!
(ah? = 1.
4. V drugo ena¢bo bx = xb vstavimo = = a’b.
ba'b = a'bb
a”"bb a’bb
(a)” 1
. . -2 2n72
1=0,1=2" rn=1x=a
]

3.2 Komutatorska podgrupa Q5.

Tukaj bomo pokazali kako izgleda komutatorska podgrupa (glej Podpoglavje 3.2).

Izrek 3.3. Komutatorska podgrupa @, = (a?).
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Dokaz. Vemo, da je A < Qqn in red podgrupe A je 271, Pokazimo, da je A < Qan,
tako da indeks |Qan : A| = 2.

(@] _ 2"
’A‘ 2n71

Qo : Al =

Vemo, da je [b,a] = b~'a"ba = a® in a® € Qqn, torej (a?) < Qon. Potem je (a?)
edinka. Pokazimo za vsak x,y € Qu : [z,y] € (a?), tako da bo element [x,y] = a*
za nek [. Preveriti moramo, da je 27y lzy € (a?) za 4 primere x = a’ ali z = a'b in

y=a’ aliy=a’b:
1. Najprej bomo vstavili x = a’ in y = a’.
a'ad'a’ =1 € (a?).

2. Vstavimo x = a' in y = a’b.

(a")Ha'b)tatalb =
a v laddlb =

a b laalbaTl =
a b taba e =

a b hala ' = a ¥ € (a?).
3. Vstavimo x = a’b in y = d’.

(a'b)"H(a?) ta'ba’ =
b la"aatba’ =

b la e ba ! =

b la"bala"ld? =

b lba'a’a'a’ = a¥ € (a?).
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4. Vstavimo x = a'b in y = a’b.

(a'b) " *(a’b) ta'ba’b =

b la b talad'ba’b =

b v lalaaba’b =

b v tala M ba M a’h =

b b ta'ba’a'a’b =

b ba "l aa’h =

b ' thadla T ba T =

b b tba '’ ba‘'a? =

b v ba"ba M a'aT =

b WbaiaVala = a*07) € (a?).

3.3 Frattinijeva podgrupa ®(Qan)

V tretjem podpoglavju bomo obravnavali Frattinijevo podgrupo. Najprej bomo izra¢unali
lemo, ki nam bo pomagala pri lazjem dokazovanju izreka, da je ®(Qqn) = (a?).
Lema 3.4. Ce je H taka podgrupa v Qgn, da (a*)H = Qgn, potem je H = Qqn
Dokaz. Naj bo H < Qon in (a*>)H = Q. Za vsak ¥ € Qon 3 a* € (a?) in h € H :
a2’ h =z, za a?h = z. Naj bo = = a, potem Ji, 3h tako da velja a®h = a = h = a'~2.
Ker je a™?*t € H = (a*) < H in ged(—2i + 1,2"71) = 1, sledi, da je (a) =
(a2 < H. Tmamo dve moznosti :

. H— ()

e H={(a,b)=Qm
Pokazali bomo, da H = (a) ni mozna, saj je (a*)H = (a*){a) = (a) in ta podgrupa ni
enaka (Qon O
Izrek 3.5. Frattinijeva podgrupa ®(Qqn) = (a?).
Dokaz. Vemo, da je (a) = A maksimalna in ®(Qan) < (a). Iz prejsnjega izreka 3.3.
smo ugotovili, da je Qb = (a?) = Qb <Qan. Naj bo M = (a?)(b) podgrupa v Qan.
[{a?)][(b)] _ 2724
[(a?) (0)] 2
Izracunamo indeks |Qgn : M| = 2 = M je tudi maksimalna. Ce zelimo pokazati
®(Q2n) = (a?), moramo pokazati ®(Qqn) < (a?) in P(Qan) > (a?).

=2t

| M| =
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1. Najprej pokazimo ®(Qzn) < (a?). Vemo da je ®(Qz) < (a) in ®(Qa0) < M, in
iz teh sledi, da je
D(Qur) < M0 (a) = ().

2. Pokazimo $e, da je ®(Qzx) > (a?). Dovolj, da pokazemo, da je a® negeneratorski
element, saj potem iz Izreka 2.32. = a? € ®(Qqn). Po Definiciji 2.31., a? je
negeneratorski element < (a?, T) = Qan = (T) = Qan za vsako mnozico T. Naj
pisemo H = (T). Ker je (a?) < Qan, velja

<a’27T> = <<a2>’H> = <(l2>H.

Vidimo lahko, da je (a?,T) = Qqn ekvivalentno enakosti (a?)H = Qqn. Iz Leme
3.4. sledi, da je (T) = H = Qan. Razberemo lahko, da je a? res negeneratorski

element.



4 Razred nilpotentnosti grupe Q)on

V cetrtem poglavju bomo raziskali razred nilpotentnosti grupe Qan (glej definicijo 2.34.).

Za lazji izracun bomo najprej izracunali center diederske grupe.

4.1 Center diederske grupe Do

Definicija 4.1. Diederska grupa Dsn, kjer je n > 2, je definirana takole

2n—1

Don = (a,bla®  =b*=1,b"tab=a").

Opomba 4.2. Diederska grupa Dy. je izomorfna grupi vseh simetrije regularnega 27~ !-
kotnika.

Recimo, pravilen 8-kotnik (glej sliko 1) ima skupaj Sestnajst simetrij, in sicer 8

rotacij in 8 zrcaljenj. Oznacimo z G grupo vseh simetrij 8-kotnika.

Slika 1: Pravilni 8-kotnik.

Z p bomo oznacili rotacije v desno s 45 stopinjami okoli centra. Potem lahko vse

rotacije dobimo kot :
p. %00 0t 07 0% 0", 0 = id.

19
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Naj bo 7 zrcaljenje ¢ez premico, ki gre skozi tocko F' in B. Potem lahko vsa

zrcaljenja dobimo kot :
r7p,7p1p Tpt TP 7% T

Torej je grupa GG generirana z rotacijami p in zrcaljenjem 7. Tudi velja, da je

7p7 = p~t. Na koncu lahko pisemo, da je
G=(pr|p=7"=Lrpr=p")
S tem in definicijo 4.1. lahko vidimo, da je grupa G izomorfna grupi Dy;.
Lema 4.3. Naj bo Don = (a,b | a2 = b2 =1,bab=a™') in n > 2. Potem velja

Doy, cen =2

Z(Dyn) = {

(a®), éen >2.
Dokaz. Dokaz bomo locili na dva primera n = 2 in n > 2:
o Zan=2= D, = (a,b) =Zy x Zy (abelova grupa).

e Za m > 2 moramo preveriti Se naslednje enacbe xa = ax in xb = bz, tako da

namesto z vstavimo x = a* ali z = a'b.

1. Najprej bomo v prvo enacbo xa = ax vstavili x = a

i+1 i+1

2. V drugo enacbo zb = bx vstavimo x = a’.

a'b = ba'
a'b = a'b
a = a
a = a’
(@)? =1
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3. V prvo enacbo za = ax vstavimo x = a'b.

a'ba = aa'b
ada b = dlab
a-b = 4t
-l = it
al = a
ad = 1,

to nikoli ne velja, saj ima a red 2"~ > 2, torej a® # 1.

4.2 Razred nilpotentnosti grupe (o

V tem podpoglavju bomo vpeljali nas glavni rezultat, in sicer izracun razreda nilpo-

tentnosti grupe Qon.

Potrebno je izracunati nekatere faktorske grupe, ki jih dobimo iz grupe Qn.
Lema 4.4. Ce 2 <i<n— 1, potem velja Qan/(a® ) = Don-i11.
Dokaz. Najbo N = (a®'),|N| = 2i-1,

2" »
@ /N| = 557 = 2n
Elementi v Qg /N so odseki Nz, Ny, produkt Nz * Ny = Nzy. Qon = (a,b) =
Qan /N = (Na, Nb). Namesto oblike Nz pisemo z. Grupa Qo je definirana kot
(a,b | a®

nirana Q9n/N. Vedeti moramo, da je o(a) = 2" in o(a) = o(Na) = 2"". Najprej

= 1,02 = a7, b 'ab = a'). Sedaj moramo izracunati, kako je defi-

bomo izrac¢unali:

a® = (Na)*  =NaNa...Ng=Na>  =N=1.
—_—

2n—1t

Preveriti moramo Se za :
b = (Nb)? =Ny =Na* " =N=1.
Torej velja

Qu/N = (a,b | @@ =1, =1,b""ab=a"') = Doynis1.
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Kljuéni korak je izracunati i-ta center Z;(Qan), ko je 1 <i < n — 2. Spomnimo se,
da smo pri ¢ = 1 to dobili ze v podpoglavju 3.1.

Lema 4.5. Za 1 <1i<n—2 velja :
Zi(Qr) = (@),

Dokaz. Dokaz bo potekal z indukcijo po 1.
1. Najprej bomo pokazali, da velja za ¢ = 1.

= (a®"7).

Z1(Qan) = Z(Qan) =

To pa velja saj lahko vidimo iz leme 3.2.
2. Pokazati moramo Se, da trditev velja za ¢ > 1 in da velja ta enakost:

o <a/2n77l71 > :

Y Z(Qon [ Zi-1(Q2n))) =

kjer je IT kanoni¢na preslikava Qon — Qan/Z;_1(Q2n).

Namesto Z;_1(Qs) lahko pisemo (a®"~“""™"). Iz lemme 4.4. sledi, da je

Qo /Zi-1(Qan) = Dgn-inn = {a,b | a>=1,0*> =a>" b 'ab=a").
= (@), Tukaj

Opazimo lahko, da iz leme 4.3. sledi da je Z(Qan/Z;—1(Q2n))
smo uporabili, da jen —i+1 > 2 (i < n — 2). Ker II je kanoni¢na preslikava

Qon — Qo /Z;i 1(Qan) = (@, b), velja TI({a®>" ")) = 1, in torej

H_I(Z(Q2n/Z._1(Q2n>>> — H—1<<C—L2”—i—1>) _ <a2n_i_1>‘
[

Tako je lema dokazana.
Izrek 4.6. Razred nilpotentnosti posplosene kvaternionske grupe QQon je enak n — 1.

Dokaz. Najprej dobimo iz lemme 4.5., da je

Zn-s(Qan) = (¥ ") = (a?).

Zdaj pa izrac¢unamo Z,_1(Qan).
Naj bo II : Qan — Qan/Z,—2(Q2n) kanonicéna preslikava. Zdaj velja

QQn/Zn,2<Q2n) = an/<a2> = <a, Z_)> = Z2 X ZQ.

Torej grupa Qan/Z, 2(Q2n) je abelova, zato je enaka svojemu centru in dobimo
enakost

Zn1(Qan) =TT H(Qan /Zy5(Qan)) = Qan.

To pa pokaze, da je razred nipotentnosti grupe ), res enak n — 1.
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Koncajmo zakljuéno nalogo z naslednjim izrekom o poljubnih p-grupah.

Izrek 4.7. Naj bo G neka p-grupa reda p" in naj ¢(G) oznacuje razed nilpotentnosti

grupe G. Potem je ¢(G) =1, ¢en =1, in
c(G)<n—1, ¢en>2.

Zaradi tega lahko izrek 4.6. izrazimo tudi tako, da ima posplosena kvaternionska

grupa (o» maksimalen razred nilpotentnosti.
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5 Zakljucek

V zakljuc¢ni nalogi smo spoznali, kaj so to posplosene kvaternionske grupe (Jon. Poiskali
smo nekatere njihove podgrupe, kot so center, Z(Q2n), komutatorska grupa Q5. in
Frattinijeva grupa ®(Q2»). Vse to je pripomoglo k raziskovanju glavnega cilja zaklju¢ne
naloge. Dokazali smo, da ima grupa Qo razred nilpotentnosti n — 1 za vsak n. Pri
osnovnih pojmih smo navedli dovolj primerov, da bo bralec lezje razumel lazje in prisel
do zelenega cilja. Seveda obstaja Se veliko koristnih in dodatnih informacij, s katerimi

lahko poglobimo znanje v dveh knjigah [1] in [2].
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