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Izvlecek:

V zakljucni nalogi so predstavljene Bézierove in Gordon-Coons krpe, ki so pomembne

v racunalnisko podprtem geometrijskem oblikovanju (CAGD). Najprej so opisane

Bézierove krivulje: podani so de Casteljauev algoritem, Bernsteinova oblika polinom-

skih Bézierovih krivulj in dokazane lastnosti teh krivulj. Sledi opis Bézierovih krp, kjer

si podpoglavja sledijo v podobnem vrstnem redu kot pri krivuljah, za lazjo primerjavo

krivulj in ploskev. V zadnjem poglavju so obravnavane Gordon-Coons krpe, podana je

njihova izpeljava in tezave, na katere naletimo pri tem. V zaklju¢éni nalogi so prilozene

tudi programske kode v jeziku Octave, s katerimi smo prisli do nekaterih rezultatov v

nalogi. Vecina snovi je povzeta po [1].




Cavdek L. Bézierove in Gordon-Coons krpe.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2014 111

Key words documentation

Name and SURNAME: Irena CAVDEK

Title of final project paper: Bézier and Gordon-Coons patches
Place: Koper

Year: 2014

Number of pages: 46 Number of figures: 12
Number of appendices: 4 Number of appendix pages: 8

Number of references: 8

Mentor: Assist. Prof. Vito Vitrih, PhD

Keywords: Bézier, Gordon-Coons, patch, curve, CAGD

Math. Subj. Class. (2010): 65D17, 65D18, 65D05, 68U07, 68U05

Abstract:

In the thesis Bézier and Gordon-Coons patches, which are important in Computer
Aided Geometric Design (CAGD), are described. Firstly, we describe Bézier curves: we
present de Casteljau algorithm, the Bernstein form of Bézier curve and provide proofs
for some of the curve’s properties. Third chapter, which is about Bézier patches, is
divided into similar sections as previous chapter, which allows us to compare curves and
surfaces in a better way. In the last chapter, Goordon-Coons patches, their definitions
and some problems, which occur related to interpolation, are presented. In the thesis,
some examples of Octave’s code, that we used to get some of the results in the thesis,

are included. The basic literature used is [1].
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1 Uvod

Z razvojem tehnologije in racunalnikov se je v 50. letih prejsnjega stoletja pojavilo
vpraSanje, kako nacrte na papirju izdelati s pomocjo rac¢unalnisko vodenih strojev.
Odgovor so odkrili raziskovalci v avomobilski industriji. P. de Casteljau in P. Bézier
sta v Franciji neodvisno razvila zapis parametric¢nih krivulj, ki temelji na Bernsteinovih
polinomih. Ceprav je de Casteljau prisel do odkritja prvi (leta 1958), je bilo le-to ob-
javljeno za Bézierovim, zato so krivulje poimenovane po Bézieru. Prav tako izvirajo iz
avtomobilske industrije Coonsove in Gordonove krpe, ki sta jih definirala S. A. Coons
in W. Gordon. Coonsove ugotovitve so bile objavljene leta 1967, Gordonove pa leta
1974. Po Coonsu nosi ime tudi nagrada za izredne dosezke na podroc¢ju racunalniske
grafike SIGGRAPH (Steven A. Coons Award for Outstanding Contributions to Com-
puter Graphics). Uporabo parametri¢nih krivulj in ploskev v CAD (Computer Aided
Design - oblikovanje s pomocjo racunalnika) so poimenovali CAGD (Computer Aided
Design - geometrijsko oblikovanje s pomocjo racunalnika).

Bézierove krivulje so enoli¢no dolocene s kontrolnimi tockami (glej npr. [1], [6], [7], [8]).
Ta lastnost omogoca enostavno spreminjanje oblike in lazjo racunalnisko predstavi-
tev. Bézierove krpe (oz. ploskve) so definirane kot tenzorski produkt krivulj (glej
npr. [1], [6], [7]), saj je ploskev sled krivulje, ki se giblje vzdolz druge krivulje. Gordon-
Coons krpe se od Bézierovih krp razlikujejo po tem, da niso definirane s Stirikotno
kontrolno mrezo, ampak s tirimi robnimi krivuljami (glej npr. [1], [2], [3], [4] [5]). Kri-
vulje in ploskve danes uporabljajo v idustrijskem oblikovanju, racunalniskih pisavah in
v zabavni industriji (filmi, ra¢unalniske igre, risanke).

Zakljucna naloga je sestavljena iz treh poglavij:

e V naslednjem poglavju bomo definirali Bézierove krivulje, spoznali de Casteljauev
algoritem, Bernsteinovo obliko Bézierovih krivulj, opisali njihove glavne lastnosti

in lastnosti odvajanja.

e V tretjem poglavju bomo predstavili Bézierove krpe. Podobno kot v drugem

poglavju jih bomo najprej definirali in nato opisali glavne lastnosti.

e V zadnjem poglavju se bomo osredotocili na Coonsove in Gordonove krpe. Po-

gledali si bomo njihovo definicijo ter njihovo uporabo.
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V prilogah, dodanih na koncu zaklju¢ne naloge, so podane programske kode, s kate-
rimi smo dobili nekatere rezultate v nalogi. Kode so napisane s programskim jezikom

Octave, ki je prosto dostopen na http://www.gnu.org/software/octave/.
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2 Bézierove krivulje

V tem poglavju bomo predstavili osnovne pojme povezane s polinomskimi Bézierovimi
krivuljami, ki sta jih neodvisno drug od drugega odkrila francoska matematika de
Casteljau in Bézier.

Najprej definirajmo parametricne krivulje, saj so Bézierove krivulje poseben primer
le-teh.

Definicija 2.1. Preslikavi p(t) = (p1(t), pa(t), p3(t)) : [ — R3 I C R, pravimo para-
metrizacija krivulje p(7). Sliki tej preslikave recemo parametri¢na krivulja, intervalu

I pa domena parametra.

Pri definiciji Bézierovih krivulj bomo potrebovali tudi definicijo prostorske linearne

interpolacije.
Definicija 2.2. Naj bosta a in b dve razli¢ni tocki v R®. Mnozico tock x € R? oblike
x=x(t)=(1—t)a+tb, t e R,

imenujemo premica skozi tocki ain b. Zat =0 veljax =ain zat =1 velja x = b.
Ce 0 < t < 1, potem tocka x lezi na daljici med a in b. Ce t ¢ [0, 1], potem tocka x

lezi na premici izven daljice a in b.

Definicija 2.3. Prostorska linearna interpolacija je afina preslikava, ki preslika
realno premico skozi dani tocki v tridimenzionalnem prostoru.

2.1 De Casteljauev algoritem

Veliko izracunov v.CAGD lahko razbijemo na ve¢ manjsih korakov - zaporedja line-
arnih interpolacij. Tako zaporedje opisuje tudi de Casteljauev algoritem, ki je eden

izmed najpomembnejsih na podro¢ju oblikovanja krivulj in ploskev.
De Casteljauev algoritem:

Naj bodo by, by, ..., b, € R? kontrolne tocke, ki dolo¢ajo polinomsko Bézierovo krivuljo

b" in t € R parameter. Kontrolne tocke tvorijo kontrolni poligon Bézierove krivulje.
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Definirajmo b)(¢) := b; in izra¢unajmo tocke
bi(t) = (1—t)b,'(t) +tbl,{(t), i=0,1,..,n—7, r=12..n (2.1)

Tocka by (t) pri parametru ¢ predstavlja tocko na Bézierovi krivulji b™. Vmesne tocke

lahko zapiSemo v trikotno shemo, ki ji recemo de Casteljaueva shema:

by = by
b =b;, byt
b =by, bi(t)

by (1)
b =b, bl(t) bI"'(t) b
De Casteljauevo shemo sestavimo tako, da v prvi stolpec zapisemo vse kontrolne
tocke, v drugi stolpec tocke za r = 1, v tretji stolpec tocke za r = 2, itd. Kot
ze omenjeno, v zadnjem stolpcu dobimo tocko b (), ki predstavlja tocko na krivulji
b" za parameter t. Primer kontrolnega polgona, ki ga tvorijo tocke izrac¢unane z de

Casteljauevim algoritmom, je prikazan na sliki 1.
Primer 2.4. Naj bodo by = (0,0,0)%,b; = (0,2,2)7 by = (8,2,0)T in by = (4,0, 0)7.
[zracunajmo tocko na Bézierovi krivulji pri parametru ¢ = 0.5. Dobimo de Caustelja-

uovo shemo oblike:

.
0

_O_

-

2 1

_2_ _1_

(8] [4] [ 2]

2 2 1.5

_0_ _]'_ L .

(4] [6] [5] [35
0 1 1.5 1.5
0] [0o] |05] |0.75

Dobljena krivulja, ko ¢ pretece [0, 1], je prikazana na sliki 1.

2.2 Bernsteinova oblika Bézierove krivulje

Bernsteinova oblika Bézierove krivulje je drug nacin zapisa te krivulje. Prednost tega

zapisa je v tem, da nam poda formulo za Bézierovo krivuljo v zakljuceni obliki. Ta
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Slika 1: Bézierova krivulja s kontrolnim poligonom iz primera 2.4, skonstruirana z de

Casteljauevim algoritmom, in tocka na krivulji pri parametru ¢ = 0.5.

lastnost nam olajsa nadaljni opis lastnosti krivulj.

Definicija 2.5. Bernsteinovi polinomi so polinomi oblike

BIMt) := (T,L)ti(l —t)" teo,1],

(4

kjer je binomski koeficient definiran kot
" 0<i<n
(7?) _ ) im—yr V=TS
0, sicer.

Spodaj so opisane nekatere glavne lastnosti Bernsteinovih polinomov, ki nam bodo v

pomoc¢ pri dokazovanju lastnosti Bézierovih krivulj.

Izrek 2.6. Bernsteinovi polinomi zadoscajo naslednji rekurzivni zvezi:
BI(t) = (1 — OB (t) + 1B (1),

kjer velja BY(t) =1, B*(t) =0, ¢ {0,1,...,n}.

Dokaz. Vemo, da velja (”;1) + ("_1) = ("). Potem velja tudi naslednje:

i—1

Brt) = (A -t = ("TH)EQ - 4 () E(L - )
= (L=1)B] () + B (1).
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Izrek 2.7. Bernsteinovi polinomi tvorijo particijo enote:
> =1
Dokaz. Pri dokazu uporabimo binomski izrek:
n n ‘ ' n
1 — 177, — t 1 _ n — 7 _ n— — n .
-0y =3 (M)ea- o = Y B
1=0 =0
O
Izrek 2.8. Bernsteinovi polinomi so simetricéni na intervalu [0,1]:
Bi(t) = By (1 —1).
Dokaz.
ny ’ n
B!'(t) = t'(1—t)" "= t'(1—t =B, .(1—-1).
v = (D)ea-om= (" Jea- g = a-n
O

Izrek 2.9. Naj bodo b; € R®i = 0,1,...,n, kontrolne tocke Bézierove krivulje b".

Potem velja:

S0
1=0

Dokaz. Dovolj je pokazati, da se elementi k-tega stolpca v de Casteljauevi shemi

izrazajo kot
i+k
=> bBf (), i=01,.,n—k

(2.2)

Ce to pokazemo, potem to velja za vse stolpce v de Casteljauevi shemi, torej tudi za

n-ti stolpec. Vstavimo v enacbo (2.2) k =n in ¢ = 0 in dobimo:

b (1) = bi(1) = > byBy (1)

Za dokaz enacbe (2.2) uporabimo indukcijo po k. Za k = 0 dobimo

= bB) ,(t) =b;B(t) = b;.

Preverimo Se primer, ko kK — k + 1, da velja:

i+k+1

bk+1 Z b Bk-i—l
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Upostevamo prej dokazane lastnosti Bernsteinovih polinomov in dobimo:

byt (t) = (1—t)bi(t) + by, (t)
i+k i+1+k

= (1-1) Zbng (6 +t > byBE (1)
(=i+1
i+k i+k
= (1-t)bBf(t)+(1—1) > bBf ,(t)+t > bBf, (t)+ th . BE(1)
l=i+1 l=i+1
i+k
— Z by By (t) + b Byt (t) + by Brt (1)
(=i+1
i+k+1

= Z b Bt (t

2.3 Lastnosti polinomskih Bézierovih krivulj

Pokazimo nekaj lastnosti polinomskih Bézierovih krivulj, zaradi katerih so te tako upo-

rabne.

1. Afina invariantnost.
De Casteljauev algoritem je zaporedje linearnih interpolacij. Potem afina inva-
riantnost za Bézierove krivulje velja, saj lahko poljubno to¢ko Bézierove krivulje
dobimo kot konéno zaporedje linearnih interpolacij. Naj bo ¢ afina preslikava.

Tedaj sta naslednja postopka ekvivalentna:

e izracunamo tocko na Bézierovi krivulji b" in jih afino preslikamo s preslikavo
¢ v krivuljo ¢(b"™);
e afino preslikavo uporabimo samo na kontrolnih tockah. Na dobljenih kon-

trolnih tockah ¢(by), #(b1), ..., ¢(b,,) izra¢unamo tocke na Bézierovi krivulji.

2. Invarianca za afine transformacije parametra.
V definiciji 2.2 smo za definicijsko obmo¢je uporabili interval [0, 1], vendar lahko
Bézierovo krivuljo definiramo tudi nad poljubnim intervalom [a,b]. Za izrac¢un
krivulje vpeljemo lokalno parametrizacijo t = (v — a)/(b — a) in uporabimo de
Casteljauev algoritem

b—u U

br !
—_ b (u) + 2

by (1) = %Z biol(w),  weab].

Velja tudi:

ZbB” Zan< ) tel0,1], wuela,bl
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3. Konveksna ovojnica.

Definicija 2.10. Mnozica K je konveksna <= vsak x,y € K velja
1-t)x+tye K, te]0,1].

Definicija 2.11. Konveksna ovojnica tock by, by, ..., b, je najmanjsa konve-

ksna mmnozica, ki vsebuje te tocke.

Izrek 2.12. Bézierova krivulja 0" leZi v konveksni ovojnici svojih kontrolnih tock.

Dokaz. Vsaka tocka b} (t) iz de Casteljauevega algoritma je konveksna kombina-
cija tock iz predhodnjih stolpcev, zato lezi na daljici med dvema ze obstojecima
tockama, ki sta v konveksni ovojnici. Torej lezi tudi b} (¢) v konveksni ovojnici
svojih kontrolnih tock. Podobno velja tudi za zadnjo tocko v de Casteljauevi
shemi. Ker je to tocka na Bézierovi krivulji, lezi celotna krivulja b™ v konveksni

ovojnici svojih kontrolnih tock. O

Opomba: Lastnost velja le za t € [0, 1].

4. Interpolacija robnih tock.
Bézierova krivulja stopnje n interpolira kontrolni tocki bg in b,,. Enakosti b"(0) =
by in b"(1) = b, sledita iz:

Bi'(0) = 6i0, Bj'(1) = i,

L
0ij = 72. j
0, i#J

kjer je

Kroneckerjeva delta funkcija.

5. Simetrija.
Opazimo, da lahko tocke oznacimo z by, by, ...,b, ali b,,b,_1,..., by, saj vrstni
red tock vpliva le na smer parametrizacije Bézierove krivulje. To lahko zapisemo

s formulo: . .
> biB(t)=> b, iBI(1-t).
i=0 i=0

Formula sledi iz lastnosti Bernsteinovih polinomov:

B} (t) = B;_;(1 = 1).
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6. Invarianca za baricentri¢ne kombinacije.
Utezeno povprecje dveh Bézierovih krivulj lahko izracunamo z utezenim pov-

precjem ustreznih tock na krivuljah, ali pa z utezenim povprec¢jem ustreznih

kontrolnih tock in izracunom krivulje na teh kontrolnih tockah. Za o+ g =1

dobimo: .

Z(ab + pc;) Bl (t) = aZb Bl'(t +Bici3?(t)
i=0

=0

7. Psevdo - lokalni nadzor

Najprej izracunamo stacionarne tocke Bernsteinovega polinoma B'. V nasle-

dnjem podpoglavju bomo pokazali, da velja:

d ., n—1 n—1
%B (t)=n- (Bifl (t) — B; (t)) :

Ce to za trenutek privzamemo, potem lahko izpeljemo naslednje ekvivalence:

L) =0 = n- (B - BI(1)

dt
— B (t)=B"(t)

— (T;__ll)ti_l(l —1)" = (nz_ 1)#(1 — i

= t'(1-t)= Q

(i)

1—t n—1
—_ =
t )
n\—1 1
i n
Iz 45 > B™(t) |,_i < 0 sledi, da doseze polinom B? lokalni maksimum v tocki t = 2

na intervalu [0, 1]. Ta lastnost vpliva na oblikovanje Bézierovih krivulj. Premik

ene izmed kontrolnih tock b, spremeni obliko krivulje najbolj v okolici tocke pri

parametru % Vendar pa sprememba vpliva na celotno krivuljo, zato je lastnost

poimenovana psevdo-lokalni nadzor. Za lokalni nadzor celotne krivulje potrebu-

jemo posplositev Bézierovih krivulj na B-zlepke.

2.4 Lastnosti odvajanja

Odvod Bézierove krivulje izracunamo s pomocjo odvajanja Bernsteinovih polinomov:

t dthBn ZbdtBn

Izracunajmo torej najprej odvod Bernsteinovega polinoma B}*:

(2.3)



Cavdek L. Bézierove in Gordon-Coons krpe.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2014 10

?

- (7;) (@1 =t)"" = (=)t (1 —t)" )

%B?(t) = %(@)tiu—t)m

_ —Z‘(n”l 7 = 07 = (= )1 = 1)
n! i—1 n—i __ n! i1 _ p\n—i—1
- (z—l)(n—z)t (1-1) z'(n—z—l)t(l 2
n— n—1)! ) )
"G —(1) (5)— gt AT i!(?i—il—) it -0

= n- ((?: 11)#—1(1 — )" — (n; 1)#‘(1 - t)”—"—l)

= 0 (BISN0) - BI(0). (2.4)

Vstavimo sedaj v enacbo (2.3) in izra¢unamo odvod Bézierove krivulje:

Corie) = nzb (B () — B ()
= anBfll —anB" Y
= anmB —anB" Y
- nz o1~ BB (1),

Uvedemo definicijo premih konénih diferenc
Ab; :=b;11 — b;

in dobimo:

—b" = nZAb B Y (2.5)

Odvod Bézierove krivulje je torej Bez1erova krivulja, katere kontrolni poligon je sesta-
vljen iz diferenc kontrolnih tock zacetnega kontrolnega poligona.

Ce zgornji postopek veckrat ponovimo, dobimo visje odvode Bézierove krivulje:

d,r, n—r
Bl X _ A" Bn r
dt’“b ®) (n —r) Z b; (®);

kjer je
Arbi = Arilb“_l — Arilbi = Z (T) (—1>T7jbi+j.

=0



Cavdek L. Bézierove in Gordon-Coons krpe.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2014 11

3 Bézierove krpe

V tem poglavju si bomo ogledali Bézierove krpe. Za lazjo primerjavo zapisov in lastnosti
krivulj ter krp, so podpoglavja podobna kot v prejsnjem poglavju.

Podobno kot pri krivuljah, najprej definirjamo parametri¢ne ploskve.
Definicija 3.1. Ploskev x zapiSemo v parametri¢ni obliki kot

x(u,v)
x =x(u,v) = |y(u,v)|, u€la,b CR*veE|cd CR:

z(u,v)

Definicija nam pove, da je ploskev x slika pravokotnika [a,b] X [c,d] v (u,v) rav-
nini. Temu pravokotniku pravimo domena parametri¢ne ploskve in ima enak pomen

za Bézierove ploskve, kot ga ima interval [a, b] pri Bézierovih krivuljah.

3.1 Bilinearna interpolacija

Linearno interpolacijo pri krivuljah iz prejsnjega poglavja prenesemo na ploskve. Naj
bodo by g, bg 1, b1, b1 1 Stiri razlicne tocke v R?. Tocke x € R?, oblike

x(u,v) = Z

11
b, B; (u) B} (v), (3.1)

i=0 j=0

tvorijo hiperboli¢ni paraboloid skozi dane zacetne tocke (glej sliko 2). Vzemimo

ploskev z = zy. Ce ploskev preseéemo z ravnino, ki je vzporedna ravnini z,y, dobimo

hiperbolo. Ce ploskev presecemo z ravnino, ki vsebuje os z, dobimo parabolo.

Enacbo (3.1) lahko zapisemo tudi v matricni obliki:

b b 1-
x(u,v) = [1 — u, u} 000 Tl 1. (3.2)
b1,0, b1,1 v

3.2 De Casteljauev algoritem

Podobno kot smo dobili Bézierove krivulje z zaporedno uporabo linearne interpolacije,

dobimo Bézierove ploskve oz. krpe z zaporedno uporabo bilinearne interpolacije. Naj
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Slika 2: Primer hiperboli¢nega paraboloida.

tocke b;;,0 < i,j < n, sestavljajo pravokotno mrezo tock in naj bosta (u,v) € R?

dana parametra. Definirajmo b?}’](-) := b, ;. Potem je de Casteljauev algoritem oblike:

; -bg:)—'l,r—l7 bf—'l,r—l 1—wv
bf;] (U, U) = [1 —u, U] [bpﬂ_l’r_l bpﬂ_-;lr,«_l )

i+l 0 i1+ v

kjer
1=0,1,...,m —p, 7=0,1,...n—r p=12..m, r=12..n.

Tocka by " (u,v), ki jo dobimo v zadnjem koraku pri vsakem paru parametrov (u, v), je
tocka, ki lezi na Bézierovi ploskvi b™" za dana parametra u in v. Tocke b; ; imenujemo

kontrolne tocke, mrezo teh tock pa kontrolna mreza.

Primer 3.2. Naj bo Bézierova ploskev definirana z naslednjo Bézierovo mrezo:

) )

0] (O] |0
0] |2] (4
1] |2 1
bo,o bo,l b072 :2: :2: :2:
bio| [bii| [bia| = |0] [2] [4].
bao| |bai| |bag| L0 L2) L0
41 (4] |4
0] |2] (4
11 12] |1
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Za parametra u = 0.5 in v = 0.5 dobimo:

1,1 1
bo,o by
1
1

bio| b
[1.25] [1.25]
V naslednjem koraku dobimo tocko:
2
by =] 2
1.125

Ploskev, ko u in v preteceta [0, 1] x [0, 1], je prikazana na sliki 3.

15 | - .

05 | .o

Slika 3: Slika ploskve s kontrolnim poligonom iz primera 3.2 in tocka na ploskvi pri

parametrih u = v = 0.5.

3.3 Bernsteinova oblika Bézierovih krp

Bézierove krpe lahko, tako kot krivulje, zapiSemo tudi z Bernsteinovimi polinomi. Zato
uvedimo v tem poglavju pojem tenzorskega produkta. Na podlagi slednjega dobimo
ploskev tako, da dano zacetno krivuljo premikamo vzdolz dveh krivulj. Ploskev bo
torej sled zacetne krivulje v prostoru. Naj bo krivulja, ki jo premikamo po prostoru,

Bézierova krivulja stopnje m z m + 1 kontrolnimi tockami. Predpostavimo tudi, da
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sta krivulji, po katerih se gibljejo kontrolne tocke, Bézierovi krivulji stopnje n z n + 1

kontrolnimi tockami. Potem lahko osnovno krivuljo zapisemo kot:
b"(u) =Y b,B}"(u), (33)
i=0
kontrolne tocke b; pa se premikajo po Bézierovi krivulji stopnje n:
bi(v) = b, B} (v). (3.4)
j=0
Tocko b™"(u,v) najdemo na ploskvi b™" tako, da zdruzimo enacbi (3.3) in (3.4):

b (u,v) = Z Z b; ; B" (u) B} (v). (3.5)

i=0 j=0
3.4 Lastnosti Bézierovih krp

Vecina lastnosti Bézierovih krp sledi iz lastnosti Bézierovih krivulj, ki smo jih ze poka-

zali.
1. Bézierova krpa interpolira kontrolne tocke by, b, by, in by, ,,.

Dokaz. Izberemo pare parametrov (u,v), ki predstavljajo oglis¢a pravokotne do-
mene ploskve (0,0), (0, 1), (1,0),(1,1). Uporabimo (3.5):

b™"(0,0) = > > " bi;B*(0)B}(0) = byy,

i=0 j=0

saj so vsi Bernsteinovi polinomi enaki ni¢, razen pri ¢ = 5 = 0. Tako dobimo:

m n
boo - 0%1™ . 0°1" = by .
(0) (0)

Podobno dobimo Se ostale tocke:

i=0 j=0

b™"(1,0) =Y > b ;B"(1)B}(0) = by,
i=0 j=0

b™™M(1,1) =Y > by B (1)B}(1) = by,
=0 7=0
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2. Naj bosta Bf"(u) in B} (v) Bernsteinova polinoma. Potem velja:

>N BMu)By(v) =1.

i=0 j=0
Dokaz. Sledi iz izreka (2.7):
SN BrwB(v) =Y B w) Y Bl (v)=1-1=1.
=0 j=0 i=0 j=0

O
3. Bézierova krpa lezi znotraj konveksne ovojnice svoje kontrolne mreze.

Dokaz. Naj velja 0 < u,v < 1, potem je produkt Bj"(u) - BY(v) nenegativen.
Torej bo (3.5) koveksna kombinacija kontrolnih tock in bo zato Bézierova krpa

lezala znotraj konveksne ovojnice svoje kontrolne mreze. O]
4. Bézierove krpe so invariantne za afine preslikave.

Dokaz. De Casteljauev algoritem je ponavljanje bilinearnih interpolacij. Uposte-
vamo, da je bilinearna interpolacija pravzaprav linearna interpolacija v smereh
u in v. Iz prejSnjega poglavja vemo, da je linearna interpolacija invariantna za
afine preslikave, torej je tudi bilinearna interpolacija afino invariantna. Sledi, da

so Bézierove krpe invariantne za afine preslikave. O]
5. Robne krivulje Bézierovih krp so Bézierove krivulje.

Dokaz. Robne krivulje Bézierovih ploskev dobimo tako, da izberemo parametre

u=0,v=0,u=1aliv=1 Vzemimo npr. u = 0. Potem velja:

b™"(0,v) = ZZbJBm B ZbJB”

=0 7=0

kar je ocitno Bézierova krivulja s kontrolnimi tockami bgg, b1, ..., boy. O

3.5 0Odvodi

Pri Bézierovih krpah uporabljamo za izracun tock bilinearno interpolacijo, zato mo-

ramo pri odvajanju upostevati odvod v smeri parametra v in v smeri parametra v.



Cavdek L. Bézierove in Gordon-Coons krpe.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2014

16

Trditev 3.3. Naj bo b"™" Bézierova ploskev stopnje (m,n). Potem velja:

a m—1 n
oty =m-3 3 A6, BI T (w) B (v)
Y =0 j=0
a m n—1
gp ") =n -3 Y ACVby B (W) B ()
i=0 j=0
82 m—1n—1
Fugn? () =D > AWV, BI 7 u) B (),

kjer so

AT = by — by, APV = by — by, ADY = by — b — b + by

Dokaz. Odvajajmo enacbo (3.5) po spremenljivki u in dobimo:

) =3 (3 msmr) 0

Upostevamo (2.5) in dobimo:

a m,n - - m— n
5P (W) = m- > (bij; —bij)B; 1(“)) B} (v)
§=0 i=0
n m—1
= m-y > ACOb, ;B (u) B} (v)
§=0 i=0
Podobno odvajamo po parametru v

0 0 &
—b"™"(u,v) = (— bujBn(U)) Bi"(u)
ov — ov — J

i=0 =0
m n—1

=n Z A(O’l)waZm(u)B;L_l(v)
i=0 j=0

2 o (0
3u8vb (w,v) = _(
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n—1 m
n— a m
=n-Y By '(v) )50 (Z(bm‘ﬂ —bi;)B; (U)>
7=0 7

n—1 m—1
_ 0 —
=n: E BJT'L 1( 8_ (m E biy1jr1 — bijr1) — (biy1; — bij)) B 1(“)) :
=0
O

Podobno kot v prejsnjem poglavju definirajmo Se parcialne odvode visjih stopenj.

Uporabimo (2.6) in dobimo:

0 ml = —
—b™" = — ArOb, B (u) BY
our (u, v) (m —r)! o GBI (u) B} (v),
a n' m mn—s
m,n _ (0,9)1,. M n—s
_(%Sb (u,v) = —(n — ) ;:0 jEZO AT%b, ;i B] (u)Bj (v),

kjer je

A(T,O) = A(rfl,O)b Y A(r 1,0) b'J, A(O,s) = A(O,sfl)bi’j+1 . A(O,sfl)b'

Z7j'
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4 Gordon-Coons krpe

Poleg Bézierovih krp, ki smo jih opisali v prejsnjem poglavju, poznamo tudi Gordon-
Coons krpe. Slednje niso definirane preko kontrolnih tock, ki lezijo na kontrolni mrezi,

ampak s §tirimi krivuljami, ki se sekajo v stirih ogliscih (glej sliko 4).

Slika 4: Stiri krivulje in Coonsova krpa, ki jo definirajo.

4.1 Bilinearno ujemanje

Pojem bilinearno ujemanje izhaja iz konstrukcije Coonsovih krp.

Lema 4.1. Naj bosta c in d polinomski Bézierovi krivulji podani z njunima kontrolnima

poligonoma cgy, €y, ..., ¢, in dy, dy, ..., d,. Potem ploskev definirana kot:
r(u,v) = (1 —v) e(u) + v d(u)
povezuge krivulji ¢ in d.
Dokaz. Ploskev r(u,v) pri v = 0 interpolira c(u), pri v = 1 pa interpolira d(u). O

Vzdolz parametra v je ploskev linearna, vzdolz parametra u pa stopnje n. Ploskev r
laho zapisemo tudi kot:

B (u)

Chp Cp ... Cp

r(u,v):[l—v, v] [do d .. d,

B (u)

n
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Slika 5: Ploskev r definirana s krivuljama c in d.

Primer tako definirane ploskve vidimo na sliki 5.
Naj bodo sedaj cq, ¢ in dy, dy Stiri polinomske krivulje, definirane s parametroma

u € [0,1] in v € [0,1]. Preko teh krivulj definirajmo naslednji ploskvi:
r.(u,v) = (1 —v)ci(u) +vea(u), (4.1)

rg(u,v) = (1 —u)d;(v) +uds(v). (4.2)

Opazimo, da ploskev r. interpolira le krivulji c¢; in ¢y, ne pa tudi krivulj d; in
d,. Podobno velja za ploskev ry. Da bi dobili konéno interpolacijsko ploskev, zelimo
obdrzati, kar ploskvi ze interpolirata in hkrati odstraniti, kar ne interpolirata. Ta
napaka je ravno bilinearna ploskev, definirana s $tirimi ogliséi, ki jo lahko po (3.2)

zapiSemo kot:
X

B (0,0), x(0,1)| |[1—w
req(u,v) = [1—u, u] L(l 0. x(1 1>] [ ) ] : (4.3)

Y I

Izrek 4.2. Naj bodo T., T4 in 1.q kot v (4.1),(4.2) in (4.3). Coonsovo krpo x, ki

interpolira robne krivulje ¢y, ¢z, dy in dy, dobimo kot:
T=T.+Tqg— Ted-
Dokaz.

x(u,0) = r(u,0)+r4(u,0) —r.q(u,0)
= ci(u) + (1 —u)di(0) + uds(0) — ((1 —u)x(0,0) + ux(1,0)),

kjer je x(0,0) = d;(0) in x(1,0) = d2(0). Sledi x(u,0) = ¢;1(u). Podobno dokazemo se
x(u, 1) = co(u), x(0,v) = d;(v) in x(v,1) = da(v). O
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Primer konstrukcije Coonsove krpe je viden na sliki 6.

Opomba: Coonsovo krpo lahko zapisemo tudi v matric¢ni obliki:
dl (U)

:1 —u, u] [dQ(U)]

:cl(u), cg(u)] [1 —Y
x(0,1

- ]

Funkcije 1 —u, u, 1 —v in v imenujemo bazne funkcije. Ce v enachi (4.4) te funkcije

x(u, )

(4.4)

x(0,0),
x(1,0),

|

1—w

(%

Y

x(1

zamenjamo z drugimi pari takih funkcij, npr. fi(u), f2(u), g1(v) in g2(v), dobimo enacbo

posplosene Coonsove krpe:

x(w) = [Ai(w). fw) jﬁ;]
_91(0)
+ _cl(u), cg(u)_ _gg(v)]

Fiw), )

Opomba: Vsak par funkcij f; in g; se mora sesteti v ena. Da lahko interpoliramo,
mora veljati tudi f1(0) = ¢1(0) =1in fi(1) = g1(1) = 0.

Primer 4.3. Naj bodo ¢;(u) = (u,0,u—u*)T, co(u) = (u, 1,u)T, d; (v) = (0,0, v—v*)T
in dy(v) = (1,v,v)" robne krivulje. Izracunajmo tocko na krpi pri parametrih u = 0.2

mv=0.5.

0.2 0.2 0.2
r,(0.2,0.5) = | 0.5 |, r4(0.2,0.5) = [0.3] , 1.4(0.2,0.5) = |0.5
0.18 0.3 0.1
Dobimo:
0.2
x(0.2,0.5) =r.+rs—reg= | 0.3
0.38

Krpa, ko w in v preteceta [0, 1] x [0, 1] je prikazana na sliki 6.

Poglejmo si Se, kako so povezane Bézierove in Coonsove krpe. Robne krivulje pri

Coonsovih krpah so polinomske Bézierove krivulje, zato nam njihovi kontrolni poligoni
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0.8

0.6

0.4

0.2

0.008

0.006

0.004

0.002

Slika 6: Slike prikazuje ploskve r., ry, r.y in Coonsovo krpo x iz primera 4.3

podajo del kontrolne mreze celotne krpe. Za m = n = 3 npr. dobimo shemo:

bOO bOl b02 b03

b30 b31 b32 b33

Za konstrukcijo kontrolne mreze moramo v tem primeru izracunati Se stiri manjkajoce

kontrolne tocke. Najprej definirajmo tocke:

7’7]

bl = (1= — )by, + —bpy, i=1,2,.om—1,j=12..n—1
m m

n
Wf:(1—l)mﬁ+imwizlﬂwﬂn—szlﬂwqm—l
’ n n

ter tocke diskretne krpe, ki interpolirajo oglisca:

7

boo, bon | [1—
1
bm 0> bm,n m

)

n’

by = [1-1, 2]
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Kontrolne tocke b; ; dobimo podobno kot v (4.4):

]

uv u v WY
by = bi;+b;;—b;;

7 7
= 1—— )by +—b,,.;
< m) 0’j—i_m 7

Slika 7: Primer diskretne Coonsove krpe za m = n = 4.

4.2 Delno bikubi¢no ujemanje

Z bilinearnim ujemanjem sicer dobimo ploskev, ki je zlepek vecih krp, ampak ima taka
konstrukcija pomankljivosti. Tako pridobljena ploskev je prevec¢ splosc¢ena in pri neka-
terih parametrih u, v ni gladka (glej sliko 8 vzeto iz [1]). Vzrok najdemo v tangentah
vzdolz robnih krivulj, ki so hkrati odvisne tudi od podatkov, ki niso vezani na to kri-
vuljo. Kot primer vzemimo robno krivuljo x(1,v). Vsaka sprememba na tej krivulji bo

vplivala tudi na odvode vzdolz robne krivulje x(0, v).

Za neodvisnost odvodov vzdolz ene izmed robnih krivulj od podatkov nasprotne

robne krivulje uporabimo kubi¢na Hermiteova polinoma H§ in Hj kot bazni funkciji.
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i p

Slika 8: Ceprav so robne krivulje, ki definirajo Coonsovi krpi, gladke, pa ploskev,

sestavljena iz teh krp, ni gladka.

Naj bo fi1 = g1 = Hj := B3 + B} in fy = go = Hj := B3 + B3. Hitro se prepricamo
(glej sliko 9), da velja = (H3(w)) lumo = 0 in 4= (H3(u)) lu—o = 0. Potem je odvod

vzdolz u = 0 enak:

o
—~

x,(0,v) = |x,(0,0), xu(O,l)} [Z?) z;] :

w
—~

H? i | | i HS

Hy

Ha

-0.2

Slika 9: Kubi¢ni Hermiteovi polinomi na intervalu [0, 1].

Sedaj na x,, vzdolz u = 0 vplivata le tangenti x,(0,0) in x,(0,1).
Ceprav smo resili prejsnjo tezavo, se sedaj pojavi nova. Tako definirana ploskev je lahko
v okolici ogljis¢ prevec splosc¢ena. Razlog najdemo v uporabi le dveh od stirih kubi¢nih
Hermiteovih polinomov. Tako Hg kot Hi imata odvod v robnih tockah intervalov enak
ni¢ (glej sliko 9), kar se prenese tudi na ploskev. V naslednjem razdelku bomo poiskali

resitev za ta problem.
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4.3 Bikubi¢no ujemanje

Za kubi¢no Hermiteovo interpolacijo potrebujemo, poleg ze danih podatkov iz mejnih

krivulj, tudi prve odvode (glej sliko 10). Na voljo imamo torej naslednje podatke:
x(u,0), x(u, 1), x(0,v), x(1,v)

in
Xy (,0), xu(u, 1), X4(0,0), xu(1,0).
Podobno kot pri bilinearnem ujemanju (4.1) in (4.2) dobimo:
he(u,v) = Hg(u)x(0,v) + H} (u)x,(0,v) + Hy (w)xu(1,v) + Hy (u)x(1,v)
in
hy(u,v) = Hg(v)x(u,0) + Hy (v)x,(u, 0) + Hy (v)x, (u, 1) + Hy (v)x(u, 1),

kjer sta H{(t) := iB(t), H3(t) := —iBj(t) (glej sliko 9). Bikubicni Hermiteov

interpolant h., izracunamo s tenzrskim produktom:

hea(w,v) = [H3(w) Hy(w) Hi(w) Hiu)

x(0,0)  x,(0,0) x,(0,1) x(0,1) H(v)
%(0.0) xu(0.0) %01 xOD| ||
x,(1,0) x4,(1,0) xu0(1,1) x,(1,1) H3(v)
x(1,0) x,(1,0) x,(1,1) x(1,1) H3(v)

Coonsovo krpo potem zapisemo kot
X = hC + hd — hc,d-

Opomba: Opazimo, da potrebujemo za izracun h., podatke, ki jih ne zelimo podati
v zaCetni opis problema, to so podatki v sredini 4 x 4 matrike, definirane v (4.5). Ena

izmed resitev je, da definiramo vse mesane druge odvode v oglis¢ih kot nicelne vektorje.

4.4 Kompatibilnost

Ena izmed ocitnih zahtev za konstruiranje Coonsovih krp je ujemanje Stirih mejnih
krivulj v ogliséih. Ta pogoj imenjujemo kompatibilnostni pogoj. Ce krivulje ne
zadoScajo temu pogoju, jih prilagodimo, da se sekajo v oglis¢ih ploskve. Pri bikubi¢nem
ujemanju Coonsovih krp moramo pri kompatibilnostnem pogoju paziti Se na mesane
druge odvode v h. 4. Vemo, da lahko menjamo vrstni red odvajanja pri mesanih parci-

alnih odvodih x,, = X, ¢e je x(u, v) dvakrat zvezno odvedljiva. Vendar pa te lastnosti



Cavdek L. Bézierove in Gordon-Coons krpe.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2014 25

x(u,1)

x(0,0) x(u,0) xuv(1,0)

Slika 10: Potrebni podatki za interpolacijo.

tukaj ne moremo uporabiti. Poglejmo primer pri x(0,0). Mesani drugi odvod v tocki

x(0,0) izracunamo kot

0
Xy (0,0) = 11}1}1 5uX X, (u, 0) (4.6)

ali 5
Xy (0,0) = 11)1_r)n 50X x,(0,v). (4.7)

Ce sta X,,(0,0) in X,,(0,0) enaka, potem lahko to vnesemo v matriko (4.5) in je Co-
onsova krpa dobro definirana. Vendar mesana druga odvoda nista nujno enaka. Ce
vnesemo podatke samo v eno izmed enacb (4.6) ali (4.7), bomo le delno interpolirali
dane podatke. Tudi ce vse meSane druge odvode definiramo kot nic¢elne vektorje, pro-
blema ne resimo popolnoma.

Za resitev imamo dve moznosti: bodisi prilagodimo podatke bodisi, ko podatkov ne
moremo spremeniti, uporabimo metodo Gregoryevih kvadratov. Slednja zamenja kon-
stantne pogoje mesanih drugih odvodov v matriki s spremenljivimi. Spremenljive po-

goje izracunamo kot:

2x,(0,0) + v&x,(0,0)

w(0,0 ;
* ( ) u-+v
) )
x(0,1) = 42Xl 0D+ (07 Dpef0. 1)
—u+v—1
) )
xun(1,0) = (1 —u)5-xu(1,0) + vy:%,(1, 0)7
l—u+w

(u—l) - x,(1, 1)+(v—1) —%, (1, 1)'

Xu(l,1) = u—1+v-—1
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4.5 Gordonove krpe

Gordonove krpe so posplositev Coonsovih krp. Vcéasih samo stiri robne krivulje ne
zadoscajo za konstrukcijo ploskve, saj imamo lahko podano celo mrezo krivulj (glej
sliko 11), ki jih moramo interpolirati. Krivulje zapisemo kot g(u;,v),i = 0,1,...,m,
in g(u,v;),7 = 0,1,...,n. Pokazali bomo konstrukcijo ploskve g, ki interpolira vse
krivulje v tej mrezi. Ideja je podobna kot pri konstrukciji Coonsovih krp: najprej
poiséemo ploskev g, ki interpolira krivulje g(u;,v), nato ploskev g,, ki nterpolira
krivulje g(u,v;). Na koncu dobljeno sestejemo in odstejemo ploskev g,.

Pois¢imo najprej enac¢bo ploskve g,. V primeru, ko imamo samo dve krivulji g(ug, v)

1.4

12

08 | N

06 | N

04 | N

02 | T

0.2

0 0

Slika 11: Mreza krivulj, ki jih Zelimo interpolirati.

in g(uy,v), dobimo:
g1 (u, v) = Lo(u)g(uo, v) + Li(u)g(ur,v), (4.8)

kjer sta linearna L} in L} Lagrangeeva polinoma. Ce je krivulj ve¢, lahko (4.8) po-

splosimo v:
g (u,0) = Y glus, v) L (u), (4.9)
i=0
kjer so
1" (t—t;)

(1) = 220 .
() I, it — )

Podobno dobimo Se ploskev g,:

n

ga(u,0) = ) g(u,v;) L} (v). (4.10)

J=0
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Podobno kot v prejsnjem poglavju dobimo tudi zadnjo ploskev g, , kot:
ra(w,v) = D > (s, v) L (u) L} (v). (4.11)
i=0 j=0

Izrek 4.4. Naj bodo g,, 9, in g, definirane kot v (4.9), (4.10) in (4.11). Potem
Gordonova krpa g oblike:

9=91+9 — G2

interpolira dano druZino krivulj g(u;,v), i =0,1,....,m, g(u,v;), j=0,1,...,n.

Dokaz.

glug,v) = gi(ug,v) + gy(up,v) — 31,2(7%’“)

= Zg(ui,v)l}?’(uk) + Zg(?% vj) L} (v) —

3

NE

g(ui, v;) Li" (ur) L (v)

= D gl )L we) + D w0 L (0) = D Li(0) D o)) L ()
= glnv) + D g(un v) L) — Y Bl v) L (0)

= g(ug,v).

Pri tem smo upostevali L (uy,) = 0; 1, kjer je d; , Kroneckerjeva delta funkcija. Podobno

dokazemo tudi za krivulje g(u, v;), j =0,1,...,n. O

S EEESEEREIIRENNN
> OGS SIS K SIS
S, X
SIS SIS SSIIIIRS
ARSI SSISSSIIIIIIIN N
KIS S <, 0

0‘0‘¢

<
SIS
SeSesSee®

Slika 12: Gordonova krpa, ki interpolira mrezo krivulj na sliki 11.



Cavdek L. Bézierove in Gordon-Coons krpe.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2014 28

5 Zakljucek

V zakljucni nalogi smo spoznali matemati¢no ozadje Bézierovih krivulj in krp ter
Goordon-Coonsove krpe, ki se danes uporabljajo na razlicnih podrocjih. Bézierove kri-
vulje so poseben primer parametri¢nih krivulj, ki jih definiramo s kontrolnimi to¢kami.
Podobno velja tudi za Bézierove krpe, ki jih dolo¢imo s kontrolno mrezo. Coonsove
krpe smo definirali s Stirimi robnimi krivuljami, ki naj jih te krpe interpolirajo. Ugo-
tovili smo, da pri interpolaciji naletimo na vec tezav: krpe so splosc¢ene in sploscena.
Da bi odpravili napake, smo pogledali lastnosti parcialnih odvodov pri Coonsovih kr-
pah. Na koncu smo definirali se Gordonove krpe, ki so posplositev Coonsovih krp.
Razlikujejo se po tem, da imamo namesto robnih krivulj podano celo mrezo krivulj.
Vec¢ informacij najdemo v knjigi G. Farina Curves and surfaces for CAGD. Odkritja
Béziera, de Casteljaua, Coonsa in Gordona imajo tudi Se v danasnjih ¢asih pomembno

vlogo pri razvoju racunalniskega oblikovanja.
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Priloge



A Priloga

Algoritem 1: de Casteljauev algoritem

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

Vhod: kontrolne tocke in parameter N, ki nam pove, kako na gosto racunamo
tocke na krivulji

Izhod: graf krivulje in njen kontrolni poligon

function deCasteljau(kontrolneT,N)
m = size(kontrolneT)(1);
n = size(kontrolneT)(2);

T = zeros(3,N);
s = linspace(0,1,N);
for k = 1:N
t = s(k);
for j = 1:m
for i = 1:(n-1)
kontrolneT(i,:) = (1-t)*kontrolneT (i,:)+t*kontrolneT (i+1,:);
end;
end;
T(:,[k]) = kontrolneT(:,[1]);
end;
plot3(T(1,:),T(2,:),T(3,:));
hold on;
plot3(kontrolneT(1,:),kontrolneT(2,:),kontrolneT(3,:),’ro’);
hold on;
plot3(kontrolneT(1,:),kontrolneT(2,:) kontrolneT(3,:),’r’);
hold off;
end;




B Priloga

Algoritem 2: ploskevB

Vhod: kontrolne tocke in parameter N, ki nam pove, kako na gosto racunamo
tocke na krpi

Izhod: narise Bézierovo krpo

1 function ploskevB(kontrolneT,N)
2 m = size(kontrolneT')(1)-1;

3 n = (size(kontrolneT)(2)/3)-1;

4 t = linspace(0,1,N);

5 fori = 1:N

6 for j = 1:N

7 u = t(i);

8 v = t(j);

9 P(i,j,:) = bilinearna(kontrolneT,u,v,N);
10 end,;

11 end;

12 surf(P(:,:,1),P(:,:,2),P(:,:,3));

13 end;




Algoritem 3: bilinearna

Vhod: kontrolne tocke, parametra u,v, pri katerih racunamo tocke na ploskvi in
parameter N, ki nam pove, kako na gosto racunamo tocke na ploskvi

Izhod: izracuna tocke na Bézierovi krpi

1 function L = bilinearna(B,u,v,N)
2 T = zeros(N,N,3);

m = size(B)(1)-1;

n = (size(B)(2)/3)-1;

B1 = tenzor(B);

6 for k=1:m

7 for i = 1:(m-k+1)

8 for j = 1:(n-k+1)

w

'y

(S}

9 T(i,j,:) = (1-)*(1-v)*B1(i,j,:)+u*(1-v)*B1(i41,j,:)+ (1-u) *v*B1(i,j+1,)) +u*v*B1(i+1,j41,:);
10 end;

11 end;

12 B1=T;

13 end;

14 L=T(1,1,);

15 end;

Algoritem 4: tenzor

Vhod: kontrolne tocke

Izhod: matriko B pretvori v tenzor

1 function A=tenzor(B)
m=size(B)(1)-1;
n=(size(B)(2)/3) -1;

4 for k=1: m+1

N

w

5 for 1=1: n+1
6 A(k,l:)= B(k,3*1-2:3*]);
7 end;

8 end;




C Priloga

Algoritem 5: Coonsova krpa

Vhod: stiri mejne krivulje in njihova oglisca

Izhod: narise Coonsovo krpo in mejne krivulje

1 function krpaCoons(cl,c2,d1,d2,P1,P2,P3,P4)
2 u = linspace(0,1,N);

3 v = linspace(0,1,N);

4 R = zeros(N,N);

5 for i = 1:N

6 k =1;

7 for j = 1:N

8 re = (L-v(j))*el (1) +v(j)*e2(:,0);

9 rd = (1-u(i))*d1(:,j)+u(i)*d2(:));

10 ved = (1-u(i))*(1-v(5)) *P1u(i)* (1-v(7) P2+ (1-u(i) *v(5) *P3-+u(i) v () *P4;
11 R(i,k:(k+2)) = re4rd-red;

12 k = k+3;

13 end;

14 end;

15 P = tenzor(R);

16 surf(P(:,:,1),P(:,:,2),P(:,:,3));

17 hold on;

18 plot3(cl(1,:),c1(2,:),c1(3,:),'r", LineWidth’,2.5)
19 hold on

20 plot3(c2(1,:),c2(2,:),¢2(3,:),’r’,'LineWidth’,2.5)
21 hold on

22 plot3(d1(1,:),d1(2,:),d1(3,:),’g’,’LineWidth’,2.5)
23 hold on

24 plot3(d2(1,:),d2(2,:),d2(3,:),’g’,’LineWidth’,2.5)
25 hold on

26 end;
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Vhod: primer zapisa krivulj za algoritem 5

u = linspace(0,1,N);
v = linspace(0,1,N);
% cl = [u;0;u-u~2J;
clx = u;
cly = zeros(1,N);
clz = zeros(1,N);
fori = 1:N
clz(i) = u(i)-(u(i))"2;
end;

cl = [clx;cly;elz];

%2 = [u,1,ul;
c2X = u;

c2y = ones(1,N);
c2z = u;

c2 = [e2x;c2y;c22];
% dl = [0;v"2;v-v™2];
d1x = zeros(1,N);
dly = zeros(1,N);
fori = 1:N

dly(i) = (v(1))"2;

end;
dlz = zeros(1,N);
fori = 1:N

d1s(i) = v(i)-(v(D)) "2
end;
dl = [d1x;dly;d1z];
% d2 = [1;v;v];
d2x = ones(1,N);

d2y = v;

d2z = v;

d2 = [d2x;d2y;d2z];
P1 = [0;0;0];

P2 = [1;0;0];

[1;0;0];
P3 = [0;1;0];
P3 = [1;1;1];




Algoritem 6: vrednostCoons

Vhod: parametra u in v, stiri mejne krivulje ter njihova oglisca

Izhod: izracuna tocko na Coonsovi krpi pri parametrih u in v

1 function vrednostCoons(u,v,c1,c2,d1,d2,P1,P2,P3 P4)

2 rc = (1-v)*cl4+v*c2;

3 rd = (1-u)*d1+u*d2;

4 red = (1-u)*(1-v)*Pl4+u™*(1-v)*P2+(1-u)*v*P3+u*v*P4;
5 T = rc+rd-red

6 end;

Vhod: primer zapisa krivulj za algoritem 6

1 ¢l = [w;0;u-u~2];
2 ¢2 = [u;1;u];
3 dl = [0;v"~2;v-v~2;

4 d2 = [L;v;v];
5 P1 = [0;0;0];
6 P2 = [1;0;0];
7 P3 = [0;1;0];




D Priloga

Algoritem 7: Gordonova krpa

Vhod: krivulje, presecisca krivulj, vektor x in parameter N, ki nam pove, kako
na gosto racunamo tocke na krpi

Izhod: narise Gordonovo krpo

1 function krpaGordon(g-u,g_v,g-uv,x,N)
2 t = linspace(0,1,N);
3 R = zeros(N,N);

4 fori= 1:N
5 u = t(i);
6 k=1;
7 for j = 1:N
8 v = t(j);
9 m = size(g-u)(2);
10 n = size(g-v)(2);
11 gl = g2 =gl2 = 0;
12 for 1 = 1:m
13 gl = g_u(:,])*Lagrange(x,l,v)+gl;
14 g2 = g v(:,])*Lagrange(x,l,u)+g2;
15 c=0;
16 for s = 1:n
17 gl2 = g uv(l,s+c:s+c+2)*Lagrange(x,l,u) *Lagrange(x,s,v)+g12;
18 c = c+2;
19 end;
20 end;
21 R(i,k:(k+2)) = gl+g2-g12;
22 k = k+3;
23 end;
24 end;

25 P=tenzor(R);
26 surf(P(:,:;,1),P(:,:,2),P(:,:,3));

27 end;
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Vhod: primer zapisa podatkov za algoritem 7

£00=[0 0 0];
¢01=[0.5 0 0.25];
£02=[1 0 0];
¢10=[0 0.5 0.5];
gl1=[0.5 0.5 0.75];
g12=[1 0.5 0.5];
£20=[0 1 1];
g21=[0.5 1 1.25];
g22=[11 1];

guv=[g00 gl10 g20;g01 gl1 g21;g02 gl2 g22];
c0=[u;0;u-u"2;

c1=[1;0.5;0.54+u-u"2];

c2=[u;1;14u-u"2][;

g-u=[c0 cl c2J;
d0=[0;v;v];
d1=[0.5;v;0.25+v];
d2=[1;v;v];
g-v=[d0 d1 d2];
x=[0 0.5 1];

Algoritem 8: Lagrangeev polinom

N

3

4

5

6

Vhod: v vektor x so podane vrednosti polinoma, m je stopnja Lagrangeevega

polinoma, parameter u, pri katerem racunamo vrednost polinoma

Izhod: vrednost Lagrangeevega polinoma

function v = Lagrange(x,m,u)
n = length(x);
v = zeros(size(u));
for j = [1:m-1 m+1:n]
v = (u-x(j))./(x(m)-x(j)).*v;

end;




