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Izvlecek:

Medtem ko se ljudje v vsakdanjem zivljenju ucimo iz stika iz okolja, naprave nimajo
tovrstne sposobnosti. Pod vplivom vedenjske psihologije se je razvilo podroc¢je okrepi-
tvenega ucenja, pri katerem se oblikuje skupek algoritmov, ki posnemajo nacin vedenja
pri zivalih, ko se te sre¢ajo z novimi okolis¢inami. Pricujoce delo povzema teoreti¢no
ozadje algoritmov in jih uporablja pri problemu igranja igre Hex brez znanja o njenih
pravilih. S problemom se zelo dobro spopadejo tabularne metode, ki se ukvarjajo z
majhnim stevilom stanj, medtem ko se nevronskih mreze v povezavi z okrepitvenim
ucenjem za reSevanje problema na vecjih igralnih ploscah izkazejo za manj uspesne.
Robustnejse metode, ki v povezavi s posplosevanjem in nelinearno funkcijsko aproksi-
macijo prinasajo boljsa zagotovila konvergence, so Se vedno predmet stevilnih raziskav

in bodo v prihodnje zagotovo prinesle boljse rezultate.
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Abstract:

While humans interact and learn from the environment in their everyday lives, machines
are not naturally capable of the feat. An area of machine learning called reinforcement
learning has been inspired by behavioral psychology to create a set of algorithms to
mimic the way animals modify their behavior when exposed to new circumstances.
This work summarizes the theory behind these algorithms and applies them to the
problem of playing the board game Hex without any knowledge of the games’ rules.
While tabular methods that deal with small state spaces are found to perform very
well, the conjunction of neural networks with reinforcement learning to solve the pro-
blem on bigger boards provides less thrilling results. More robust methods that provide
better convergence guarantees when combined with generalization and non-linear func-
tion approximation are still actively being researched and will undoubtedly give better

results in the future.
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1 Uvod

Ucimo se skozi naSe celotno zivljenje. Eden izmed osnovnih nacinov ucenja temelji
na podlagi interakcije z okoljem. V racunalnistvu pogosto radi odidemo po poti po-
izkuSanja in prilagoditev, posebej ko verjamemo, da smo blizu resitvi. Vendar pa se ni
potrebno zazreti tako dale, kot je racunalnistvo. Ze kot otroci, ko se igramo s kockami
in mahamo z rokami, nimamo izrecnega ucitelja, imamo pa neposredno fizicno pove-
zavo z naso okolico. S svojim vedenjem vplivamo na okolje in nasa cutila uporabljamo
za pridobitev ogromne koli¢ine podatkov o vzrokih in ucinkih, o posledicah dejanj in
nacinih, kako doseci cilje. Skozi nase zivljenje predstavljajo tovrstne interakcije velik
vir znanja o nasem okolju in o nas samih. Ko se pogovarjamo z ljudmi, se zavedamo
kako se okolje odziva na nasa dejanja in iS¢emo nacin kako vplivati na rezultat z nasim
vedenjem.

Ceprav ni ene same standardne definicije inteligence, lahko razlicne predlagane de-
finicije med seboj primerjamo in hitro najdemo precejsnje podobnosti. V veliko prime-
rih, definicije inteligence vsebuje idejo, da se mora posameznik, ki je inteligenten, znati
prilagoditi okoljem, s katerimi se poprej Se nikoli ni srecal, in v njih doseci cilje [30].
Za inteligentno vedenje oc¢itno torej potrebujemo nacin, da ovrednotimo in razvrstimo
nove polozaje. Da se posameznik lahko uci in prilagaja svoje vedenje, mora znati
upostevati tudi informacije iz okolja in iz njih sklepati. Okrepitveno ucenje (angl. re-
inforcement learning) predstavlja teorijo o uéenju povecanja nagrade na voljo v okolici
in tako neposredno povecanje moznosti prilagoditve in prezivetja. Nekatere naloge so
prevec zapletene, da bi se jih opisalo v stati¢nem racunalniskem programu, kar je danes
pogost postopek. Nacin za dinamicno ucenje in razvijanje programa je pri nekaterih
nalogah torej potreben.

Prakti¢no vse aktivnosti zivali, podjetij in racunalniskih programov vkljucujejo niz
dejanj za dosego cilja. Tako pri voznji z avtomobilom na delo kot tudi med pripravo
jutranje kave obstaja cilj in zaporedje dejanj za uspesno opravljen cilj. Prilagodljiv
krmilni sistem, ki se zna uciti izvajati taksne sekvencéne naloge odlocanja lahko najde
vlogo v stevilnih domenah, kot so krmiljenje proizvodnega procesa, avtonomnih vozilih,
letalstvu in pripomockih za invalide. V pametnih sistemih, ki delujejo v dinamicnih
okoljih resni¢nega sveta, kjer se ni mogoce zanasati na obvladljive pogoje in kjer vladajo

negotovost ter ¢asovne omejitve, ima lahko odlo¢anje na podlagi okrepitvenega ucenja
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bistvene prednosti pred ostalimi vrstami ucenja.

Podrocje okrepitvenega ucenja sega v zelo razlicne discipline in je moéno povezano
s teorijo krmiljenja (angl. control theory), psihologijo in nevroznanostjo. Teorija krmi-
ljenja pripomore k reSevanju problema z analiticnega oziroma matematicnega vidika,
medtem ko se psihologija in nevroznanost za odgovore zgledujeta po bioloskih proce-
sih. Veliko temeljnih smernic je izpeljanih iz psihologije vedenja in ucenja; teorijah,
ki se ticejo nagrajevanja in pogojevanja dejanj. Algoritmicni pristopi so izpeljani pod
podobnimi naceli kot ljudje in zivali oblikujemo vedenja glede na odzive iz okolice.

Zamisel o gradnji inteligentni strojev sega v daljno preteklost; o tem so razmisljali
ze Egipcani. Cez leta se je razvilo veliko teorij, ampak sele z zacetkom sodobnega
racunalnika pred 60-imi leti sta se umetna inteligenca in strojno ucenje razvila v sa-
mostojno znanstveno podrocje [2]. Leta 1948 je Claude Elwood Shannon [4] napisal
predlog za Sahovski program, Arthur Samuel [1] pa je leta 1959 razvil rac¢unalniski
program, ki se je naucil igrati namizno igro dama z igranjem proti samemu sebi. V
zadnjih letih so se raziskave osredotocale bolj na posnemanje bioloskih modelov, da
be izdelale programe, ki resujejo probleme in razmisljajo kot ljudje. Nevronske mreze
(angl. neural networks), pri katerih gre za zelo poenostavljen model mozganov, so bile
uspesno uporabljene v vrsti aplikacijah. Po formalizaciji Samuelevega pristopa in obli-
kovanja ucenja na podlagi ¢asovne razlike lambda Richarda Suttona [20] je Richard
Tesauro [11] leta 1992 razvil racunalniskega igralca za igro Backgammon, ki je tekmo-
val proti najboljsim ¢loveskim igralcem na svetu. Ceprav je Tesaurova zdruzitev pri-
stopa okrepitvenega ucenja in nevronskih mrez pretresla podrocje umetne inteligence in
Backgammonske skupnosti, ni bilo veliko drugih uspehov v namiznih igrah [10, 23, 25].
Prenos Tesaurove resitve v najvecje namizne igre na podroc¢ju umetne inteligence —
Sah in Go — niso uspele; rezultati so bili slabsi, kot pa so jih dosegale konvencionalne
metode. Poleg namiznih iger se je okrepitveno ucenje uporabljalo tudi v problemih
robotike, razporejanja, dinami¢nih dodelitev in optimizacije [21].

V nadaljevanju naloge je v razdelku 1.1 pregledan izvor okrepitvenega ucenja iz ve-
denjske plati. Temu sledi pogled s stalis¢a umetne inteligence in inzenirstva, razisée pa
se tudi racunski pristop do ucenja iz interakcije. V poglavju 2 je formalno opredeljen
celotni problem okrepitvenega ucenja, resitve pa so predstavljene v poglavju 3 in 4.
Primerjajo se razli¢ni algoritmi, njihove lastnosti, povezave in kombinacije. Ker so cilji
in pravila pri abstraktnih namiznih igrah jasno opredeljeni, s ¢imer se poenostavita
model in simulacija, so priro¢no testno okolje za Studijo tovrstnega ucenja. Poleg tega
pa predstavljajo tudi zahteven in zanimiv problem. V poglavju 5 so resitve iz okrepi-
tvenega ucenja uporabljene v namizni igri Hex in na koncu v poglavju 6 razpravljeni

rezultati skupaj s pogledom na prihodnost.
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1.1 Psihologija

Okrepitveno ucenje ima korenine v psihologiji uc¢enja zivali, iz kjer izvira tudi samo ime.
Posebej se nanasa na klasiéno pogojevanje (angl. classical conditioning) in operantno

pogojevaje (angl. operant conditioning).

1.1.1 Klasi¢éno pogojevanje

Klasi¢no pogojevanje (imenovana tudi Pavlovo pogojevanje) je ucenje prek povezav oz.
asociacij.

V zacetku 20. stoletja je ruski psiholog Ivan Pavlov (1849-1936) med preuc¢evanjem
prebavnega sistema psov odkril vedenjski fenomen [13]: psi so se zaceli sliniti takoj,
ko so laboratorijski tehniki, ki so jih hranili, vstopili v sobo, ¢eprav psi Se niso dobili
hrane. Pavlov je spoznal, da so se psi zaceli sliniti, ker so vedeli, da bodo dobili hrano;
povezali so prihod tehnikov s hranjenjem.

S svojo ekipo je zacel proces raziskovati bolj podrobno. Opravil je vrsto eksperimen-
tov, pri katerih so bili psi izpostavljeni zvoku, tik preden so dobili hrano. Sistemati¢no
je nadzoroval ¢asovno razliko med pojavom zvoka in hrano ter zabelezil koli¢ino sline
pri psih. Najprej so se psi slinili samo, ko so hrano videli ali zavohali. Po veckrat
predstavljenem zvoku skupaj s hrano pa so se psi zaceli sliniti takoj, ko so zaslisali
zvok. Zvok so se namre¢ naucili povezati s hrano, ki mu je sledila.

Pavlov je odkril temeljni asociativni proces imenovan klasi¢no pogojevanje. Gre za
ucenje, pri katerem postane nevtralna spodbuda (na primer: zvok) povezana s spod-
budo, ki vedenje sprozi sama po sebi (na primer: hrana). Ko se povezava enkrat naudi,
poprej nevtralna spodbuda zadosca za pojav vedenja, ki je v vecji meri enakovredno
(Pavlov je opazil razliko v sestavi sline [17, 22, 29]).

Prihod tehnikov oz. zvok je Pavlov imenoval pogojena spodbuda (angl. conditioned
stimulus CS), ker je njen u¢inek odvisen od povezave s hrano. Hrano je imenoval
nepogojena spodbuda (angl. unconditioned stimulus US), ker njen uéinek ni odvisen od
predhodnih izkusenj. Podobno gre pri pogojenem odzivu (angl. conditioned response
CR) za odziv pogojene spodbude CS in pri nepogojenem odzivu (angl. unconditioned
response UR) za odziv nepogojene spodbude US. Pavlov je odkril, da je krajsi razmak
med zvokom in prikazom hrane povzrocil mocnejse in hitrejSe u¢enje pogojenega odziva
CR psa [34].

Pogojevanje je evolucijsko koristno, ker omogoca organizmom razviti pricakovanja,
ki jim pomagajo v dobrih in slabih okolis¢inah. Razvidno je na primeru zivali, ki
zavoha novo hrano, jo poje in poslediéno zboli. Ce se zival zna nauéiti povezave vonja
(CS) s hrano (US), se bo znala izogibati doloceni hrani ze po vonju.

Klasi¢no pogojevanje obravnava samo problem napovedovanja, ker odziv zivali ne
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1. Before conditioning 2. Before conditioning

R —
response

A —
response

Food Salivation Whistle No salivation
Unconditioned Unconditioned Neutral No conditioned
stimulus response stimulus response

3. During conditioning 4. After conditioning

—_—
response
Whistle Food Salivation Whistle Salivation
Unconditioned Conditioned Conditioned
response stimulus response

Slika 1: Klasi¢no pogojevanje piscalke namesto hrane za slinjenje pri psu [5].

vpliva na eksperiment, oziroma na splosno ne vpliva na okolje. Ucenje na podlagi
casovne razlike (angl. temporal difference learning), ki je opisano pozneje v raz-
delku 3.3, je bilo prvotno povezano predvsem s klasicnim pogojevanjem in problemom
napovedovanja, kjer pogojena spodbuda (CS), ki je vezana na poznejso nepogojeno
spodbudo (US), povzroci potrebo po ovrednotenju ¢asovne razlike vrednostne funkcije.
Cilj izracuna je zagotoviti, da postane pogojena spodbuda (CS) po u¢enju napovednik
nepogojene spodbude (US). Osnutek na temo algoritmicénih pristopov do eksperimentov
klasicnega pogojevanja sta sestavila Belkenius in Morén [3].

Ceprav je bilo ucenje na podlagi ¢asovne razlike sprva namenjeno resevanju pro-
blema napovedovanja, se uporablja tudi za resevanje problema optimalnega krmiljenja
(glej razdelek 3.3) [21].

1.1.2 Operantno pogojevanje

V klasicnem pogojevanju se organizem nauc¢i povezati nove spodbude z naravnim bi-
oloskim odzivom, kot je slinjenje ali strah. Organizem sam se ne nauci ni¢esar novega,
ampak se v prisotnosti novega signala zacne vesti na ze obstoje¢i nacin. Po drugi strani
pa gre pri operantnem pogojevanju za ucenje, ki se zgodi glede na posledice vedenja

in lahko vsebuje nova dejanja. Med operantno pogojevanje sodi primer, ko se pes na
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ukaz vsede, ker je v preteklosti za to dejanje dobil pohvalo. Za operantno pogojevanje
gre tudi, ko nasilnez v Soli grozi sosolcem, ker lahko tako doseze svoje cilje, ali ko otrok
domov prinese dobre ocene, ker so mu starsi v nasprotnem primeru zagrozili s kaznijo.
Pri operantnem pogojevanju se organizem uci iz posledic svojih dejanj.

Psiholog Edward L. Thorndike (1874-1949) je bil prvi, ki je sistemati¢no preucil
operantno pogojevanje. Izdelal je skatlo, katero je bilo mogoce odpreti samo po resitvi
preproste uganke. Vanjo je spustil macko in opazoval njeno vedenje. Sprva so macke
praskale in grizle naklju¢no, s¢asoma pa so slucajno potisnile na rocico in odprle vrata,
za katerimi je stala nagrada — ostanki ribe. Ko je bila macka naslednji¢ zaprta v skatlo,
je poizkusila manjse Stevilo neucinkovitih dejanj, preden se je uspesno osvobodila. Po
ve¢ poizkusih se je macka naucila skoraj takoj pravilno odzvati. [§]

Opazovanje tovrstnih sprememb v macjem vedenju je Thorndikeju pomagalo razviti
njegov zakon o ucinku, pri katerem gre za princip, da se odzivi, ki v doloceni situaciji
navadno pripeljejo do prijetnega izida, bolj verjetno pojavijo ponovno v podobni situa-
ciji, medtem ko je za odzive, ki tipicno pripeljejo do neprijetnega izida, manj verjetno,
da se ponovno pojavijo v tej situaciji. [9]

Vedenjski psiholog B. F. Skinner (1904-1990) je omenjene ideje razsiril in jih povezal
v bolj dovrsen sistem, ki opredeljuje operantno pogojevanje. Zasnoval je operantne
komore (tako imenovane Skinner Skatle) za sistemi¢no preucevanje ucenja, pri katerih
gre za zaprto strukturo z dovolj prostora za manjso zival, v kateri je slednja s pritiskom
na palico ali gumb prisla do nagrade v obliki vode ali hrane. Struktura je poleg tega
vsebovala tudi napravo za graficni zapis odzivov zivali. [5]

Najosnovnejsi eksperiment je Skinner izvedel na nacin, ki je zelo podoben Thorn-
dikejevem poizkusu z mackami. V skatlo je spustil podgano, katera se je sprva odzvala
po pri¢akovanjih - hitela je naokrog, vohljala in praskala po tleh ter stenah. Cez ¢as je
slucajno naletela na gumb in ga pritisnila ter s tem prisla do koscka hrane. Naslednji¢
je ze potrebovala manj ¢asa in z vsakim novim poizkusom je hitreje pritisnila na gumb.
Kmalu je pritiskala na gumb, ¢im je lahko jedla hrano. Kot pravi zakon o ucinku, se
je podgana naucila ponavljati dejanje, ki ji je pomagalo priti do hrane, in prenehala z
dejanjem, ki so se bila izkazala za neuspesna. [5]

Skinner je preuceval, kako zivali spreminjajo svoje vedenje v odvisnosti od okre-
pitve (angl. reinforcement) in kaznovanja (angl. punishment). Dolo¢il je izraze, ki
razlagajo proces operantnega ucenja (glej tabelo 1). Okrepitev je opredelil kot dogo-
dek, ki utrdi ali zvisa verjetnost nekega vedenja, kaznovanje pa je oznacil za dogodek,
ki oslabi ali zniza verjetnost nekega vedenja. Uporabil je Se izraza pozitivno in ne-
gativno za opredeliti, ¢e je spodbuda predstavljena ali odvzeta. Pozitivnha okrepitev
torej utrdi odziv s predstavitvijo necesa prijetnega in negativna okrepitev utrdi odziv

z znizanjem ali odvzemom necesa neprijetnega. Pohvala otroka za opravljeno domaco



Breulj R. Strojno ucenje iz interakcije.
Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2014

nalogo tako na primer sodi v pozitivno okrepitev, medtem ko predstavlja jemanje aspi-

rina za znizevanje glavobola negativno okrepitev. V obeh primerih okrepitev zvisa

verjetnost, da se vedenje v prihodnosti ponovi. [5]

Tabela 1: Vpliv pozitivne in negativne okrepitve in kaznovanja na vedenje.

Izraz Opis 1zid Primer
Pozitivna | Predstavljena ali Vedenje Otrok dobi slascico, potem ko
okrepitev | povecana prijetna je utrjeno | pospravi sobo

spodbuda
Negativna | ZmanjsSana ali odvzeta | Vedenje Starsi se prenehajo pritozevati,
okrepitev | neprijetna spodbuda je utrjeno | potem ko ko otrok pospravi

sobo

Pozitivno | Predstavljena ali Vedenje je | Ucéenec dobi dodatno domaco
kaznova- povecana neprijetna oslabljeno | nalogo, potem ko nagaja v
nje spodbuda razredu
Negativno | Zmanjsana ali odvzeta | Vedenje je | Otrok izgubi privilegij
kaznova- prijetna spodbuda oslabljeno | racunalnika, potem ko pride
nje pozno domov

Ceprav je razlika med okrepitvijo (povisanje verjetnosti vedenja) in kaznovanjem
(znizanje verjetnosti vedenja) navadno jasna, je v nekaterih primerih tezko doloéiti,
ali gre za pozitivno ali negativno. V vroc¢em poletnem dnevu je lahko svez veter za-
znan kot pozitivna okrepitev (ker prinese hladnejsi zrak) ali pa negativna okrepitev
(ker odvzame vroc¢ zrak). V nekaterih primerih je lahko okrepitev hkrati pozitivna in
negativna. Za odvisnika, jemanje drog hkrati prinese uzitek (pozitivna okrepitev) in
odstrani neprijetne simptome umika (negativna okrepitev).

Pomembno se je tudi zavedati, da okrepitev in kaznovanje nista zgolj naspro-
tna pojma. Spreminjanje vedenja s pomocjo pozitivne okrepitve je skoraj vedno
ucinkovitejSe od kaznovanja, ker pozitivna okrepitev pri osebi ali zivali izboljsa raz-
polozenje in pripomore k vzpostavitvi pozitivnhega razmerja z osebo, ki predstavlja
okrepitev. Med vrste pozitivne okrepitve, ki so u¢inkovite v vsakdanjem zivljenju,
sodijo izre¢ene pohvale in odobritve, podelitev statusa in prestiza ter neposredno de-
narno izplacilo. Pri kaznovanju pa je po drugi strani bolj verjetno, da bodo spremembe
vedenja samo zacCasne, ker temelji na prisili in vzpostavi negativno ter nasprotujoce raz-
merje z osebo, ki predstavlja kazen. Ko se oseba, ki kazen predstavi, iz okolja umakne,
se nezeleno vedenje najverjetneje vrne. [5]

Operantno pogojevanje je metoda ucenja, ki se uporablja pri treniranju zivali za

izvajanje razlicnih trikov. V filmih in na predstavah so zivali, od psov do konjev in
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delfinov, naucene dejanj z uporabo pozitivnih okrepitev — skacejo ¢ez ovire, se vrtijo,
pomagajo osebi pri vsakdanjih opravilih in izvajajo podobna zanje neobicajna deja-
nja. [5]

Velikokrat se pri ucenju hkrati izvajata klasi¢no in operantno pogojevanje. Ucitelji
imajo s seboj napravo, ki proizvede dolocen zvok. Ucenje se zacne z nagrajevanjem
zelenega enostavnega dejanja s hrano (operantno pogojevanje) in hkrati z vzpostavlja-
njem povezave med hrano in zvokom (klasi¢no pogojevanje). Hrana se tako lahko po
intervalih izpusti in pred dejanjem se doda Se zvocni ukaz, na katerega zelimo vezati
uceno dejanje (klasi¢no pogojevanje). Tako z nagrado hrane povezemo samo zvocni
ukaz, ki je predstavljen pred dejanjem. Kompleksnejsa dejanja se naucijo postopoma
iz enostavnejsih z nadaljnjo povezavo spodbud, kar se imenovuje proces oblikovanja. [5]

Tudi domaci ljubljencki se obnasanja naucijo na podlagi teh konceptov; ne samo
na ukaz, ampak tudi samega vedenja na povodcu, do tujcev itd. S to metodo se zivali
lahko nauci celo razlikovati med podobnimi vzorci, s ¢imer lahko znanstveniki na zivalih
preverjajo sposobnost u¢enja. Porter in Neuringer [7] sta golobe na primer naucila, da
so razlikovali med razli¢nimi vrstami glasbe, Watanabe, Sakamoto in Wakita [33] pa
so jih naucili razlikovati med razlicnimi stili umetnosti.

Operantno pogojevanje se od klasicnega razlikuje v tem, da spremeni vedenje do
okolja. Ne obravnava ve¢ samo problema napovedovanja, ampak Sirsi problem krmi-

ljenja.
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2 Problem okrepitvenega ucenja

Okrepitveno ucenje (angl. reinforcement learning) po [21] je ucenje, kaj narediti ozi-
roma kako izbirati dejanje, da povecamo Steviléni nagrajevalni signal. Ucencu niso ni-
koli predstavljena pravilna ali optimalna dejanja, kot pri vecini oblik strojnega ucenja.
Katera dejanja prinesejo najvecjo nagrado mora sam odkriti s poizkusanjem. Skozi
interakcijo z okoljem se uci posledic svojih dejanj. V najbolj zanimivih in tezavnih pri-
merih imajo dejanja vpliv ne le na takojsnjo nagrado ampak tudi na naslednji polozaj in
posledi¢ne nagrade. Te dve znacilnosti, iskanje s poizkusanjem in zakasnjene nagrade,
so dve najpomembnejsi lastnosti okrepitvenega ucenja.

Okrepitveno ucenje se od nadzorovanega ucenja (angl. supervised learning) razli-
kuje v tem, da nima izobrazenega zunanjega nadzornika, ki u¢encu predlozi primere
in rezultate. Nadzorovano ucenje je pomemben tip ucenja, vendar pa ni primerno za
ucenje iz interakcije. V interaktivnih problemih je velikokrat neprakti¢no pridobiti pri-
mere zelenega vedenja, ki so pravilni in hkrati predstavljajo vsa stanja v katerih mora
ucenec delovati. V neznanem okolju, kjer bi si lahko predstavljali, da je ucenje najbolj
koristno, se mora ucenec uciti iz svojih izkusenj.

To poglavje formalno definira dele okrepitvenega ucenja ter doloci predpostavke, ki

so potrebne za opis resitev v sledecih poglavijih.

2.1 Elementi okrepitvenega ucenja

Cilj algoritmov okrepitvenega ucenja je optimizirati vedenje ucenca (angl. agent).
Ucenec je tisti, ki se skozi interakcijo odloca o dejanjih (angl. action) za resitev zadane
naloge (angl. task).

Ucenec se s svojimi dejanji vede na okolje (angl. environment). Cesar uéenec ni
zmozen poljubno spremeniti se smatra kot izven ucenca in pripada okolju. Ucenec in
okolje neprestano vplivata drug na drugega; ucenec izbira dejanja in okolje se nanje
odziva s predstavitvijo novih stanj (angl. state) uéencu. Okolje ob prehodih na nova
stanja oddaja tudi steviléne nagrade (angl. reward), katere ucenec skusa povecati
skozi cas. Natancneje, ucenec in okolje sta v interakciji v vsakem koraku diskretnega
zaporedja casa t = 0,1,2,3,.... V vsakem koraku ucenec prejme predstavitev stanja

okolja, s; € S, kjer je S mnozica vseh moznih stanj. Glede na stanje se odloé¢i za
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dejanje, a; € A(s), iz mnozice moznih dejanj. En ¢asovni korak pozneje prejme ucenec
kot posledico svojega dejanja steviléno nagrado, r;11 € R, in se znajde v novem stanju,
s¢y1. Slika 2 prikazuje opisan potek interakcije med ucencem in okoljem. Tovrstna
opredelitev elementov okrepitvenega ucenja ustreza Stevilnim tezavam. Ni nujno, da
casovni koraki predstavljajo fiksne intervale v resnicnem casu, lahko se nanasajo na
poljubne zaporedne faze odlocanja oziroma delovanja. Dejanja so lahko na zelo nizkem
nivoju, kot na primer napetosti, ki krmilijo roko robota, ali pa na visokem nivoju, ko
gre na primer za izbiranje, v katero Solo se vpisati ali pa kaksno hrano pripraviti za
vecerjo. Stanja so lahko tudi v zelo razlicnih predstavitvah, od nizkonivojskih od¢itkov
senzorjev do abstraktnih simboli¢nih opisov sob. Na splosno lahko med dejanja sodijo
katerekoli odlocitve, o katerih se zelimo uciti, med stanja pa vse, kar nam lahko pomaga

pri teh odlocitvah. Edini cilj u¢enca je, da poveca prejete nagrade ¢ez cas.

|
Agent |

—

reward action
d a,

:1 Freg r

" s | Environment

Slika 2: Interakcija med u¢encem in njegovim okoljem [21].

Politiko (angl. policy) m imenujemo pravilo po katerem se ucenec odloca katero
dejanje izvesti v vsakem od stanj. 7 drugimi besedami: politika preslikuje stanja v
dejanja. Sama po sebi zadostuje za popolno definirano vedenje. V casu t predstavlja
mi(ag|se) verjetnost, da ucenec izvede dejanje a; v stanju s;. V psihologiji koncept
politike ustreza povezavam spodbud z odzivi. V splosnem so politike lahko stohasticne.

Nagrajevalna funkcija (angl. reward function) opredeljuje cilje v nalogi okrepitve-
nega ucenja, saj predstavlja vecanje nagrad Cez cas edini ucencev cilj. V grobem,
nagrajevalna funkcija stanja okolja preslikuje v realno stevilo, r;, nagrado, ki predsta-
vlja trenutno zazelenost stanja. Pozitivne nagrade spodbujajo obiske stanj, negativne
pa jih odvracajo. Oddane nagrade kazejo, kako dobro se u¢enec vede v okolju; nagrade
opredeljujejo dobre in slabe dogodke. Uporaba nagrajevalnega signala za formalizacijo
ideje cilja je ena izmed najbolj znacilnih lastnosti okrepitvenega ucenja. Ceprav se

tovrstno oblikovanje ciljev sprva morda zdi omejujoce, se je v praksi izkazalo za zelo
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fleksibilno in primerno. Stevilne nagrade so pogosto enostavno definirane kot +1 ali
—1. Bistveno je, da nagrade to¢no dolocajo zadan cilj. Nagrajevalni signal ni primerno
mesto za podeljevanje ucenca s predhodnim znanjem kako doseci cilj. Ucenca se pri
igri Saha praviloma nagradi samo v primeru zmage, ne pa za dosego podciljev, kot je
zavzemanje nasprotnikovih figur. Ce nagrajujemo tovrstne podcilje, se zna zgoditi, da
ucenec najde pot, kako doseci podcilje, ne da bi dosegel koncen cilj. V primeru saha, bi
lahko nasel nac¢in zavzemanja nasprotnikovih figur tudi na racun izgubljene igre. Na-
grajevalna funkcija je nac¢in komuniciranja z robotom kaj naj doseze, ne pa o samem
nacinu, kako naj to doseze. V bioloskem sistemu se nagrade lahko opredelijo kot uzitek
ali bole¢ina. V psihologiji so to okrepitve ali kaznovanje. Nagrajevalna funkcija mora
obvezno biti del okolja in ucenec je ne sme biti zmozen spreminjati. Na splosno so
nagrajevalne funkcije lahko stohasticne.

Medtem ko nagrajevalna funkcija oznacuje kaj je dobro v takojsnjem smislu, wvre-
dnostna funkcija (angl. value function) V' doloca kaj je dobro na dolgi rok. Vrednostna
funkcija izraza tako takojsnjo kot dolgoro¢no nagrado, ki se lahko pricakuje iz obiska
stanja, in sicer izraza skupno koli¢ino nagrade, za katero lahko ucenec predvidi, da
jo bo ¢ez cas prejel z zacetkom v dolocenem stanju. Vrednosti upostevajo stanja, ki
si najverjetneje sledijo, in nagrade teh stanj. Vrednostna funkcija V' preslikuje stanja
s v vrednosti v. Najpomembnejsi del skoraj vseh algoritmov okrepitvenega ucenja je
ucinkovito ocenjevanje vrednosti. Tudi v vsakdanjem zivljenju velikokrat ocenjujemo
in napovedujemo dolgoro¢no vrednost situacij, kar nam predstavlja nemajhen izziv.
Stanja z visoko takojsnjo nagrado so lahko dolgoro¢no slaba in imajo nizjo vrednost
kot alternativna. Slas¢ica ima na primer kratkorocen uzitek, ampak pogosto ni naj-
boljsa izbira hrane kar se tice nasega telesnega zdravja. Veljati zna tudi obratno, in
sicer ima stanje lahko zelo nizko takojsnjo nagrado, ampak se scasoma izkaze za naj-
boljso izbiro. Nasa pot do sluzbe je lahko hitrejsa, ¢e ne izberemo najkrajSe poti po
dolzini, ampak upostevamo promet do katerega nas zadana pot pripelje. Tudi zivali se
pri operantnem ucenju ucijo vrednosti in ne le takojsnjih nagrad. Hitro se naucijo, da
na dolgi rok nagrade prejmejo hitreje, ¢e se pravilno vedejo, kot pa, ¢e se ne. Medtem
ko so nagrade primarne, so vrednosti sekundarne. Brez nagrad ne bi bilo vrednosti,
a vedemo se glede na ocene vrednosti. Razlika je tudi v tem, da nagrade prihajajo iz
okolja, vrednosti pa moramo neprestano ocenjevati ucenci sami. Vrednostna funkcija
doloca politiko vedenja, saj zelimo s slednjim povecati nagrade, katere opisuje funkcija
opisuje.

Vrednostna funkcija dejanj (angl. action-value function) @ je enakovredna vredno-
stni funkciji z razliko, da stanja s slika neposredno v dejanja a. Vrednostna funckija V'
doloca vrednost v stanja s (V(s) = v), medtem ko vrednostna funkcija dejanj doloca

vrednost v dejanja a (Q(a) = v).
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Nekateri algoritmi znajo uporabiti tudi model okolja, pri drugih je pa opuscen.

2.2 Konéni Markov proces odlocanja

V okrepitvenem ucenju se ucenec vede na podlagi signala iz okolja, ki ga imenujemo
tudi stanje okolja. V tem razdelku je opisano kaj se zahteva od signala stanja in kaksne
informacije je smiselno pricakovati od signala.

Po eni strani lahko signal stanja pove veliko ve¢, kot samo trenutne meritve. Stanja
so lahko predstavljena z mo¢no obdelanimi originalnimi meritvami ali pa s zapletenimi
strukturami, ki so zgrajene skozi ¢as. Ko na primer sliSimo odgovor “da”, se znajdemo
v zelo razliénih stanjih odvisno od predhodnega vprasanja, ki ga ne slisimo vec.

Po drugi strani pa ne smemo predpostavljati, da nam signal stanja zna povedati
vse o okolju, ali celo vse kar nam bi prislo prav za odlocanje. Ce igramo igro s kartami
ne smemo predvidevati, da bomo izvedeli kaj imajo drugi igralci v rokah ali pa katera
je naslednja karta na vrhu kupa. Ce uéenec odgovori na telefon, ne smemo predposta-
vljati, da ve kdo ga klice vnaprej. V obeh primerih obstajajo skrite informacije stanja,
ki jih u¢enec ne more vedeti, ker jih ni nikoli prejel.

Idealno si zelimo signal stanja, ki povzame vse uporabne predhodne informacije.
Za to je navadno potrebna ve¢ kot samo trenutna informacija, ampak nikoli ve¢ kot
celotna preteklost vseh prejetih informacij. Za signal stanja, ki zadrzi vse uporabne
predhodne informacije pravimo, da je Markov oziroma, da ima Markovo lastnost. Na
primer, pri igri Stiri v vrsto je trenutna konfiguracija vseh polj Markovo stanje, ker
povzame vse pomembne informacije o poteku igre. Ceprav je veliko informacije o
poteku igre izgubljene, je vse pomembno Se vedno na voljo.

Pri kon¢nem §tevilu stanj in nagrad, je v splosnem dinamika okolja definirana samo

s popolno porazdelitvijo verjetnosti
/
PT{Tt-i-l =T,841 =S |SO7 g, 71,y St—1, Qt—1, T, St, at} (21)

na odziv okolja v ¢asu t + 1, na dejanje v ¢asu ¢ in za vse vrednosti r, s’ in prej$njih
dogodkov Sg, ag, 71, - .., St_1, Gr_1, T, S¢, a;. Ce ima signal stanja Markovo lastnost, pa je
odziv okolja v ¢asu t 4+ 1 odvisen samo od stanja in dejanja v ¢asu ¢ in lahko dinamiko

okolja definiramo z dolocitvijo le porazdelitve verjetnosti
PT{TtH =T, 5t41 = 3/|5t7 Gt}, (2-2)

za vse r, s, s in a;. Povedano drugace, signal stanja ima Markovo lastnost in
je Markovo stanje, ¢e in samo Ce je (2.1) enako (2.2) za vse s, r, in preteklosti
S0, A0, 71y - -5 Si—1,0¢—1,T¢, S¢, Ay V tem primeru pravimo, da ima celotno okolje in na-

loga Markovo lastnost.
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Ce ima okolje Markovo lastnost, lahko iz enostavne dinamike predhodnega stanja
(2.2) napovedujemo naslednje stanje in naslednjo nagrado za trenutno stanje in dejanje.
V tem okolju lahko napovedujemo vsa stanja in nagrade v prihodnosti enako dobro kot
bi lahko s popolno preteklostjo do trenutnega ¢asa. Sledi enako, da je najboljsa politika
izbire dejanj v Markovem stanju enako dobra kot najboljsa politika izbire dejanj s
trenutnim stanjem in popolno zgodovino.

Ceprav Markova lastnost velikokrat ne drzi popolnoma v nalogah okrepitvenega
ucenja, je vseeno zelo primerno razmisljati o stanju v okrepitvenem ucenju kot pri-
bliznemu Markovemu stanju, saj name omogoca nam razmisljati o odlocitvah in vre-
dnostih na podlagi trenutnega stanja.

Naloga okrepitvenega ucenja, ki izpolnjuje Markovo lastnost, se imenuje Markov
proces odlo¢anja (angl. Markov decision process — MDP). Ce gre pri prostoru stanj in
dejanj za koncen prostor, temu pravimo koncéen Markov proces odlocanja (angl. finite
MDRP).

Koncen MDP je torej popolnoma definiran s:
e konc¢no mnozico dosegljivih stanj S,
e kon¢no mnozico izvedljivih dejanj A,

e prehodno funkcijo, definirano na vseh stanjih iz S in za vsa dejanja iz A, ki je
za prehod v stanje s’ € S odvisna samo od trenutnega stanja s € S in dejanja
a€ A

P(s'|s,a) = Pr{s;1 = §'|s; = s,a; = a}, (2.3)

e nagrajevalno funkcijo, ki je, posledi¢no od prehodne funkcije, tudi odvisna samo

od trenutnega stanja in trenutnega dejanja:

R(s,a,s") = E[ryalse = s,ap = a, 8041 = 5. (2.4)

2.3 Diskretno okrepitveno ucenje

Ta razdelek povzema okrepitveno ucenje v diskretnem primeru, v katerem je prostor
stanj okolja diskreten in koncen, ¢as pa je razdeljen v diskretne korake.

Politika 7 slika stanje v dejanje, kot je omenjeno v razdelku 2.1. Za konéne MDP
lahko definiramo tudi optimalno politiko (angl. optimal policy) 7*. Naj bosta 7 in 7*
politiki in V, vrednostna funkcija politike 7w ter V, . vrednostna funkcija politike 7*.

Politika 7* je optimalna, ¢e ima vrednostno funkcijo V;« z naslednjo lastnostjo

Ve (8) >= V(s), Vs, (2.5)
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za vse mozne politike 7.

Kar je bilo do sedaj navedeno kot pricakovana dolgorocna nagrada, se pogosto
imenuje pricakovan donos (angl. expected return). Formalna definicija donosa nekega
stanja v ¢asu t za poslednje nagrade 7141, 7140, Tty ... je

T—t—1
Ry =ru1 + 2 + Y res + -+ Ty = Z Vorisne1s (2.6)
k=0

kjer je 0 <~ < 1. Donos je vsota vseh nadaljnjih nagrad, ki jih pricakujemo po casu
t do konc¢nega stanja v ¢asu T. V koncnem stanju definiramo, da je prehod mozen
samo v isto stanje in nagrada ob prehodu vedno nicelna. S tem lahko poenotimo
epizodicne in neskoncéne naloge z uvedbo konstante v, ki predstavlja faktor popuscanja
(angl. discount factor), s tem da je lahko T' = oo ali v = 1, ampak ne oboje hkrati.
Pri neskonénih nalogah, ki jih ne moremo razdeliti na epizode, je T" = oo, saj se nikoli
ne koncajo, hkrati pa mora biti v < 1, drugace lahko donos postane neskonc¢en. Faktor
popuscanja doloca, koliko zelimo upostevati prihodnje nagrade. Z ~ = 0 se osredotoci

samo za trenutno nagrado. Pri epizodi¢nih nalogah, kot so igre, je navadno v = 1.
Za konéne MDP lahko vrednost stanja s po politiki 7, ti. vrednostno funkcijo V,(s),
definiramo kot pricakovan donos iz stanja s z nadaljnjim upoStevanjem politike 7,

formalno:
o

k
E YV Ttrk+1

k=0

Vﬂ—(S) = EW[Rt|St = S] = Eﬂ—

S = 3] ) (2.7)

kjer E.[.] predstavlja pricakovano vrednostjo, ¢e ucenec sledi politiki 7.
Podobno lahko vrednost dejanja a v stanju s po politiki 7, ti. vrednostno funkcijo
dejanj Q(s, a), definiramo kot pri¢akovan donos iz stanja s ob dejanju @ in nadaljnjim

upostevanjem politike 7, formalno:

Qr(s,a) = Ex[Ry|sy = s,a; = a]| = E,

oo
k
E YV Ti4k+1
k=0

St =S, a4y = a] : (2.8)

2.4 Raziskovanje in izkoriscanje

Eden od izzivov okrepitvenega ucenja, ki jih ne najdemo v ostalih oblikah strojnega
ucenja, je kompromis med raziskovanjem (angl. exploration) in izkoris¢anjem (angl.
exploitation). Med u¢enjem, ko uc¢enec uporablja priblizek optimalne vrednostne funk-
cije za svoje vedenje, mu to omogoca pridobiti najvecjo znano nagrado, ampak nikjer
ni zagotovil, da je ta znana politika tudi v sploSnem najboljsa. Boljsa resitev bi mogoce
lahko bila najdena, ¢e bi ucenec imel dovoljenje raziskovati dejanja, ki jih Se ni poiz-
kusil.
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Spodaj opisana e-pozresna izbira dejanj je zelo preprosta in se v praksi pogosto
uporablja. Obstaja Se veliko drugih metod, nekaterih bolj kompleksnih od drugih. Vec
primerov je v delu Thrun [27] ter Sutton in Barto [21].

2.4.1 e-pozreSna izbira dejanj

Eden izmed najbolj enostavnih pristopov k izbiri dejanja za ravnovesje med razisko-
vanjem in izkoris¢anjem je uvod parametra e, ki doloci verjetnost izbire naklju¢nega
dejanja. Po tej metodi u¢enec ob vsakem koraku izbere nakljuéno dejanje z verjetnostjo
€ in pozresno dejanje z verjetnostjo 1 — €.

Velikokrat je koristno izbrati veliko nakljuénih dejanj ob zacetku ucenja in nato, ko
ucenje napreduje, znizati pogostost nakljuc¢nih dejanj. S tem v fazi najvecjega ucenja
¢imbolj raziscemo prostor stanj. Znizanje vrednosti € logicno zniza stopnjo raziskovanja
in zvisa stopnjo izkoris¢anja. Tezava pri e-pozresni metodi izbiranja dejanj (angl. -
greedy action selection) je v tem, da ne obstaja preprost na¢in za izbiro vrednosti €. V
veliko primerih je tezko izbrati, kdaj povecati ali znizati Stevilo naklju¢nih dejanj, ki

naj jih ucenec izbere.



Breulj R. Strojno ucenje iz interakcije.
Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2014 15

3 Tabularne resitve

V tem poglavju so opisani klju¢ni algoritmi okrepitvenega ucenja v njihovih enostavnih
oblikah — ko je prostor stanj in dejanj dovolj majhen za predstavitev ocenjene vredno-
stne funkcije s poljem ali tabelo. V teh primerih znajo algoritmi najti optimalno
vrednostno funkcijo in optimalno politiko vedenja. To je v nasprotju z aproksima-
cijskimi metodami opisanimi v naslednjem poglavju, katere znajo najti le priblizne

resitve, ampak jih lahko uc¢inkovito uporabljamo na veliko vecjih problemih.

3.1 Dinamicno programiranje

Richard Bellman je avtor dinamicnega programiranja (angl. dynamic programming —
DP), izraza, ki se nanasa na zbirko algoritmov, katere lahko uporabimo za izrac¢unati
optimalno politiko za MDP. Algoritmi dinami¢nega programiranja za delovanje po-

trebujejo popoln in natancen model okolja. Vsi se nanasajo na Bellmanovo enacbo

[18]

o
k
= FEr |t +7 E VTt 4k+2
k=0

Vi(s) = Ex[Ri|s; = s

[ >
k
=FE; E YV Ttk+1
L k=0

St:S]

R(s,a,s") +vE;

= ZW(GIS) Z P(s'|s,a) Z’Ykrt+k+2 St41 = 3/”
a s’ k=0

- Zw(a|s) Z P(s'|s,a) [R(s,a,s") + vV (s)]. (3.1)

Bellmanova enacba pravi, da je mozno izra¢unati vrednost vseh stanj s, torej V(s) z
rekurzivnimi koraki ¢ez vsa stanja, ki so povezana s stanjem s. Izraz povezana je tukaj
definiran na naslednji na¢in: dve stanji s in s’ sta povezani, Ce in samo ¢e je P(s'|s,a) >
0 pri vseh a € A. Postopek se ponovi za vsak s povezan s s, dokler ne pridemo do
kon¢nega stanja. Verjetnost P(s’|s,a) doloca, koliksen vpliv ima izraz R(s,a,s’) +
YV (s'") vpliv na vrednost stanja s. Pomembno se je zavedati, da potrebujemo za

izracun enacbe celotno prehodno funkcijo P. Ce je P znan, se enacba razsiri na sistem
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enacb, ki ga lahko resimo enostaven nacin.

Bellman je opozoril na tezavo, da se stevilo izracunov, ki so potrebni za reSitev
sistema enacb, veca eksponentno z Stevilom vhodnih dimenzij. Poimenoval jo je pre-
kletstvo dimenzionalnosti (angl. the curse of dimensionality). Gre za dobro znano
tezavo na podrocju strojnega ucenja, izvira pa iz dejstva, da se prostor stanj veca
eksponentno s stevilom vhodnih dimenzij.

Teorem izboljsanja politike (angl. policy imporvement theorem) navaja, da ko spre-
menimo pot politike na pot, ki je po vrednostni funkciji boljsa, dobimo izboljsano
politiko. Ta lastnost se uporablja tako v metodah dinamicnega programiranja kot tudi
v veliki meri drugih algoritmov okrepitvenega ucenja, kamor sodijo tudi algoritmi, ki

so opisani v nadaljevanju.

3.2 Metode Monte Carlo

Za razliko od metod DP, metode Monte Carlo (MC) vrednostno funkcijo ocenjujejo
na podlagi interakcije z okoljem in ne potrebujejo popolnega znanja o okolju. Metode
Monte Carlo potrebujejo samo izkusnje — vzorcna zaporedja stanj, dejanj in nagrad —
ki jih pridobijo med interakcijo z okoljem ali pa iz simuliranih interakcij z okoljem. Za
presenetljivo veliko aplikacij je enostavno simulirati vzoréne epizode, ¢eprav je tezko
zgraditi celoten ekspliciten model prehodnih verjetnosti, ki jih potrebujejo DP metode.

Metode Monte Carlo so nacin reSevanja problema okrepitvenega ucCenja z pov-
precenjem donosov stanj iz celotnih epizod. Ker so vrednosti stanj enostavno samo
predviden donos — predvidena nabrana zakasnjena nagrada — z zacetkom v tem sta-
nju, lahko za oceno iz izkusenj preprosto povprecimo pridobljene donose iz tega stanja.
Postopoma s pridobitvijo vecje kolicine donosov povprecje konvergira k pricakovani
vrednosti. Samo po zakljucku epizode se ocenjene vrednosti in politika spremenijo.
Ucenje torej poteka postopoma iz epizode do epizode in ne iz enega stanja v drugega.

Ce zelimo oceniti Vi(s), tj. vrednost nekega stanja s po politiki 7, imenujemo
vsak pojav stanja s v enem od epizod obisk (angl. wvisit) stanja s. Metoda every-visit
MC oceni V,(s) kot povprecje donosov po vsakem obisku stanja s v vsaki epizodi,
metoda first-visit MC' pa uporablja samo povprecje donosov po prvem obisku stanja s
v vsaki epizodi. Oba algoritma po pravilu o velikih stevilih konvergirata k pricakovani
vrednosti V(s), ko gre stevilo obiskov stanja s v neskonénost [31].

Naivna implementacija povprecenja donosov je hranitev vsakega prejetega donosa
R; za vsako stanje. Ko nato potrebujemo oceno vrednosti stanja, lahko to enostavno

1Izracunamo z
- R1+R2+"'+RKS

(3.2)
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kjer so Ry,..., Rk, vsi prejeti donosi v stanju s pred casom ¢ in K Stevilo prejetih
donosov. Problem pri tej preprosti implementaciji je, da se spominske in racunske
zahteve Cez Cas neomejeno povecujejo. Vsak nov donos po obisku stanja potrebuje vec
spomina za shrambo in izracun V;(s) potrebuje ve¢ casa.

Taksna implementacija seveda ni potrebna. Enostavno je oblikovati postopno pra-
vilo posodobitve, ki potrebuje konstanten ¢as in spomin. Naj bo V. za neko stanje
ocena vrednosti za k-ti donos, to je povprecje prvih £ — 1 donosov. Povprecje vseh k

donosov lahko potem izracunamo z

(Ri + kVi — Vi)

1
=V, + % [Rk — Vk] , (33)

kar drzi tudi za k£ = 1.
Ta oblika postopnega pravila posodobitve (3.3) se pogosto uporablja v algoritmih
okrepitvenega ucenja, kateri svoje ocene posodabljajo ¢ez cas. Splosna oblika tega

pravila je
NovaOcena < StaraOcena + Velikost Koraka [Cilj — StaraOcena) . (3.4)

Izraz [Cilj — StaraOcena) je napaka (angl. error) v oceni vrednosti. Napaka se zniza
s korakom proti cilju (angl. target), ki predstavlja zazeleno smer, v katero bi se radi
premaknili; v zgornjem primeru je to k-ti donos.

Parameter velikosti koraka (angl. step-size) se v zgornji metodi spreminja v vsakem
casovnem koraku (%) V literaturi ga pogosto zaznamuje « in je podan v intervalu
[0, 1]. ITmenuje se tudi stopnja ucenja (angl. learning rate), saj doloca hitrost, s katero
se pomikamo proti ciljni vrednosti. V praksi je velikokrat konstanten ali pa se niza cez
cas.

Enostavno pravilo posodobitve vrednosti nekega stanja s; na podlagi every-visit

MC metode lahko torej opisemo z
V(St) <— V(St) + O{[Rt - V(St)], (35)

kjer je R; dejanski donos. Monte Carlo metode pocakajo dokler ni znan celoten donos

stanja, preden ga uporabijo za oceno V' (s;) — pocakajo torej do konca epizode.
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Pomemben dejavnik pri metodah MC je ta, da so ocene vsakega stanja neodvisne.
Ocena enega stanja ne gradi na oceni kateregakoli drugega stanja, kot velja pri DP
metodah. Lastnost grajenja ene ocene vrednosti na podlagi druge ocene vrednosti
imenujemo zagon (angl. bootstrapping).

7 delnim modelom okolja so vrednostne funkcije zadostne za izbiro dejanj; eno-
stavno pogledamo naprej, v katero stanje nas dejanje pelje. Brez modela pa vredno-
stne funkcije niso zadostne za krmiljenje. Eksplicitno moramo oceniti vrednost vsakega
dejanja v vsakem stanju, da se bomo znali vesti. Ocena vrednostne funkcije dejanj,

Q(s,a) je v glavnem enaka, kot za V' (s):

Q(8t, ar) < Q(5¢,a¢) + a[Ry — Q(s¢, ay)]. (3.6)

MacKay [6] povzema Monte Carlo metode v splosnem, Sutton in Barto [21] pa v

aplikaciji na okreptivenem ucenju.

3.3 Ucenje na podlagi casovne razlike — TD(0)

Ucenje na podlagi ¢asovne razlike (angl. temporal-difference — TD) je ena izmed osre-
dnjih idej v okrepitvenem ucenju. Medtem ko metode Monte Carlo za izrac¢un poso-
dobitve V(s;) ¢akajo do konca epizode, metode TD pocakajo en sam casovni korak.
V ¢asu t + 1 ze tvorijo ciljno vrednost in jo skupaj z zaznano nagrado r:;; in oceno
V (s¢+1) uporabijo za posodobitev ocene prejsnjega stanja V'(s;). Najenostavnejsa TD
metoda, znana kot TD(0) je

Vi(st) <= V(se) + alripa + 9V (se01) = Vsi))- (3.7)

Pri posodobitvi MC metode je ciljna vrednost Ry, pri TD pa riq + vVi(siy1). Cilj
posodobitvenega pravila za TD izhaja neposredno iz Bellmanove enacbe (3.1).

Tako kot metoda DP, tudi TD uporablja zagonsko lastnost grajenja ocene vrednosti
prejsnjega stanja na podlagi ocene vrednosti trenutnega stanja. Hkrati pa ima TD tudi
lastnost MC metode, da ne potrebuje modela okolja. Klju¢na prednost TD metod je,
da posodabljajo ocene iz koraka v korak napram MC metodam, ki morajo pocakati na
celoten donos, Se posebej ko so epizode dolge.

Stevilo 0 v TD(0) se nanasa na dejstvo, da algoritem posodobi samo vrednost enega
prejsnjega stanja. Obstaja seveda tudi zelo podoben algoritem za oceno vrednosti
dejanj:

Q(5t,ar) < Q(81, ar) + alrips +¥Q(Se41, arr) — Qst, ar)], (3.8)

z imenom SARSA(0) (State;, Action;, Rewardy, 1, State, 1, Action;1).
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Obe metodi konvergirata k optimalni politiki, ¢e je a dovolj majhen oziroma se
zmanjsuje ¢ez Cas in ¢e so vsa stanja oziroma vsi pari (stanje, dejanje) obiskani ne-
skonénokrat [32].

3.4 Zdruzitev metod — TD()\)

TD(0) glede na obiskano stanje posodobi samo vrednost prejsnjega stanja. Novost pri
TD(\) algoritmu je sposobnost, da razsiri znanje nazaj v poljubno stevilo vrednosti
prejsnjih stanj.

Za dosego tega se uvaja faktor A v intervalu [0, 1], ki doloca koliko dale¢ nazaj se
znanje Siri — koliko prejsnjih stanj bomo posodabljali oziroma s koliksnim vplivom jih
bomo posodabljali. Z A = 0 dobimo TD(0) metodo (znanje se razsiri samo na prejsnje
stanje), z A = 1 pa MC metodo (znanje se razsiri na vsa prejSnja stanja). TD(A)
predstavlja most med metodo MC in TD(0).

Splosna ciljna vrednost za TD()) je

R} =(1-X>_ x'R", (3.9)
n=1

kjer je donos Ri’”) razSirjen iz ocene vrednosti enega koraka v prihodnosti
Rgl) = 741+ YV (St41) (3.10)
na oceno vrednosti n-tega koraka v prihodnosti
Rﬁ") =11 F g2+ Y i YV (Sp4m)- (3.11)
Za primerjavo se pri metodi MC uporablja to¢en donos
Ry =11 +yrepa + Vs + -+ g (3.12)

Ciljna vrednost predstavlja povprecje donosov za vse razlicne dolzine korakov, kjer je
vsak donos uteZzen z \"~!. Normalizacijski faktor 1 — \ poskrbi, da se uteZi sestevajo
v vsoto 1. Donos enega koraka dobi najvecjo utez, 1 — \; donos drugega koraka dobi
drugo najvecjo utez (1 — X\)\; donos tretjega koraka dobi utez (1 — A)A? in tako dalje.
V vsakem koraku se utez zniza za A.

Splosno pravilo posodobitve vrednostne funkcije lahko torej podamo z
V(s) < V(se) + a[R} — V(sy)). (3.13)

Za prakti¢no implementacijo algoritma potrebujemo dodatno spremenljivko za vsako

stanje, ki doloca kolikSen vpliv bo imelo neko prihodnje dejanje na vrednost tega stanja.
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Te spremenljivke imenujemo sledi primernosti (angl. eligibility traces) e. Posodabljamo

jih po pravilu ekumulacijskih sledi (angl. accumulating traces)

)\ -~ S .
et(S) _ YAEt 1(8) ce s # St; (314)
yAe—1(s) +1 ce s = sy,
ali pa zamengalnih sledi (angl. replacing traces)
)\ _ =, .
6t(5> _ { YAE 1(5) ce s # St; (315)
1 e s = sy,

kjer je v faktor popuscanja, kot je opisano v predhodnem razdelku. Na vsakem ko-
raku se sledi primernosti znizajo za v\, sled obiskanega stanja pa se zvisa za 1 ali pa
ponastavi na 1. Parameter \ se iz tega razloga imenuje tudi parameter popuscanja
sledi (angl. trace-decay parameter). 7 akumulacijskimi sledmi se sled poveca za 1 ob
vsakem obisku, kar jo lahko dvigne nad vrednostjo 1, medtem ko se pri zamenjalnih
sled vedno ponastavi na 1. V poljubnem c¢asu sledi dolocajo, katera stanja so bila
nedavno obiskana. 7'D(1) z akumulacijskimi sledmi je logi¢no povezan z every-visit
MC, TD(1) z zamenjavnimi sledmi, pa z first-visit MC [31]. Ceprav je razlika majhna,
lahko zamenjalne sledi pripeljejo do znatno hitrejsega ucenja [21].

Celoten algoritem T'D()) za napoved vrednosti z zamenjalnimi sledmi je predsta-

vljen v tabeli 2. Napaka v oceni vrednosti pri TD metodah je
6t = Te11 + YVi(Se41) — Vil(se) (3.16)
katera se prenese na posodobitve vseh vrednosti stanj, ki imajo nenicelne sledi:
AVi(s) = ader(s), Vs e S. (3.17)

TD algoritem za krmiljenje SARSA(A) se je razvil iz TD(A) preprosto z zamenjavo
Vi(s) za Qi(s,a) in e:(s) za e;(s,a) (tabela 3), podobno kot pri SARSA(0).
Singh in ostali so dokazali, da TD(\) konvergira k optimalni resitvi [32].
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Tabela 2: Algoritem TD(\) z zamenjalnimi sledmi.

Inicializiraj V' poljubno
Za vsako epizodo:
Inicializiraj e(s) =0, Vs € S
Inicializiraj s
Za vsak korak:
a < dejanje po 7w za s
Izvedi dejanje a, opazuj nagrado r in naslednje stanje s’
d—r+V(s)—V(s)
e(s) <1
Za vsak s € S:
V(s) < V(s) + ade(s)
e(s) «+ yhe(s)
s« 8

dokler ni s kon¢no stanje

Tabela 3: Algoritem SARSA()) z zamenjalnimi sledmi.

Inicializiraj @) poljubno
Za vsako epizodo:
Inicializiraj e(s,a) =0, Vs € S,Va € A(s)
Inicializiraj s, a
Za vsak korak:
Izvedi dejanje a, opazuj r, s’
a < dejanje po m za s
Izberi dejanje @’ iz stanja s’ po politiki iz ) (npr. e-pozresno)
J—r+7Q(s,d) —Q(s,a)
e(s,a) « 1
Za vsak s € S'in a € A(s):
Q(s,a) < Q(s,a) + ade(s,a)
e(s,a) < yAe(s,a)
s« sa<+d

dokler ni s konc¢no stanje
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4 Posplosevanje in funkcijska

aproksimacija

Vi algoritmi do sedaj so predpostavljali, da ocenjene vrednosti hranimo v tabeli, torej
z enim vpisom za vsako vrednost. Tezava je v tem, da je to mogoce le pri majhnemu
Stevilu stanj in dejanj. Problem ni samo v koli¢ini potrebnega spomina, ampak tudi
v casu in koli¢ini podatkov, ki so potrebni za pravilno ocenjevanje celotne tabele.
Potrebujemo nacin za posploSevanje znanja iz izkusenj omejenega Stevila stanj.
Posplosevanje je izérpno preuceno v obliki funkcijskih aproksimacij na podrocju
nadzorovanega ucenja — umetnih nevronskih mrezah, prepoznavi vzorcev in stati-
sticnem prilagajanju krivulj. Naceloma lahko katerokoli izmed teh metod uporabljamo
v okrepitvenem ucenju — posebej popularne so nevronske mreze in metode gradient

descent.

4.1 Nevronske mreze

Eden izmed najzanimivejsih in najbolj raziskanih funkcijskih aproksimatorjev se zgle-
duje po najspretnejSem posplosevalcu v naravi — mozganih. Umetne nevronske mreze
(angl. artificial neural network) so v splosnem opredeljene kot sistem povezanih mo-
delov nevronov, ki znajo iz ve¢ vhodnih vrednosti izracunati eno izhodno.

Newvroni se logitno povzemajo kot linearna funkcija y(x), kjer je vsaka vrednost iz

vhodnega vektorja x utezena z vrednostjo iz uteZnega vektorja w:
y(x) = wlx + wp. (4.1)

Ce je vhodni vektor dvodimenzionalen, potem utezni vektor dolo¢a orientacijo ravnine
in w (angl. bias) doloca pravokotno razdaljo ravnine od sredis¢a prostora. Na funkcijo
lahko gledamo tudi s stalis¢a funkcijske aproksimacije, kjer pri vhodu x spreminjamo
w, da dosezemo zelen izhod y(x). Pogosto se rezultat spusti Se skozi monotoni¢no

nelinearno aktivacijsko oziroma preklopno funkcijo ¢
y(x) = g(wix + wp). (4.2)

Ceprav je ¢ nelinearna funkcija, je odlo¢itvena meja e vedno linearna, ker je ¢ mono-

tonic¢na.
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Najpogostejsi aktivacijski funkciji sta sigmoidni zaradi enostavnosti izra¢una njunih

odvodov: logisticna funkcija (zaloga vrednosti [0, 1])

1
= 4.3
o) = 1 (43)
in hiperboli¢na tangentna funkcija (zaloga vrednosti [—1,1])
1 — 6—2a
tanh(a) = —. 4.4
anb(a) = 1y (4.4)

Zaradi simetrije in na splosno boljsih rezultatov se pri ucenju priporoca uporaba
tanh [37].
Za ucenje nevrona — da vemo v katero smer moramo spremeniti utez — moramo

definirati neko napako E glede na izhod nevrona:
Wt+1 = W¢ + OéEXt. (45)

Posamezni nevroni se niso zmozni nauciti nelinearno loc¢ljivih vzorcev, kot je na
primer logi¢na funkcija XOR [24]. Ce pa nevrone povezemo v vecnivojsko feedforward
nevronsko mrezo (angl. multilayer feedforward neural network) z vsaj tremi nivoji in
dovolj velikim stevilom nevronov v srednjem nivoju, postane mreza univerzalni apro-
ksimator — poljubno natan¢no lahko aproksimira poljubno zvezno funkcijo, ki slika iz
realnih stevil v realna sStevila [16]. Feedforward pomeni, da mreza nima usmerjenih
ciklov oziroma, da informacija iz vhodov na izhode potuje samo v eno smer.

Med probleme nevronskih mrez sodi veliko Stevilo spremenljivk, ki jih moramo
dolo¢iti empiri¢no (Stevilo nivojev, stevilo nevronov v vsakem nivoju, stopnje ucenja),
neenotna predstavitev vhodov, zacetne vrednosti utezi, poc¢asna hitrost uc¢enja, preko-

merno prilagajanje (overfitting ali overtraining) in konvergiranje k lokalnem minimumu.

4.2 Zdruzitev TD()) z nevronskimi mrezami

Ucenje na podlagi casovne razlike TD(A) lahko zdruzimo z metodo gradient descent
za izracun napake in uporabimo backpropagation algoritem za razsiritev napake po
nevronski mrezi [2].

Posodobitveno pravilo za utez nevrona v tem primeru postane

IV (sy)

aWt

Wei1 = Wi — (R} — V(s,)) (4.6)

Izrazeno s sledmi primernosti:

W1 = Wy — adiey, (4.7)
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kjer je 6; TD-napaka (angl. TD-error)
0t =11 + YV (8041) — V(se) (4.8)

in e je vektor sledi primernosti, ena sled za vsako utez v vektorju wy,

IV (sy)

aWt

ey = 7)\et_1 + (49)

z eg = 0.

Ce politika vedenja oziroma vzoréenje sledi dinamiki MDP-ja v interesu, potem
linearni funkcijski aproksimatorji s TD(A) dokazano konvergirajo z verjetnostjo 1 [15].
Za offline vzorcenje in nelinearne funkcijske aproksimatorje, kot so nevronske mreze z
backpropagation, pa ni zagotovljena konvergenca; Stevilni primeri kazejo, da divergi-

rajo [14], ¢eprav obstajajo tudi empiri¢ni uspehi, kot je TD-Gammon [11].
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5 Ucenje na namizni igri Hex

V tem poglavju so metode okrepitvenega ucenja uporabljene na rac¢unalniski simulaciji
namizne igre Hex. Najprej je opisana igra in njena pravila ter lastnosti, nato so pred-
stavljene implementacije razlicnih metod. Na koncu poglavja so primerjani Se rezultati

iz ucenja.

5.1 Ozadje

Hex je abstraktna potezna strategija za dva igralca. Igra se na heksagonalni mrezi,
katera je navadno urejena v obliki romba. Velikost mreze je poljubna. Medtem ko je v
namizni razli¢ici pogosto v velikosti 11 x 11, so v tem primeru zaradi velikega Stevila
stanj raziskane predvsem velikosti 3 x 3 in 4 x 4.

Vsak od igralcev ima dodeljeno eno barvo, pri ¢emer so pogoste zlasti rdeca in
modra ali bela in ¢rna. Igralci izmeni¢no zavzemajo polja eno po eno, dokler eden
izmed igralec ne poveze nasprotni stranici svoje barve. Zmaga tisti igralec, ki prvi
vzpostavi povezavo med svojima stranicama.

Hex spada v kategorijo konénih (tj. konca se v kon¢énem Stevilu korakov) deter-
ministicnih (tj. brez nakljuénih dejavnikov) iger za dve osebi s popolno informacijo o
stanju. Igra se nikoli ne more konc¢ati neodlo¢no — nasprotniku lahko povezavo stranic
prepre¢imo samo tako, da povezemo svoji stranici. Ko so stranice mreze enako dolge,
ima prednost prvi igralec. Ker je Hex koné¢na igra s popolno informacijo, ki se ne
more koncati neodloceno, sledi, da ima ali prvi ali drugi igralec zmagovalno strategijo.
Ce predpostavimo, da ima drugi igralec zmagovalno strategijo, jo lahko prvi igralec
“ukrade” s tem, da naredi poljubno potezo in nato sledi zmagovalni strategiji drugega
igralca. Dodatna poteza za bodisi igralca v kateremkoli polozaju lahko samo izboljsa
polozaj tega igralca, kar pomeni, da je prvi igralec v prednosti in ima on zmagovalno
strategijo. Formalen dokaz je Maarup opisal v [35]. Ta argument samo dokazuje obstoj
zmagovalne strategije in je ne opisuje eksplicitno.

Even in Tarjan [28] sta dokazala, da je ugotavljanje, ali je dolocen polozaj v igri Hex
zmagovalen, PSPACE-polno. Splosno se domneva, da se PSPACE-polnih problemov

ne da resiti z uéinkovitimi algoritmi (tj. v polinomskem casu).
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5.2 Implementacija

Igra — tako okolje kot igralci — je implementirana v programskem jeziku Java za izko-
ristek mocne standardne knjiznice in enostavne izvedbe graficnega vmesnika za vse tri

glavne operacijske sisteme.
Celotna naloga, vklju¢no z izvorno kodo in KTEX dokumenti, je dostopna na sple-

tnem naslovu https://github.com/SephiRok/Hex.

5.2.1 Graficni vmesnik

Spremljajoce k igralni logiki in algoritmom ucenja je dodelan graficni vmesnik.

666 Hex
Waorld
Width: 4
Height: 4 Blue Player None
A 000 | Human
Processing delay: | 2000 | [AI] Table TDGV B + [Al] Random '
Restart delay: 2000 W/L: 317159/152616 (68%) [Al] Table TD(\)
) Streak: 81230 wins since 388545 [AI] ANN TD(A)
Liekleard 0.0 State value: 1.0 <mevalie 00—
Win reward: 1.0 [0 Error: 0.0
Loss reward: -1.0 | Reset | | Save | | Load | | Reset | | Save | | Load |
| Reset World |
[mBesehflayz |

'iv

Slika 3: Graficni vmesnik implementacije igre Hex.

V zgornjem delu okna najdemo vrsto nastavitev, katere lahko spreminjamo med
delovanjem programa. Na levi so podani parametri okolja: velikost mreze, zakasnitev
pri obdelavi, zakasnitev po konc¢ani igri, nagrada za posamezno potezo, nagrada za

zmago, nagrada za poraz in gumbi za ponastavitev okolja ali igralcev. Na desni pa


https://github.com/SephiRok/Hex
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so podani parametri igralcev. Za oba igralca — modrega in rdecega — lahko izbiramo
med implementiranimi ucenci. Modri igralec ima prvi korak pri vsaki igri. Na voljo so
naslednje moznosti: brez igralca, ¢loveski igralec, nakljuéni igralec, TD(\) tabularni
ucenec in TD()A) ucenec z nevronsko mrezo. Implementacija ucencev je podrobneje
opisana v sledecih razdelkih. Pod imenom uc¢enca najdemo tudi nekaj njegove statistike:
razmerje med zmagami in porazi, Stevilo zaporednih zmag, ocena vrednosti trenutnega
stanja in ocena napake. Ucence (njihove naucene vrednosti ter statistiko) lahko tudi
ponastavimo, shranimo za poznejso rabo ali pa nalozimo v program.

V spodnjem delu okna se nahaja igralna mreza v obliki romba. Stranice igralne
povrsine so v barvi posameznega igralca. Za zmago mora igralec povezati stranici svoje
barve. Ce je dolocen cloveski igralec, lahko s klikom na posamezno polje zavzamemo
prosta polja. Pred potezo igralca z umetno inteligenco pa je v sredini posameznega
polja prikazana njegova ocenjena vrednost za zavzem tega polja.

Graficni vmesnik in rac¢unski del sta v lo¢enih nitih. Med seboj komunicirata s

posiljanjem sporocil.

5.2.2 QOkolje

Okolje igre je zgrajeno na osnovnih nacelih okrepitvenega ucenja, ki so opisani v raz-
delku 2.1.

Osnovna zanka okolja je opisana s psevdokodo v tabeli 4.

Tabela 4: Osnovna zanka okolja igre Hex.

Okolje ponastavi na zacetno stanje
Sporoci zacetek igre
Ponavljaj:
Ce ni zmagovalca:
Naslednjemu igralcu sporoci stanje in ga vprasaj za potezo
Potezo sporoéi graficnemu vmesniku
Preveri, ce je poteza zmagovalna
Igralcu sporoci nagrado za potezo, zmago ali poraz
drugace:
Sporoci zakljucek igre in zmagovalca
Okolje ponastavi na zacetno stanje

Sporoci zacetek igre

Stanje je s strani okolja opisano preprosto z opredelitvijo imetnika vsakega polja.
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Nagrajevalna funkcija je dolo¢ena na naslednji nacin:

1.0 Za 7mago;
r(s) =< —1.0  za poraz; (5.1)
0.0 drugace,

za ucenje najkrajse poti za povezavo dveh stranic pa je zanimiva tudi funkcija

1.0 Za 71mago;
r(s) =< —1.0  za poraz; (5.2)
—1.0 drugace.

5.2.3 TD(\) tabularni ucenec

Namesto ucenja vrednosti stanj ali parov stanje-dejanje pred potezo kot je obicajno,
ta ucenec ocenjuje vrednosti stanj po svoji potezi. Sutton in Barto [21] taksna stanja
imenujeta afterstate, njihovo vrednostno funkcijo pa afterstate value function. Taksen
pristop je uporaben, ko vemo, kaksna bo neposredna posledica naSega dejanja —imamo
delni model okolja — kot navadno velja pri igrah. Pri igri Hex vemo, kaksno bo stanje
igre za vsako nase mozno dejanje. Afterstate ocene so naravna pot za izrabo tega
znanja in privedejo do ucinkovitejSe metode ucenja.

Razlog, zakaj je algoritem ucinkovitejsi, ¢e je zasnovan na stanjih afterstate, je
razviden iz slike 4. Konvencionalne metode slikajo stanja in poteze v ocene vrednosti,
ampak veliko teh parov doprinese do enakega sledecega stanja. Afterstate ocene ti dve
enakovredni oceni zdruzijo v eno, kar privede do hitrejSega uc¢enja — ucenje o enem

dejanju se avtomaticno prenese na drugo dejanje.

X X
o] + X olx +

Slika 4: Dva razlicna para stanja in dejanja privedeta do enakega posledi¢nega sta-
nja [21].

Pri implementaciji ocenjevanja afterstate vrednosti pa nastopi tudi tezava. Algo-

ritma TD(A) (tabela 2) ne moremo uporabiti neposredno, ker je namenjeno napovedo-
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vanju vrednosti stanja pred dejanjem in ne po dejanju — nagrade pri TD(\) prispevajo
k oceni stanja pred dejanjem. Tezavo lahko nazorno prikazemo s primerom poteze
do koné¢nega stanja pri igri Hex. Predpostavljajmo, da smo v stanju s; eno potezo
pred zmago. Ko izvedemo zmagovalno potezo a; preidemo v konc¢no stanje s;iq in
dobimo nagrado 7,1 = 1. Po TD(\) se ta nagrada uposteva za posodobitev vrednosti
stanja pred zmagovalno potezo s;, kar ni ustrezno za nas primer. Ce nagrado tako
upostevamo, nagrada sploh ne bo vplivala na stanje ki je pravzaprav povzrocilo zmago
Str1. S tem povsem izgubimo vrednotenje koncénega stanja; nagrade so v sploSnem

nepravilno zamaknjene za en ¢asovni korak:
V<St) — V(St) + Oé[TtJrl + ’}/V(StJrl) - V(St)] (53)

Ce se zgledujemo po krmilnem algoritmu SARSA()) (tabela 3), opazimo, da oce-
njuje vrednost samega dejanja Q(s,a). Vrednost izvedenega dejanja Q(s;, a;) se poso-
dobi z uporabo vrednosti naslednjega dejanja Q(s;+1, a;+1). Nagrada se za nas primer
pravilno uporabi za posodobitev izvedenega dejanja a;. Tezava za afterstate vrednosti
v tem primeru nastopi pri pridobitju vrednosti za naslednje stanje. Ker je po nasem
dejanju na vrsti za potezo naslednji igralec, stanja po tem v katerega preidemo ne

moremo predvideti:

Q8¢ ar) + Q(s¢, ar) + afripr +YQu(se41, arr1) — Qulse, ar)). (5.4)

Kljuc resitve je ravno pri zamiku nagrade. V casu t za predkonéno stanje s; moramo
uporabiti nagrado r; namesto nagrade r;.1. Po konc¢ani igri pa moramo zato sproziti
ucenje Se za koncéno stanje s;y; in uporabiti nagrado ry;. 7 drugimi besedami: za

posodabljanje prejsnje afterstate vrednosti moramo uporabiti prejsnjo nagrado:
V(sy) < V(se) + afry + 9V (si41) — V(se)]. (5.5)

Celoten algoritem ucenca je podan v tabeli 5. Vrednosti stanj in sledi primernosti se
v tabelo dodajo ob prvem obisku v zivljenju ucenca, privzeto imajo neobiskana stanja
vrednost V' (s) = 0 in sledi primernosti e(s) = 0. A(s) je mnozica vseh moznih dejanj
v stanju s, mnozica P pa vsebuje vsa obiskana stanja v posamezni igri. Ostale oznake
so enake kot v prejsnjih poglavjih.

Parametri so bili dolo¢eni empiri¢no. Faktor popuscanja v je nastavljen na 1, saj
gre za epizodic¢ni problem, stopnja ucenja o na 0.95, parameter popuscanja sledi A na

0.6 in € na 0.

5.2.4 TD(\) uéenec z nevronsko mrezo

Ta uc¢enec uporablja tudi afterstate vrednosti, kot je opisano v prejsnjem razdelku 5.2.3.
Algoritem se drugace nanasa povsem na TD()), metodo gradient descent in na algori-

tem backpropagation, kot so opisani v 4. poglavju.
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Tabela 5: Algoritem tabularnega TD(A) u¢enca za igro Hex.

Inicializiraj obiskana stanja v tej igri P = ()
Za vsako igro:
e(s) < 0,Vse P
s <— stanje iz okolja
P+ {s}
r <0
Za vsako zahtevano potezo:
s < stanje iz okolja
Ponastavi ()
Za vsak a € A(s):
Simuliraj dejanje a, opazuj naslednje stanje s’
Q(a) < V(s)
a < max, @(a) oz. nakljuéno dejanje e-verjetno
Izvedi dejanje a in opazuj naslednje stanje s’
d—r+V(s)—=V(s)
e(s) « 1
Za vsak s € P:
V(s) < V(s) + ade(s)
e(s) < V(s) + ve(s)
P <+ PU{s}
r <— nagrada iz okolja
dokler se igra ne zakljuci
J—r+0—-V(s)
e(s) «+ 1
Za vsak s € P:
V(s) « V(s) + ade(s)
e(s) < V(s) +vAe(s)
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Nevronska mreza je sestavljena iz treh polnopovezanih slojev: vhodni, skriti in iz-
hodni. V vhodnem sloju je Sirina X viSina X 2 nevronov ter bias nevron. Ti predstavljajo
vhode na enostaven nacin: vsako polje je predstavljeno z dvema nevronoma. Eden od
njiju dobi vrednost 1, ¢e ima prvi igralec to polje, drugace 0. Drugi dobi vrednost 1, ce
ima drugi igralec isto polje, drugace 0. V skritem sloju je stevilo vhodnih nevronov x
1,5 nevronov ter bias nevron. Izhodni nevron je samo eden in doloca vrednost stanja
oziroma stanja afterstate. Bias nevroni drzijo konstantno vrednost 1. Aktivacijska
funkcija za vse nevrone razen izhodnega je hiperboli¢na tangentna funkcija (4.4). Iz-
hodni nevron ima linearno aktivacijsko funkcijo.

Faktor popuscanja v je nastavljen na 1, saj gre za epizodi¢ni problem, globalna

stopnja ucenja a na 0,001, parameter popuscanja sledi A na 0,1 in € na 0,2.

5.2.5 Nakljuéni igralec

Nakljuéni igralec preprosto izbira nakljuéno dejanje med moznimi dejanji A(s) iz vsa-

kega stanja s € S.

5.3 Rezultati

Ker je lahko prvi igralec v igri Hex s pravilno strategijo vedno zmagovalec, temeljijo
vsi preizkusi uc¢enja na prvem oziroma modrem igralcu. Cilj se je potemtakem nauciti
optimalne strategije za vse mozne polozaje. Za ucenje se bo v eksperimentih prvi
igralec pomeril s tabularnim ucencem in nato z naklju¢nim uc¢encem. Najprej bodo
raziskani primeri za velikost 3 x 3 in nato Se za 4 x 4.

Vsi podatki so dobljeni iz same aplikacije s pomocjo izpisovanja statistike v teks-
tovno datoteko ob koncu vsake igre. Povpreéne napake v oceni vrednosti stanja d so

izracunane z enostavnim drse¢im povprecjem (3.3) TD(A) napak d;:

o =re + 7V (st11) — V(se), (5.6)
- — 1
5,5 - 6{;_1 "‘ ; [5t - 6}5—1 . (57)

5.3.1 Hex 3 x 3

Pri velikosti mreze 3 x 3 se najboljse izide tabularni ucenec, ko se ima moznost uciti
proti enakemu algoritmu tudi v vlogi drugega igralca (slika 5). V tem primeru gre
za teoreticno dokazan algoritem, ki konvergira k optimalni resitvi, kar u¢enca pomaga
nauciti brezhibnega igranja v samo 215 igrah (63 porazih). Ce pa tabularnemu ucencu

prepustimo samo naklju¢nega nasprotnika, ta porabi znatno ve¢ casa, da se nauci
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pravilno ocenjevati vrednosti stanj, saj je kakovost potez nasprotnika veliko nizja. V
eksperimentih je za popolno napoved vrednosti stanj potreboval 1821 iger (103 poraze).
V grafih na slikah 6 in 7 vidimo, da je u¢enje v primeru tabularnega proti tabularnemu

veliko bolj zgoscéeno.

L L L 2 3
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Slika 5: Graf porazov pri u¢enju TD(\) tabularnega ucenca za igro Hex 3 x 3.
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Slika 6: Graf povprecne napake pri uc¢enju TD(\) tabularnega ucenca proti TD(\)

tabularnemu ucencu za igro Hex 3 x 3.

Pri ucencu z nevronsko mrezo pa je zgodba drugaéna. Ceprav se ucenec nauci
zadostno koli¢ino dobrih potez za zmagati priblizno 75 % iger proti nakljuénemu uéencu
in priblizno 60 % iger proti tabularnemu ucencu (slika 8), algoritem ne konvergira k

pravilni resitvi in se nikoli ne naué¢i optimalne strategije (sliki 9 in 10).
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Slika 7: Graf povprecne napake pri ucenju TD()\) tabularnega ucenca proti na-

kljuénemu igralcu za igro Hex 3 x 3
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Slika 8: Graf porazov pri u¢enju TD(A) ucenca z nevronsko mrezo za igro Hex 3 x 3.
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Slika 9: Graf povpreéne napake pri uc¢enju TD(\) ucenca z nevronsko mrezo proti

TD()) tabularnemu ucencu za igro Hex 3 x 3
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Slika 10: Graf povprecne napake pri uéenju TD(\) ucenca z nevronsko mrezo proti

nakljuénemu ucencu za igro Hex 3 x 3
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5.3.2 Hex 4 x4

Tabularni ucenec pri velikosti 4 x 4 ponovno dokazuje konvergentne lastnosti, vendar
zaradi veliko vecje koli¢ine stanj potrebuje veliko ve¢ iger, da se nauci vseh kombi-
nacij (slika 11). V boju proti tabularnemu igralcu se vseh moznosti naué¢i v 400.000
igrah (150.000 porazih), v boju proti nakljuénemu igralcu pa se pravilnim vrednostim
zelo pribliza v 5.000.000 igrah (100.000 porazih), vendar se Se vedno pojavljajo tudi
stanja pri katerih predvidi napac¢no vrednost, kar privede do redkih porazov (sliki 12
in 13). Slabost tabelnega pristopa pri velikosti 4 x 4 postane o¢itna, nesposobnost po-
splosevanja privede do dolgotrajnega ucenja ter velike koli¢ine potrebnega delovnega

spomina (tabeli 6 in 7).
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Slika 11: Graf porazov pri ucenju TD(A) tabularnega uc¢enca za igro Hex 4 x 4.
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Slika 12: Graf povpre¢ne napake pri uéenju TD(X) tabularnega ucenca proti TD(\)

tabularnemu ucencu za igro Hex 4 x 4
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Slika 13: Graf povpreéne napake pri ucenju TD(A) tabularnega ucenca proti na-

kljuénemu ucencu za igro Hex 4 x 4

Medtem ko ima pri manjSem Stevilu stanj uc¢enec z nevronsko mrezo obcutno slabost
proti tabelnemu ucencu, lahko pri 4 x 4 vidimo prednosti pri posplosevanju, uporabi
spomina ter hitrosti uc¢enja. Na zalost pa opazimo tudi nadaljevanje slabih zagotovil
o konvergentnosti (slika 14). V primeru proti tabularnemu u¢encu divergira (slika 15),

proti nakljuénemu pa obstane v lokalnem minimumu (slika 16).
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Slika 14: Graf porazov pri u¢enju TD(\) z nevronsko mrezo za igro Hex 4 x 4.
Prostor za predstavitev stanj in njihovih vrednosti zavzema v vseh primerih, razen

pri 4 x 4 tabularnem ucencu, zanemarljivo koli¢ino prostora, ceprav v Java okolju zaradi

graficnega vmesnikom to predstavlja 80 MB za zanemarljivo koli¢ino podatkov.
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Slika 15: Graf povprecne napake pri u¢enju TD()\) ucenca z nevronsko mrezo proti

TD(A) tabularnemu uéencu za igro Hex 4 x 4
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Slika 16: Graf povprecne napake pri uéenju TD()\) uenca z nevronsko mrezo proti

nakljuénemu ucencu za igro Hex 4 x 4

Tabela 6: Stevilo iger in porazov do ni¢elne povpreéne napake ucencev igre Hex.

Ucenec : nasprotnik Napaka | Stevilo iger | Stevilo porazov
3 x 3 tabularni : tabularni 0 215 63

3 x 3 tabularni : nakljuc¢ni 0 1.821 103

3 x 3 nevronska mreza : tabularni | 0,0003 3.414 1.679

3 X 3 nevronska mreza : nakljucni | 0,0003 2.550 1.651

4 x 4 tabularni : tabularni 0 ~ 428.000 ~ 150.000

4 x 4 tabularni : nakljuc¢ni ~0 ~ 5.000.000 | ~ 100.000

4 x 4 nevronska mreza : tabularni | Divergira | / /

4 x 4 nevronska mreza : nakljucni | 0,18 69.000 7.845
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Tabela 7: Prostorske zahteve ucencev igre Hex.

Ucenec Delovni spomin Shranjen na | Shranjen na disku
za ucenje disku (stisnjeno)

3 x 3 tabularni 80 MB 66 kB 5 kB

3x3z 80 MB 6 kB 9 kB

nevronsko mrezo

4 x 4 tabularni 900 MB 148 MB 9 MB

4 x4z 80 MB 27 kB 17 kB

nevronsko mrezo
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6 Zakljucek

Iz okrepitvenega ucenja so se razvili trdni matematicni temelji in impresivne aplikacije.
Racunska studija okrepitvenega ucenja je sedaj obsezna, z aktivnimi raziskovalci v
raznolikih disciplinah, kot so psihologija, teorija krmiljenja (angl. control theory),
operacijske raziskave (angl. operations research), umetna inteligenca in nevroznanost.
Posebej pomembne so zveze z optimalnim nadzorom in dinami¢nim programiranjem.
Celoten problem ucenja iz interakcije za dosego ciljev Se zdale¢ ni reSen, vendar se je
nase razumevanje na tem podrocju bistveno izboljsalo. Sedaj lahko postavimo sestavne
ideje, kot so ucenje na podlagi ¢asovne razlike, dinami¢no programiranje in funkcijske
aproksimacije skladno s celotnim problemom.

Eden vecjih trendov v okrepitvenem ucenju je vecji stik med umetno inteligenco in
ostalimi inzenirskimi disciplinami. Nedolgo nazaj se je umetna inteligenca dojemala
kot nekaj popolnoma loc¢enega od teorije nadzora in statistike [21]. Imela je opravka
z logiko in simboli, ne pa s stevili. Umetno inteligenco so v preteklosti namesto line-
arne algebre, diferencialne enacbe ali statistike sestavljali obsirni LISP programi. V
zadnjih desetletjih se je ta pogled spremenil. Sodobni raziskovalci umetne inteligence
sprejemajo statisticne in nadzorne algoritme kot pomembne konkurenéne metode ali
pa enostavno kot orodja. Prej prezrta podroc¢ja med umetno inteligenco in konvencio-
nalnega inZenirstva so danes med najbolj aktivnimi, vkljuéno z nevronskimi mrezami,
pametnim nadzorom in okrepitvenim ucenjem. V okrepitvenem ucenju se ideje opti-
malne teorije nadzora in stohasticne aproksimacije razsirijo za nasloviti SirSe in bolj
ambiciozne cilje na podro¢ju umetne inteligence.

Pri implementaciji okrepitvenega ucenja na iskanju optimalnih resitev pri namizni
igre Hex se hitro pokaze najvecji izziv na podroc¢ju strojnega ucenja — ogromna koli¢ina
stanj. Ceprav je nenadzorovana resitev za igralne plosée majhnih dimenzij elegantna in
razumljena, se pri posplosevanju in funkcijski aproksimaciji hitro zatakne. Neposredno
prilagajanje ucenja na podlagi casovne razlike na nevronsko mrezo nima dovolj strogih
zagotovil o konvergentnosti k optimalni resitvi, da bi v splosnem ustrezalo za resitev
igre Hex. Tezava je toliko bolj ocitna, ker ¢loveski igralci hitro vidijo najpreprostejso
pot od ene stranice do druge, medtem ko okrepitveni ucenec tega ne zna sklepati iz
okolja brez predhodnega znanja. Karkoli manj od optimalne resitve se zaradi tega

¢loveskemu igralcu zdi zelo pomanjkljivo ter zlahka presegljivo.
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Niso pa vsi problemi tako obcutljivi na tocen odgovor. Okrepitveno ucenje je bilo
zelo uspesno uporabljeno v komercialnih videoigrah, kjer je najvecji uspeh siroko znan
v igri Black & White. Resitev problema v Black & White je veliko bolj priblizen. Pred-
stavljeni smo z bitjem, ki mu lahko spreminjamo vedenje z okrepitvijo in kaznovanjem.
Cilje, ki si jih lahko sami zadamo med igro so v veliki meri bolj odprte narave, zaradi
cesar smo tudi bolj sprejemljivi do delnih rezultatov.

Razvijalec umetne inteligence igre Black & White ter ustanovitelj podjetja Dee-
pMind Technologies Demis Hassabis je s svojimi kolegi v [36] predstavil prvi model
globokega ucenja (angl deep learning), ki se je sposoben nauciti politike krmiljenja
neposredno iz visokodimenzijskih senzori¢nih vhodov. Uporabili so naprednejsi tip ne-
vronske mreze, ki je nauc¢ena na izvornih tockah zaslona z okrepitvenim ucenjem za
napovedovanje nagrad. Metodo so izvedli na sedmih Atari 2600 igrah in prekasali vse
prejsnje reSitve v Sestih primerih, zmoznost cloveskega mojstra pa so presegli v treh.
Sedaj je Hassabisovo podjetje DeepMind Technologies del podjetja Google.

Sutton in drugi so nedavno razvili nekaj posodobljenih algoritmov, ki dokazljivo
konvergirajo k lokalni resitvi z nelinearnimi funkcijskimi aproksimatorji, kot so nevron-
ske mreze, vendar jih Se razvijajo na probleme krmiljenja in potrebujejo ve¢ empiri¢nih
podatkov iz obseznejsih realnih aplikacij [26, 12].

Ray Kurzweil — izumitelj, futurist, vodja oddelka za inzenirstvo pri podjetju Goo-
gle — v svoji knjigi “The Singularity Is Near: When Humans Transcend Biology” [19]
opisuje svoj zakon o pospeSevanju donosov, ki napoveduje eksponentno povecanje v
tehnologijah, kot so racunalnistvo, genetika, nanotehnologija, robotika in umetna inte-
ligenca. Predvideva, da bo do leta 2020 na voljo racunalnik za tiso¢ ameriskih dolar-
jev, ki bo imel racunsko zmoznost posnemati ¢lovesko inteligenco. Po tem, pricakuje,
da bo tehnologija opti¢nega zajemanja ¢loveskih mozganov pripomogla k oblikova-
nju ucinkovitega modela cloveske inteligence do okoli leta 2025. Ta dva elementa bi
racunalnikom omogocala opraviti Turingov preizkus do leta 2029. Do zgodnjih 2030 naj
bi koli¢ina nebioloskega racunanja prekoracila zmoznost vse zive bioloske inteligence
¢lovestva. Konéno eksponentno povecanje v racunski zmoznosti pravi, da bi privedlo
do dogodka singularnosti — moc¢no in motece preoblikovanje v ¢loveski sposobnosti —
leta 2045.



Breulj R. Strojno ucenje iz interakcije.
Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2014 41

7

1]

2]

[10]

Literatura

A. L. Samuel, Some Studies In Machine Learning Using the Game of Checkers,
IBM Journal on Research and Development, 1959. (Citirano na strani 2.)

A. Persson, Using Temporal Difference Methods In Combination With Artificial
Neural Networks to Solve Strategic Control Problems, KTH Numerical Analysis
and Computer Science, Royal Institute of Technology, Stockholm, Sweden, 2004.
(Citirano na straneh 2 in 23.)

C. Balkenius, J. Morén, Computational Models of Classical Conditioning: A Com-
parative Study, From animals to animats 5: proceedings of the fifth international
conference on simulation of adaptive behavior. MIT Press/Bradford Books: Cam-
bridge, MA, 1998. (Citirano na strani 4.)

C. E. Shannon, A Mathematical Theory of Communication, Bell Sys. Tech. Jour-
nal, vol. 27, 1948. (Citirano na strani 2.)

C. Stangor, Introduction to Psychology, MIT Press, Cambridge, MA, 2011. (Ci-
tirano na straneh VIII, 4, 5, 6 in 7.)

D. J. C. MacKay Introduction to Monte Carlo Methods, Learning in graphical
models. Springer Netherlands, 1998. (Citirano na strani 18.)

D. Porter, A. Neuringer, Music Discrimination By Pigeons, Journal of Experi-

mental Psychology: Animal Behavior Processes 10.2, 1984. (Citirano na strani 7.)

E. L. Thorndike, Animal Intelligence: An Ezperimental Study of the Associative
Processes In Animals, Psychological Monographs: General and Applied 2.4, 1898.

(Citirano na strani 5.)

E. L. Thorndike, Animal Intelligence: FEzxperimental Studies, The Journal of
Nervous and Mental Disease 39.5, 1912. (Citirano na strani 5.)

G. Markkula, Playing risk aversive go on a large board using local neural network
position evaluation functions, Department of physical resource theory and complex
systems group, Chalmers university of technology Goteborg, 2004. (Citirano na

strani 2.)



Breulj R. Strojno ucenje iz interakcije.
Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2014 42

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[21]

[22]

G. Tesauro, Practical issues in temporal difference learning, Machine Learning 4,
1992. (Citirano na straneh 2 in 24.)

H. R. Maei, R. S. Sutton, GQ(\): A general gradient algorithm for temporal-
difference prediction learning with eligibility traces, Proceedings of the Third Con-

ference on Artificial General Intelligence, Vol. 1, 2010. (Citirano na strani 40.)

L. Pavlov, Conditioned Reflexes, Courier Dover Publications, 2003. (Citirano na

strani 3.)

J. Boyan, A. W. Moore, Generalization in Reinforcement Learning: Safely Appro-
ximating the Value Function, Advances in neural information processing systems,
1995. (Citirano na strani 24.)

J. N. Tsitsiklis, B. Van Roy, An analysis of temporal-difference learning with
function approzimation, Automatic Control, IEEE Transactions on 42.5, 1997.

(Citirano na strani 24.)

K. Hornik, M. Stinchcombe, H. White, Multilayer feedforward networks are uni-

versal approzimators, Neural networks 2.5, 1989. (Clitirano na strani 23.)

R. A. Rescorla, Pavilovian Conditioning: It’s Not What You Think It Is, American
Psychologist, 1988. (Citirano na strani 3.)

R. Bellman, On the Theory of Dynamic Programming, Proceedings of the National
Academy of Sciences of the United States of America 38.8 1952. (Citirano na
strani 15.)

R. Kurzweil, The Singularity Is Near: When Humans Transcend Biology, Penguin,
2005. (Citirano na strani 40.)

R. S. Sutton, Learning to predict by the methods of temporal difference, Machine
Learning 3, 1988. (Citirano na strani 2.)

R. S. Sutton, A. G. Barto, Reinforcement Learning: An Introduction, MIT Press,
Cambridge, MA, 1998. (Citirano na straneh VIII, 2, 4, 8, 9, 14, 18, 20, 28 in 39.)

M. E. Bouton, Learning and Behavior: A Contemporary Synthesis, Sinauer

Associates, 2007. (Citirano na strani 3.)

M. Ito, T. Yoshioka, S. Ishii, Strategy acquisition for the game “Othello” based on
reinforcement learning, Technical report, Nara Institute of Science and Techology,
1998. (Citirano na strani 2.)



Breulj R. Strojno ucenje iz interakcije.
Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2014 43

[24]

[25]

[26]

M. L. Minsky, S. A. Papert, Perceptrons - Expanded Edition: An Introduction to
Computational Geometry, Boston, MA:: MIT press, 1987. (Citirano na strani 23.)

N. N. Schraudolf, P. Dayan, T. Sejnowski, Learning to evaluate go positions via
temporal difference methods, Vol. 62 of Studies in fuzziness and soft computing,

Springer Verlag, 2001. (Citirano na strani 2.)

S. Bhatnagar, D. Precup, D. Silver, R. S. Sutton, H. R. Maei, C. Szepesvari,
Convergent temporal-difference learning with arbitrary smooth function approxi-

mation, Advances in Neural Information Processing Systems, 2009. (Citirano na
strani 40.)

S. B. Thrun, The Role of Fxploration in Learning Control, Department of Com-
puter Science, Carnegie-Mellon University, 1992. (Citirano na strani 14.)

S. Even, R. E. Tarjan, A combinatorial problem which is complete in polynomial
space, Journal of the ACM (JACM) 23.4, 1976. (Citirano na strani 25.)

S. J. Shettleworth, Cognition, Fvolution and Behavior, Oxford University Press,
2009. (Citirano na strani 3.)

S. Legg, M. Hutter, A Collection of Definitions of Intelligence, Frontiers in
Aritificial Intelligence and Applications, 2007. (Citirano na strani 1.)

S. P. Singh, R. S. Sutton, Reinforcement Learning with Replacing Eligibility Traces,
Machine learning 22.1-3, 1996. (Citirano na straneh 16 in 20.)

S. P. Singh, T. Jaakkola, M. I. Jordan, Learning Without State-Estimation in
Partially Observable Markovian Decision Processes, ICML, 1994. (Citirano na
straneh 19 in 20.)

S. Watanabe, J. Sakamoto, M. Wakita, Pigeons’ Discrimination of Paintings by
Monet and Picasso, Journal of the experimental analysis of behavior 63.2, 1995.

(Citirano na strani 7.)

T. L. Brink, Psychology: A Student Friendly Approach, San Bernardino Commu-
nity College, 2008. (Citirano na strani 3.)

T. Maarup, Everything you always wanted to know about Hex but were afraid to
ask, Diss. Master’s thesis, University of Southern Denmark, 2005. (Citirano na
strani 25.)



Breulj R. Strojno ucenje iz interakcije.
Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2014 44

[36] V. Mnih, K. Kavukcuoglu, D. Silver, A. Graves, I. Antonoglou, D. Wierstra, M.

Riedmiller, Playing Atari with Deep Reinforcement Learning, arXiv preprint
arXiv:1312.5602, 2013. (Citirano na strani 40.)

[37] X. Glorot, Y. Bengio, Understanding the difficulty of training deep feedforward
neural networks, International Conference on Artificial Intelligence and Statistics,
2010. (Citirano na strani 23.)



	Uvod
	Psihologija
	Klasicno pogojevanje
	Operantno pogojevanje


	Problem okrepitvenega ucenja
	Elementi okrepitvenega ucenja
	Koncni Markov proces odlocanja
	Diskretno okrepitveno ucenje
	Raziskovanje in izkorišcanje
	-požrešna izbira dejanj


	Tabularne rešitve
	Dinamicno programiranje
	Metode Monte Carlo
	Ucenje na podlagi casovne razlike – TD(0)
	Združitev metod – TD()

	Posploševanje in funkcijska aproksimacija
	Nevronske mreže
	Združitev TD() z nevronskimi mrežami

	Ucenje na namizni igri Hex
	Ozadje
	Implementacija
	Graficni vmesnik
	Okolje
	TD() tabularni ucenec
	TD() ucenec z nevronsko mrežo
	Nakljucni igralec

	Rezultati
	Hex 3 3
	Hex 4 4


	Zakljucek
	Literatura

